Matematyka na kier. "MIIS” - wyktad nr 7. (27.IV 2021.)

7 Elementy geometrii analityczej

Zacznijmy od zastosowania wyznacznikéw do ustalania tzw. orientacji dla ukta-
déw d wektoréw liniowo niezaleznych w przestrzeni R wzgledem kanonicznej
bazy zero-jednkowej. Umieszczajac wspoélrzedne w bazie kanonicznej kolejnych
wektoréw (tworza one inng baze) jako wiersze macierzy, otrzymujemy tak zwa-
na macierz przejscia (z bazy kanonicznej do tej nowej bazy). Mozemy nastepnie
policzy¢ jej wyznacznik. Jezeli jest on dodatni, méwimy, ze uklad ten jest do-
datnio zorientowany, a jezeli jest on ujemny -to méwimy o ujemnie zorientowa-
nym ukladzie (wzgledem bazy kanonicznej). Sa wiec w przestrzeni tylko dwie
orientacje: dodatnia i ujemna. Ze wzgledu na liniowa niezalezno$é¢ -wyznacznik
nie moze by¢ zerem.

W fizyce istotne jest np. w jakim kierunku bedzie dziatata sita elektoromagnetycz-
na powstala na skutet przeptywu pradu w polu magnetycznym. Doktadniej, chodzi o
jej zwrot, bo wiadomo, ze bedzie ona prostopadla do wektoréw pradu ("p”) i pola ma-
gnetycznego ("m”). Jesli w spos6b naturalny rozprostijemy palce prawej reki: kciuk,
wskazujacy, serdeczny ponumerujemy ”p”, "m”, ”’s”, to przy ich naturalnym rozsta-
wieniu w 3 kierunkach wzajemnie porstopadlych, wyznaczymy kierunek (dokltadniej,
zwrot) sity.

W przestrzeni euklidesowej R3 oprécz iloczynu skalarnego mozna zdefinio-
wacé iloczyn wektorowy par wektoréw oznaczany u x w. Jezeli i ], k 0znaczaja
kanoniczna baze zerojedynkowa w R3, za$ @ = (u1,ug, u3), @ = (w1, wa, ws3),
to mozemy uzywajac rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza zde-
finiowac ten iloczyn wektorowy jako formalny wyznacznik:

Definicja.
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Czyli Ux W = (ugws —waus , Uzwi —wW3uy , UgWs —W1U2) € R3. Na przyklad,
(1,2,3) x (4,5,6)=(2-6-3-5,3-4—-1-6,1-5—-2-4) = (-3,6,-3).

Mamy wazna interpretacje geometryczng: iloczyn @ x @ dwu wektoréw z R3
jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy sa one liniowo zalezne. W przeciwnym
przypadku jest to wektor prostopadly do obydwu, przy czym uklad (@, o, @ x W)
jest dodatnio zorientowany. Dlugosé tego wektora, czyli ||@ x ]| jest réwna polu
réwnolegloboku o bokach @, w.

Nalezy podkreslié, ze iloczyn wektorowy nie jest przemienny: w X 4@ = — X w. Nie
jest tez taczny, za to jest dwuliniowy, czyli rozdzielny wzgledem dodawania wektoréw
i ”jednorodny wzgledem mnozenia przez skalar”, tzn.

a- (IXx W) = (o) X W=1uX (alf), (@+7) X W=4X W+ 7 x 7T
Ta dwuliniowoé¢ wraz z tabelks mnozenia wektoréw bazowych: i X j = E,; x k=
i, kxi= ; pozwala tez algebraicznie wyznaczy¢ iloczyny dowolnej pary wektoréw R3.
Definicja. Iloczyn mieszany 3 wektoréow , oznaczany czasami 49w definiowany
jest jako iloczyn skalarny (tu oznaczany przez o ) pierwszego przez iloczyn
wektorowy drugiego i trzeciego wektora:

W :=to (U x W) (= (@x7v)ow, jak mozna wykazag).
Jak wynika z prostego przeliczenia opartego na rozwinieciu Laplace’a, taki iloczyn
mieszany jest réwny wyznacznikowi macierzy o kolumnach #,¥,w. Jego zerowanie
sie jest wiec réwnowazne liniowej zaleznosci tych wektoréw. Ponadto jego modut,
|| jest réwny objetodci réwnolegloScianu wyznaczonego przez te 3 wektory. Jest
to réwniez szeéciokrotna warto$é objetosci czworo$cianu rozpietego na tych wektorach.



Rzut prostopadly Pyyw wektora w na podprzestrzen wektorowa M, to taki
wektor y = Pyyw, ktory nalezy do M oraz dla ktérego odlegltosé od wektorow
v € M jest minimalna: V,ep||v — w|| > [Jw — y||. Warunkiem réwnowaznym tej
minimalizacji odleglosci jest dla y € M postulat prostopadtosci réznicy w — y
do M (czyli w —y L v dla kazdego z wektoréw v € M).

Réwnowaznosé ta wynika z nastepujacej obserwacji: Gdy v € M, to prosta zawie-
rajaca wektory v,y zawiera sie w M, czyli dla kazdego ¢t € R mamy

ye:=y+tlv—y) € M,

wige funkcja R 3t +— |lw — y¢||* osiaga warto$é najmniejsza gdy t = 0, bo yo = ¥y jest
w najblizszej odlegloéci od w . Pochodna, o ile istnieje, musi by¢ zerem dla ¢ = 0.

Poniewaz
lw = yell* = llw —y + t(y — )|I* = w =yl + 2t(w — y,y — v) + £*|ly — v|%,

warto$é pochodnej w zerze dla badanej funkcji, to pomnozony przez 2 iloczyn skalarny:
(w—y, y—v). To dowodzi prostopadtosci: w—y L y—v. Poniewaz {y—v:v e M} = M,
wiec w —y L M. Réwnie latwo sprawda sie implikacje w drugg strone -wykazujac, ze
funkcja ||w — y:||* jest niemalejaca. Jej druga pochodna jest stata > 0, a pierwsza = 0
dla t = 0, wiec ta pierwsza pochodna musi by¢ nieujemna. Warto$¢ badanej funkcji
dla ¢ = 1 musi by¢ nie mniejsza, ale y1 = v. Stad ||lw — y|| < [Jw — v]|.

Jak mozna wykazaé, operator Py; rzutu na podprzestrzen M C R? jest
liniowy -czyli przeksztalca sumy wektoréow na sumy wartosci na tych wek-
torach i spelnia warunek jednorodnosci: Pys(aw) = aPy(w) dla wszystkich
a € R,w € R? Macierz tego operatora jest macierza symetryczna. Ponadto
|Pyw] < ||w||, Jednym z wazniejszych zastosowan operatora Pps rzutu na
podprzestrzen M jest
Twierdzenie o rozkladzie ortogonalnym Kazdy wektor w € R? mozna
zapisa¢ w postaci sumy w = y+z, gdzie y € M oraz z L M (czyli Vyens 2 L v).

Faktycznie, wystarzczy przyjaé y = Pyx, z = w —y. Jesli odlegto$¢ punktu
w od podprzestrzeni M zdefinijemy jako liczbe

dist(w, M) := inf{||w —v|| : v € M},

to juz wiemy, ze
dist(w, M) = [w — Paryl| = ||2]- (%)

Przypomnijmy, ze ker(¢) oznacza jadro (=przestrzen zerowa) odwzorowa-
nia liniowego ¢, okreslona jako {w € RY : ¢(w) = 0}. Jest to podprzestrzen
wektorowa, ktérej wymiar dodany do wymiaru obrazu ¢(R?) w sumie daje
warto$¢ d. Gdy ¢ przyjmuje wartosci w R, czyli jest funkcjonalem, to w przy-
padku d = 2¢ # 0, zbidr ker(¢) jest prosta M; na plaszczyZnie o réwnaniu
a1x1 + asxo = 0, gdzie (ay,as)- jest 1-wierszowa macierza ¢, jak réwniez (ja-
ko element R?) jest wektorem prostopadtym do M;. Gdy d = 3, to réwnanie
a1x1 + asxs +asxs = 0 okresla podprzestrzen dwuwymiarowa My C R3 bedaca
zbiorem zaczepionych w zerze wektoréw prostopadlych do wektora (ai,as,as).
Tym razem plaszczyzna M jest jadrem funkcjonatu dziatajacego jako mnoze-
nie skalarne przez wektor o wspétrzednych (aq, as, az). W obydwu przypadkach
(prostej My 1 plaszczyzny Ms) mozemy dzialanie takiego funkcjonalu zapisaé
w jednolitej postaci

P(v) = (v, u),

gdzie u € R?\ {0} jest wektorem® ”generujacym funkcjonat ¢”. Dla dowolnie
wybranego wektora w € R? (tu d = 2 lub d = 3) wykazemy, ze

dist(w, ker(¢)) = |(T(ZLT|), gdy ¢ = (-, u),

co da nam wzory na odleglo$¢ punktu od prostej (odp. od péiplaszezyzny)
z wykorzystaniem rzutu i wzoru (*). Zauwazmy, ze gdy zdefiniujemy wektor

Ly # 0, bo zakladamy, ze ¢ # 0, czyli, ze Ju ¢p(w) # 0.



Uy i= ﬁu, to @(uy) =1, usx L ker(), zas ||u.|| = m, poniewaz ¢(u) = ||lul?.

Natomiast dla dowolnego wektora w jest

6w — p(w)u.) = d(w) — $(w)(u.) = 0, wiec w — ¢w)u, € ker(@).

Suma w = (w — ¢(w)u) + d(w)u, jest wiec rozkladem ortogonalnym wektora
w, jego rzutem prostopadtym na M = ker(¢) jest w — ¢p(w)uy, zad w — Pyrw =
o(w)u, jest "reszta’- wektorem, ktorego dlugoéé jest na podstawie wzoru (*)
réwna odleglosci w od ker(¢). Poniewaz ||u.|| = m7 wiec [|p(w)u.| = ‘ﬁl(uul)\)l' O

W szcezegblnodei, na plaszezyznie odleglto$é punktu w = (x0,y9) od prostej

L ={(z,y) : Ax+ By = 0}, to %. W przestrzeni trojwymiarowej punkt
w = (0, Yo, 20) jest oddalony od plaszezyzny I = {(z,y, 2) : ax + by + cz = 0}
o liczbe ‘%%gol Jezeli mamy plaszczyzne badZ prosta przesunieta (pro-
stopadla do wektora u (réwnego (A, B) lub (a,b, ¢)-odpowiednio)) i przecho-
dzaca przez punkt P, o wspélrzednych x1,y1, 21, to mozna skorzystaé¢ z od-
wzorowania przesuniecia réwnoleglego 7p, o wektor P; -jest to odwzorowanie
Tp, : R? 5 P+ P + Py, ktére jest izometria, czyli zachowuje odleglosci, bo
|(Po+P1)—(P+P1)|| = ||Po—P||. Prosta (odp. plaszczyzna) przechodaca przez
punkt P; ma (w oznaczeniach j.w.) opis jako zbiér M = {P : ¢(P — P;) = 0}.
Odlegloé¢ tego zbioru od punktu Fp, to tyle samo, co odlegloéé od punktu
T_p,(Py) = Py — Py od zbioru 7_p, (M). Otrzymujemy wiec ogélny wzor:

Twierdzenie.Odlegloscia punktu Py = (¢, y0) od prostej o réwnaniu

Az —a1) + By —y1) =0

s oot [A@o—z1)+Byo—y1)|
jest AT 5?

jest oddalony od plaszczyzny o réwnaniu a(x —x1) +b(y —y1) +¢c(z —21) =0
la(zo—21)+b(yo—y1)+c(z0—=21)|

VaZ+b2+c2 '

Inne réwnania prostej: W roéwnaniach tych uwzgledniamy wektor kierunko-
wy. Zalézmy, ze prosta w R? ma przechodzié przez punkt Py (zamiast dotych-
czasowo rozwazanego Pp) i ma by¢ réwnolegla do danego wektora w. Moze to
by¢ np. wektor o poczatku Py i koncu P, czyli wektor P, — Fy. Punkty P; na
prostej niech wyznacza parametr ¢ € R. Wowczas kazdej wartosci ¢ € R mozna
przypisaé¢ punkt P, € R? dany jednym z tzw. réwnan wektorowych prostej:

Pt:P()+tlB, albo Pt:P()+t(P1—P0).

. W przypadku tréjwymiarowym punkt Py = (zo, Yo, 20)

o wartosé

W przypadku prostej w R? jesli punkty P;, Py maja odpowiednio wspéirzedne
(z1,y1,21) oraz (o, Yo, 20), to punkt P; na prostej ma wspdlrzedne

xo +t(x1 — 20), Yo +t(y1 — Yo), 20 + t(21 — 20)

i jest to rbwnanie parametryczne prostej.
To, ze punkt (x,y, z) lezy na tej prostej mozna opisaé¢ rugujac parametr ¢,
co daje tzw. réwnanie zwyczajne (lub kierunkowe) prostej:
r—o  Y—Yo _ 22— %0

1 — To Y1 — Yo 21 — 20

Wiee gdy «, 3, v € R\ {0}, to koniunkcja réwnosci
a(z —x0) = By — yo) = v(2 — 20)

opisuje réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez Py i réwnoleglej do
wektora (1, %, %)

Mozna tez opisaé tez prosta podajac réwnania dwu plaszczyzn w R3, kto6-
rych przecieciem bedzie ta prosta, czyli tzw. réwnanie krawedziowe. Jest to
uktad dwu réwnan plaszczyzn przechodzacych przez wspélny punkt Py i prosto-
padlych odpowiednio do dwu niewspétliniowych wektoréw (np. (4, B, C), (a, b, ¢).
Réwnanie krawedziwe ma wtedy postac:

{ Az —zo) + By —yo) + C(z —20) =0
alx —xo) + by —yo) +c(z — z) =0.



Odlegtoé¢ d punktu P; od prostej o rownaniu kierunkowym #—*¢ = =40 =
=20 wyraza sie (szczegély dowodu pomijamy) wzorem:

1

[l

d= —| PP x i,

w ktérym @ = (a, b, ¢) jest wektorem kierunkowym tej prostej, P jest dowolnym
punktem na prostej, PP -wektorem o poczatku P i konicu P;. (Zauwazmy
tylko, ze || PP x || jest iloczynem dlugosci tych wektoréw przez | sin Z (PP, @)
-modutl sinusa kata zawartego miedzy nimi i reszta wynika z z definicji sinusa.)

Tloczyn wektorowy mozna tez wykorzysta¢ w zadaniu polegajacym na szuka-
niu réwnania plaszczyzny przechodzacej przez punkt Py = (xo, Yo, 20) 1 réwnole-
glej do dwu niewspodlliniowych wektoréw u, . Poza dosé naturalnym réwnaniem
parametrycznym, mozemy podaé réwnanie typu a(z—xo)+b(y—yo)+c(z—20) =
0. Wystarczyznalezé wektor (a, b, ¢) prostopadly do tej plaszczyzny. Takim wek-
torem bedzie, rzecz jasna, iloczyn wektorowy @ x 4.

Z kolei, réwnanie plaszczyzny zawierajacej trzy rézne punkty o wspédlrzed-
nych (xg,yk, zk), k = 1,2,3 mozna uzyskaé¢ uzywajac wyznacznika. Wektory
zaczepione punkcie (z1,y1,21) o konhcach (x,y, 2), (22, Y2, 22), (T3, ys3, 23) leza
na tej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy gdy sa one liniowo zalezne czyli gdy
zeruje sie wyznacznik

r— 2 Yy—u zZ—z1
Tg—T1 Yo—y1 22—21 | =0.
T3 —T1 Y3 —Y1 23— %1

Kat a = Z(u,v) miedzy wektorami u,w € R? mozemy wyznaczyé poprzez
badanie wartosci cos « dzielac iloczyn skalarny u o v przez iloczyn ich norm
euklidesowych:

UOW
cos Z(u,v) = .
[[ull[[o]

Wzor ten, ze wzgledu na parzystos¢ funkcji cos wyznaczy taki kat jedynie z
dokladnoscia do kierunku, nie uwzgledniajac zwrotu, czyli kat nieskierowany.
Mozna tez dhugosé iloczynu wektorowego dzieli¢ przez iloczyn diugosci wekto-
row, otrzymujac modutl z sinusa a.

Do wyznaczania kata miedzy prostymi wystarczy podaé kat nieskierowany,
a nawet | cos Z(u,v)|, jezeli u, v sa katami kierunkowymi dla tych prostych. W
przypadku dwu prostych na plaszczyznie mozna tez zmierzy¢ kat pomiedzy
wektorami normalnymi (czyli prostopadlymi) do tych prostych.

Analogicznie, kat miedzy para plaszczyzn w R3 wyznaczymy jako kat ich
wektorow normalnych. Przeksticajac algebraicznie réwnania na ich postaé wy-
godniejsza do znajdywania katéw mozemy sobie poradzi¢ w bardziej skompli-
kowanych sytuacjach (np. gdy proste zadane sa réwnaniami krawedziowymi).



