Matematyka na kier. "MIIS” - wyktad nr 8. (28.IV 2021.)

8 Funkcje wielu zmiennych

Najczesciej bedziemy mieli do czynienia z funkcjami dwu lub 3 zmiennych, kté-
rych wartoSci oznaczamy zazwyczaj w ostatnim przyadku f(z,y, z). W istocie
mozna je traktowaé jako funkcje zmiennej wektorowej przypisujace punktowi
P € R? w wspétrzednych (z,vy, 2) wartosé f(x,y,z). Mozna tez rozwazaé od-
wzorowania o wartosciach wektorowych: F': D C R? — R* wtedy F(P) mozna
traktowaé jako zestawienie £ funkcji o wartoéciach skalarnych f; : D — R, gdy
wspolrzednymi wektora F(P) sa (fi1(P), f2(P),... fr(P)) . Okaze si¢ jednak,
ze istota trudnosci dotyczy przypadku k = 1,¢g > 1. Na czym polegaja te trud-
noéci zobaczymy wkrétce. Na poczatek podamy pare definicji i wlasnosci bez
trudu i prawie dostownie przenoszacych sie z przypadku 1-wymiarowego (gdy
d=1).

Wektory w przestrzeni R? zapisywaé bedziemy w postaci a = (ay, as, .. ., aq)
(lub np. dla d = 3 w postaci vy = (Zn, Yn, 2n) gdzie n € NU {0}. Symbolem
K(a,r), gdzie a € R r > 0 oznaczamy kule otwarta

K(a,r):={xecR?: [a—x| <}

Jak zwykle, || - || oznacza tu norme euklidesowa, czyli

Ix—all = /(21 —a1)> + - + (24 — aa)?

i jest to odleglosé punkéw a, x.
Dla punktu Pg € R? jego odleglogé od zbioru (niepustego) E C R? definiu-
jemy jako liczbe

dist(Po, E) := inf{|[Po — Q|| : Q € E}.

Definicja. Zbiér D C R? jest otwarty, gdy kazdy jego punkt zawiera si¢c w tym
zbiorze D wraz z pewna kula. Czyli Vacp3r~o K(a,r) C D. (Jak mozna latwo
zauwazy¢, istnienie takiej kuli jest rownowazne temu, ze dist(a, (R?\ D)) > 0.)
Méwimy o takich a, ze sa punktami wewnetrznymi zbioru D.

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata mozna nietrudno sprawdzié, ze kazda
kula K (a,r) jest zbiorem otwartym®.

Moéwimy, ze zbiér E C R? jest domkniety, gdy jego dopelnienie, czyli R%\ E
jest zbiorem otwartym. Warunkiem réwnowaznym domknietosci zbioru E jest
zachodzenie implikacji:

(a € RY dist(a, ) =0) =>ac E.

Definicja. Ciag wektorow Py, € R? zmierza do granicy Pg € R?, co zapisujemy
Po =lim Py, lub: 7 P,, — Pg przy n — o0”, jezeli ciag liczbowy ||P,, — Po|
zmierza do zera, czyli gdy

lim || Py, — Po = 0.

Z definicji granicy ciagu liczbowego (tych norm réznic) i z definicji kuli
wynika, ze
Po =limPy, © Vs 03 Vnsm Pn € K(Po,¢).

Zbiezno$¢ P, — Pg jest rownowazna tzw. ”zbieznosci po wspolrzednych”,
czyli zbieznosci do zera rzutéw wektorow P, — Pg na kazda z osi. Wyjasnimy
to dla d = 2, gdzie Py, = (2, yn) 1 np. rzutem Py, — Pg na 0§ OX jest x,, — xo,
wiec zbiezno$é po wspdlrzednych oznacza, ze x, — x¢ oraz y, — yg. Dowdd,

lGdy x € K(a,r),tor; := |la—x| < rigdy ||x — z|| < 7—r1, to |a—z| < r14+(r—r1) =7,
czyli K(x,r —r1) C K(a,r).



ze jest to réwnowazne warunkowi |P, — Pg|| — 0 wynika z twierdzenia o 3
ciggach i z oczywistych nieréwnosci:

0 < max(|zn — 2o, [yn = yol) < [[Pn = Poll < |zn — zo| + |yn — vol-

Analogicznie jest dla dowolnej skonczonej ilosci d zmiennych.

Mozna doéé tatwo sprawdzié, ze zbiér E C R jest domkniety wtedy i tylko
wtedy, gdy jezeli dla dowolnego ciggu zbieznego (w R?), ktérego wszystkie
wyrazy naleza do E, rowniez jego granica musi by¢ w zbiorze E.

Podobnie, jak w przypadku jednej zmiennej, granice funkcji mozemy defi-
niowaé jedynie w punktach skupienia jej dziedziny.

Definicja. Punkt Py jest punktem skupienia zbioru D € R?, gdy

Vs>0dpep 0 < ||P_P(JH <.

Warunek ten zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag o wyrazach
P, € D\ {Py}, ktorego granica jest punkt Py.

Definicja. Jezeli P jest punktem skupienia dziedziny odwzorowania F : D —
RE, to wektor Y € R nazywamy granica odwzorowania F w punkcie Py, co
zapisujemy Y = limp_, p, F'(P), gdy

V€>035>0Vpe]_) 0< ||P — Po” <= ||Y — F(P)H < €. (1)

F nazwiemy odwzorowaniem ciaglym w punkcie Py, gdy albo nie jest to punkt
skupienia dziedziny, albo

lim F(P) = F(Py).

P—Py

Tak samo, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, mamy nastepujace
podstawowe wlasnosci granic:

Twierdzenie.
1. Granica, jedli istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie.

2. Granica sumy dwu odwzorowan jest suma granic. Jesli dla D € R? funk-
cja ¢ : D — R oraz odwzrowanie F' : D — R% maja granice w punkcie
w, to ich iloczyn ma granice bedaca iloczynem granic.

3. Definicja granicy jest rownowazna ”warunkowi ciagowemu” Heinego:

(P, € D\ {Po}, P, — Py) = F(P,) — Y. (2)

4. Gdy F = (f1,...,fr) : DCR? = RF g = (g1,...g1) € R* to

lim F(v) =g < (Vjeqi2,... k) 95 = lim f;(v) przy v—w)

V—W

5. Suma, zlozenie odwzorowan ciaglych -sa rowniez ciagle

W szczegélnodci, dzigki tezie 4., granice, ciaglo$¢ odwzorowania o warto-
éciach w R* (czyli zestawienia F = (f1,. .., fi) funkcji o wartociach skalarnych
wystarczy zbadaé oddzielnie dla kazdej ze skladowych (czyli dla wszystkich
fi.d=1,...,k). Ma to oczywisty zwiazek ze "zbieznoscia po wspéirzednych”.
Z drugiej strony, mamy (np. dla d = 2) warunek Heinego i przy badaniu gra-
nicy w punkcie (zg,%o) funkcji f : D C R? — R rozpatrujemy ciagi punktéw
(zn,yn) € D zbiezne do (xg,yp). To moze i pojecie granicy podwdjnej da sie
"roztozy¢ na wspétrzedne”? -NIESTETY, NIE!



Przyklad. Jesli f(z,y) = ﬁ dla (z,y) # (0,0) oraz f(0,0) = 0,
to V, funkcja R 3 z — f(z,y) (w zapisie bezargumentowym oznaczamy ja
f(-,y))oraz ¥V, funkcja f(x,-) -sa ciagle, zmierzaja do zera w zerze. Tak wiec,

istnieje tzw. granica iterowana (od wloskiego iterare = powtarzad):
lim (lim f(z,y)) = 0.
y—0 x—0

Ale dla zbieznego do zera ciaggu w,, = (%, %) mamy f(w,) = % # 0.

Wykres f z tego przyktadu mozemy sobie wyobrazié¢ jako pewna powierzch-
nie zakrzywiong w R3. Na osiach OX,0Y jest ona réwna zero, na kazdej pro-
stej przechodzacej przez punkt (0,0) (z jego wyjatkiem) jest stala (np.—% <
f(x,az) = 7 < 1), wartosci ekstremum mamy gdy a = +1. W punkcie (0,0)
wykres jest "rozerwany”- zachowuje sie troche tak, jak powierzchnia schodéw
kreconych w poblizu ich osi - ma przyrosty bliskie 1 dla dowolnie malych przy-
rostéw argumentu. We wspoélrzednych biegunowych (x,y) = (rcosp,rsing)
jej wartos¢ wyraza sie jako funkcja cos @ sin g, niezalezaca od r. Mozna po-
wiedzie¢, ze jest to funkcja jednorodna stopnia 0, gdzie jednorodno$¢ stopnia
p oznacza, ze f(rw) = rPf(w). Takie funkcje, o ile nie sa stale (a sa stale
na prostych przechodzacych przez 0z wyjetym tym poczatkiem ukladu), nie
moga mieé¢ granicy w zerze! W wiekszo$ci zadan o granicach podwdéjnych wy-
stepuje tego typu problem -ale czasami dopiero podstawienie (np. typu z = y?)

sprowadzi f do postaci jednorodnej. Przykladem jest f(z,y) = -stata na

z?y
zi4y?
parabolach y = az?. Ta funkcja nie ma granicy w zerze, choé¢ na kazdej prostej
przechodzacej przez poczatek ukladu -zmierza do zera (prosze sprawdzié!)

8.1 Badanie granic podwdjnch

Poniewaz pojecie granicy podwdjnej bedzie kluczowe dla badania rézniczkowal-
noéci, przesledzmy na przykladach metode badania, czy takie granice istnieja.
Poniewaz (z,y) — (xo,yo) dokladnie wtedy, gdy (z — zo,y — yo) — (0,0), czyli
gdy réwnoczeénie x — xg — 0 oraz y — yo — 0, ograniczymy si¢ do badania
granic w zerze (0 € R? jest poczatkiem ukladu wspétrzednych).

Przyklad 1 f(z,y) = %W dla (z,y) # (0,0). Czy trudno jest
wykazaé, ze f zmierza do zera przy (z,y) — 07 -zalezy (od metody). Sprobuj-
my metody oszacowan: Niech M oznacza mianownik. (M = M (z,y) zmierza
do zera, podobnie jak licznik.) Szacujemy: |z| < M2, |y| < M. Mozemy to
wykorzysta¢ do oszacowania licznika przez M7". Jesli uda sie takie oszacowanie
dla pewnego r > 1, to |f(z,y)| < M"~!, co zmierza do zera przy M — 0 (a
tak jest gdy (z,y) — 0), bo r — 1 > 0. Licznik jest tu iloczynem, jesli kazdy z
czynnik6w oszacujemy z osobna przez pewne potegi M, to r otrzymamy sumu-
jac wykladniki. Np. |#/z| < M2'3 = Ms. Natomiast |sint| < |¢| dla t = 2y?
daje |sin(zy?)| < M2t32 = M. Na koniec - jeszcze y2 < M?2. Otrzymamy
r= % +14 %% > 1, wigc szukana granica jest zero.

Troche gorzej jest w przypadku ulamkéw o mianowniku zmiennego znaku
(np. z — y3). W takich przypadkach nalezy szukaé raczej ciagéw, dla ktérych
mianownik szybciej zmierza do zera niz licznik, wéwczas granicy (skorficzonej)
nie bedzie. (Czynnik zmierzajacy do zera moze czasami sie uprosci¢ np. dzieki
wzorom skréconego mnozenia.) Nie bedziemy si¢ jednak tego typu granicami
zajmowali, bo do badania rézniczkowalnosci na ogét wystarcza granica o mia-
nowniku typu (22 + y?)® dla s > 0.

Przyktad 2 g(z,y) = r(;—fcc;y) Poniewaz ¢(0,y) = 0 = g(z,0), granice
iterowane istnieja i sa réwne zero. Aby wykazaé nieistnienie granicy, wystarczy
znalezé¢ ciag (sp,t,) — (0), dla ktérego g(sn,t,) nie zmierza do zera. Trzeba
pamietaé, ze 1 — cosy = cos0 — cosy = —2sin 2 O~y ¢ wiec

Y o o 2y
57 sin =% = 2s8in” g,

lim, . % = 2, co pozwoli na pozbycie sie funkcji trygonometrycznej. Dla

2
g1(z,y) = % znajdziemy odpowiednie s, t,. Podstawienie s,, = t,, = % nie

n
nie istnieje! Ale jak mozna do tego dojéé?

bedzie skuteczne. Ale dla s, = 25, t, = = mamy g(t2,t,) = 1. Wiec granica



(1) Bardziej skomplikowane funkcje zamieniamy na asymptotycznie réwno-
wazne wielomiany. (np. dla ¢(x) szukamy takiego k € N, aby lim,_q ¢£f) =C,

gdzie 0 < C' < +o00. Jesli ¢ jest jednym z czynnikéw licznika funkcji g(x,y),

funkcje g mozemy pomnozy¢ przez iloraz #:c), otrzymujac prostsza w bada-

k" (na koniec stosujac

niu funkcje g1, w ktorej na miejscu ¢ wystepuje juz x
twierdzenie o granicy iloczynu).

(2) Przypusémy, ze doprowadzimy do postaci, w ktérej licznik i mianownik
sg wielomianami, lub iloczynami pewnych poteg, sumami takich ilocznéw. Je-
$li M(tx,ty) = t*M (z,y) dla dowolnych t,z,y € R, to -jak juz wspomniatem,
M jest funkcja jednorodna stopnia s. Czasami -jak w naszym ostatnim przy-
ktadzie, funkcja nie bedzie jednorodna, lecz po podstawieniu nowej zmiennej
(z% = X lub Y := ") stanie sie jednorodna funkcja zmiennych X,Y.

Jesli po takim ,ujednorodnieniu” otrzymamy w liczniku funkcje postaci
X*Yl gdzie k+1 > s, granica réwna zero wyniknie z oszacowan jak w przykla-
dzie 1, o ile sktadniki mianownika sa nieuejmne (w parzystych potegach). Jesli
natomiast k 4+ [ = s, to licznik L(z,y) i mianownik M (z,y) maja jednakowy
stopien jednorodnosci, za$ ich iloraz bedzie staly na prostych przechodzacych
przez poczatek ukladu. Sa to proste o réwnaniach Ax + By = 0, np. y = cz.
Ciagi (+,ci) zmierzaja do zera, wiec g(+,cl) zmierza do granicy funkcji w
punkcie 0, o ile taka istnieje. Ale (1)* wylaczamy zaréwno w liczniku, jak i w
mianowniku, co si¢ redukuje. Stad wartosci g na tych ciagach sa stale, réwne
g(1,¢). Jesli granica w zerze istnieje, musi tez by¢ taka sama (réwna g(1,c)).
Funkcja jest stata na prostych przechodzacych przez 0, ta warto$¢ jest réwna
granicy w zerze, wiec taka sama na kazdej z tych prostych- w konsekwencji sa-
ma funkcja musi by¢ stata. W przeciwnym razie- granica nie istnieje. Szukanie
"kierunku podejscia do 0 podyktowane jest wiec procesem ”ujednorodnienia
mianownika”.

(3) Czasami funkcja zalezy jedynie od pewnego wielomianu zmiennych z, y,
pojawiajacego sie w jej réznych miejscach- jest to podstawienie do funkcji
zmiennej takiego typu pozwoli znalezé granice metodami granicy funkcji zlo-
zonej.

Do granic podwjnych mozemy stosowaé twierdzenia znane z teorii granic
zwyklych, dzieki réwnowaznosci definicji z warunkiem HEINEGO. Na przyklad,
granica sumy jest suma granic, nieréwnosci stabe zachowuja sie przy przejsciu
do granic. Ostre nieréwnosci miedzy granicami utrzymuja sie w pewnym sa-
siedztwie punktu.



