Matematyka 2. semestr "MIiIS - wyklad 9.

9 Pochodne czagstkowe, rézniczki zupelne

9.1 Pochodne czgstkowe

Dla funkcji f wielu zmiennych mozemy ustala¢ warto$é¢ wszystkich zmiennych
z wyjatkiem jednej, np. z; -otrzymujac funkcje jednej zmiennej. Jej pochodna
bedzie oznaczana é% lub f;g i nazywana pochodna czastkowa f wzgledem tej
zmienej. Przyjrzyjmy sie sytuacji dla dwu zmiennych, czyli dla f(z,y). Niech
Py = (0, y0) bedzie punktem, w ktérym bedziemy liczy¢ pochodne czastkowe.
Jedli f jest okreslona w otoczeniu D punktu Py, to istnieje § > 0 taka, ze gdy
| — x| < 0, to (x,y0) € D.

Definicja. Pochodna czastkowa wzgledem zmiennej x, to granica

%(Po) ~ lim f(z,90) — f(xo,yo)_ (1)

0 ) T — o

Innymi stowy, jest to pochodna funkeji f(-, yo) w punkcie xq, czyli %f(x, Y0) =20
-cho¢ nie zawsze ten zapis jest wygodny. Czasami wygodniejszy bywa zapis

0 0
%f(xayﬂ(x,y):(xo,yo) lub %f(fﬂ,y)\(xo,yuy

Bardziej skrétowa wersja, to oznaczenie f1 (o, yo), lub nawet f,(zo,yo) za-
stepujace symbol % (20,Y0). Analogicznie definiujemy pochodne wzgledem dru-

giej zmiennej, g—g(xo, Yo) = d%f(:ro, Y)|y=y, Mozemy wiec stosowac znane reguly
liczenia pochodnych funkcji jednej zmiennej.

Dotychczas pisaliSmy xg,yo -by oznaczy¢é w sposéb szczegdlny te ustalone
wartosci, ale rownie dobrze mozemy nie uzywa¢ dolnego indeksu -tak bedzie w

nastepnych przyktadach, czy w zadaniach. Na przyktlad, dla
F(z,y) = z* + 23y + 2y + 6y + 132

mamy a%F(oc, y) = 43 + 322y + 32, za$ O%F(x, y) = a® + 2xy + 6.
Podobnie,
0 ,
3?(953/) =yz¥ !, a—y(:ﬂy) =2YInz.
Podstawowe dwie zasady: liniowosé¢ i wzér Leibniza dla pochodnej iloczynu
przenosza sie na pochodne czastkowe:

0

5@ T +b-glam) = a- 9 by +b- L glay),

dy dy

%(f(wyy) g9z, y) = (a%f(m,y)) gz, y) + fz,y) - a%g(%y)

Tloraz réznicowy z definicji pochodnej czastkowej - na przyktad 2—5 - mozemy
tez zapisywaé uzywajac zamiast wspoétrzednych- zapisu wektorowego, co bedzie
szczegblnie przydatne w przypadku wiekszej ilosci zmiennych. Gdy e; = (0,1)
oznacza wektor z bazy kanonicznej odpowiadajacy zmiennej y, to

of f(Po + hez) — f(F)

Ay (Fo) = ilzli% h '

Analogiczny zapis mozna stosowaé definiujac tzw. pochodna kierunkowa w
punkcie Py w kierunku wektora niezerowego w, oznaczana 0 f(Pp). Definicja
pochodnej kierunkowej jest nastepujaca:
. f(Py+ hw) — f(Po)
oV f(Py) =1 .
f(B) s h

Pochodne czastkowe sa wiec pochodnymi w kierunku wektoréw bazowych z
bazy kanoniczne;j.




9.2 Przyrosty zmiennych i przyrosty wartosci funkcji

Przyrostem funkcji (lub przyrostem wartosci funkeji) f : D — R miedzy
punktami P, Q) € D nazwiemy réznice wartosci f w tych punktach, czyli liczbe

Af = f(P) = f(Q).

Gdy punkty P, @ réznia sie tylko jedna ze wspoélrzednych (np. x), to méwimy
o przyroscie f ze wzgledu na te zmienna, lub o przyrodcie czedciowym. Mo-
zemy przyrost [ ze wzgledu na zmienna x oznaczy¢ A, f. Zapis ten nie jest
precyzyjny, (nie zawiera informacji o punktach P, @), ale jest dosé¢ sugestywny.
Dla uproszczenia rozpatrujmy tu funkcje dwu zmiennych: (x,y). Na przyklad,
% = limaz—o0 AA'—”J. W mianowniku mamy tu réwniez przyrost funkeji: Az mo-
zemy traktowaé jednak albo: jako przyrost funkcji x, gdzie x(s,t) = s oznacza
funkcje rzutu na o§ OX, albo rowniez- jako przyrost zmiennej niezaleznej x. W
tym przypadku P = Q + (Az,0) lub P = Q + Az - e; -w zapisie wektorowym.

W przeciwnym (a raczej - w ogblnym) przypadku méwimy o przyroscie
calkowitym, gdzie P = Q + (Axz, Ay). Podobnie, jak dla jednej zmiennej, stowo
,przyrost” ma znaczenie formalne- moze by¢ zaréwno A, < 0, jak i A, > 0.

Prostym, lecz bardzo waznym narzedziem jest mozliwos¢ wyrazenia przyro-
stu calkowitego A f funkcji f jako sumy przyrostéw wzgledem poszczegdlnych
(tu 2) zmiennych:

f(xlvyl) - f(l'anO) = (f(‘rlvyl) - f(xO»yl)) + (f(anyl) - f(x07y0))v

co nieformalnie mozemy zapisa¢ w postaci

Af =D, f + A, f.

(Dla funkcji n zmiennych Af jest suma Z?:1 AV

Stosujac do funkcji f(xg, ) zaleznej od 1 zmiennej y twierdzenie Lagrange’a
o wartosci Sredniej, otrzymujemy na przyklad nastepujacy

Lemat o przyrostach Gdy dla ustalonej wartosci xy funkcja f ma pochod-
ne czgstkowe a%f(x()7y), %f(w,yl) dla wszystkich x € [xg,21], y € [yo,y1], to
istnieje yg € (Yo, y1) -taki punkt posredni miedzy yo oraz y1, Ze

Ayf = f(xo,y1) — f(wo,90) = (y1 — yo)aﬁyf(ﬂfo’yﬁ)»

Przyrost catkowity, Af := f(z1,y1) — f(20,y0) jest dany wzorem
AF = (@1~ 20) o Flzayn) + (11 — 90) o Fa0,5) )
=1 0 o ar Y1 Y1 — Yo Ay 0, Yp

dla pewnych o, 8 € (0,1), gdzie o = x¢ + a(z1 — z0), Y3 = Yo + B(y1 — o).

Wtasnie w takiej postaci: z,,ys wygodnie jest zapisywac¢ punkty posrednie
Na przyktad, y 1= %(yl + o) jest punktem na $rodku odcinka laczacego yo, y1 -
Zaleta tego zapisu jest mozliwo$¢ jego stosowania niezaleznie od tego, czy yo <
Y1, czy tez y1 < yo. (Bedziemy go tez stosowaé w przysztosei do opisu punktéw
P, = Py + a(P, — Py) z odcinka o koficach Py, P, € R? parametrem « € [0, 1].

Jedli zatozymy istnienie obydwu pochodnych czastkowych w otoczeniu Py,
za$ punkt P; zmierza do Py, to np. z ograniczonosci pochodnych czastkowych
w otoczeniu wyniknie, ze Af zmierza do zera (=ciaglo$é f w punkcie Py. Gdy
zalozymy wigcej: ciaglo$é pochodnych czastkowych, to w dos$¢ prosty sposéb
ze wzoru (2) mozna wywnioskowaé, ze gdy dodatkowo funkcje x(t), y(t) maja
pochodne ciagle w otoczeniu tg, za$ Py = (x(to),y(to)), to pochodna z funkcji
ztozonej t — f(x(t),y(t)) w punkcie ¢y spelnia réwnosé:

GOt = o FR ) + 5 (P ) (3



9.3 Dwa przyklady negatywne

Niestety, metoda ustalania zmiennych (i rozkladu przyrostéw) nie jest do konca
skuteczna -bedziemy musieli zbadaé¢, w jakich sytuacjach mozemy ja stosowac.
Gdyby bowiem przyjac, ze ” rozniczkowalnosé oznacza jedynie istnienie wszyst-
kich pochodnych czgstkowych w kazdym punkcie” , to okaze sie, ze ztozenie takich
funkcji nie musi by¢ rézniczkowalne, a nawet ciagte! Oto przyklad:

Niech h(z,y) = % gdy = # 0 lub y # 0. Jedli okreslimy h(0,0) = 0, to
otrzymamy funkcje na plaszczyznie R?, ktéra jest ciagla wzgledem kazdej ze
zmiennych z osobna oraz ma pochodne czastkowe w kazdym punkcie. W punkcie
(0,0) pochodnych czastkowych nie liczymy ze wzoru na pochodnag ilorazu (tak
mozemy postapi¢ w innych punktach), lecz z definicji. Poniewaz V, , h(0,y) =
0 = h(z,0), bez problemu zauwazamy, ze h,(0,0) = h;(0,0) = 0.

Jedli teraz x,y : R — R sg funkcjami rézniczkowalnymi jednej zmiennej
t, to rozwazmy funkcje zlozona: g(t) = h(z(t),y(t)), ¢ : R — R. Mozna sie
spodziewaé, ze ztozenie funkcji "rézniczkowalnych” w proponowanym powyzej
sensie - bedzie, jak w przypadku jednej zmiennej, funkcjg rézniczkowalng. Ale
dla ,bardzo porzadnych funkcji wewnetrznych” xz(t) = t = y(t) nasze zlozenie
nie bedzie nawet funkcja ciaglal g(t) = h(t,t) = % dla t # 0. natomiast dla
t = 0 bedzie g(0) = 0.

Gdyby natomiast w liczniku ulamka zamiast zy umiescié¢ z3, otrzyma-
my funkcje ciggla, majaca w kazdym punkcie wszystkie pochodne czastkowe.

3

Tym razem definiujemy ¢(z,y) = 2,7 Poza punkem (0,0) i z nier6wnosci
|p(z,y)| < /22 +y? wynika, ze granica w zerze ¢ istnieje i jest réwna ze-
ro. Teraz ¢},(0,0) = 1,4,(0,0) = 0, dla z(t) = ¢t = y(t) pochodna zlozenia:

o(t,t) = %t wzgledem ¢, réwna %, nie daje sie wyrazi¢ powyzej podanym wzo-
rem (3), ktéry bedzie obowiazywal w ,,przypadku regularnym”. To oznacza, ze
musimy wprowadzi¢ inna definicje rézniczkowalnoéci dla funkcji wielu zmien-
nych.

Co wiecej, gdy zastosujemy ”prawidlowa” definicje rézniczkowalnosci f w
punkcie (z(t),y(t)), nie trzeba bedzie zakladaé¢ dla zachodzenia wzoru (3): ani
ciggloéci pochodnych czastkowych, ani nawet ich istnienia w otoczeniu tego
punktu. Dowéd nie bedzie tez wtedy uzywal wzoru (2).

9.4 Rodbzniczkowalnosé

Przypomnijmy na wstepie, ze kazde odwzorowanie liniowe L : R 3 (z,y, 2) —
L(z,y,2) € R¥ jest postaci L(z,y,2) = Az + By + Cz, gdzie A, B,C € R* sa
pewnymi wektorami- a mianowicie obrazami przez L wektoréw z bazy kano-
nicznej i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1). Takie odwzorowania sg ciagle. W
przypadku gdy k =1, A, B, C -sa to liczby rzeczywiste, za$ warto$¢ L jest ilo-
czynem skalarnym wektoréw o wspoélrzednych (x,y, z) oraz (4, B, C). Zacznij-
my od najprostszego przyktadu: Dla funkcji dwu zmiennych o wartoséciach w R,
mamy wektor (A, B) wyznaczajacy takie odwzorowanie L. Powiemy wéwczas,
ze wektor przyrostu zmiennej niezaleznej (czyli argumentu) ma wspdlrzedne
(h, k), zas ten wektor zmierza do zera, gdy do zera dazy jego euklidesowa nor-
ma, czyli gdy ||(h, k)| = Vh2 + k% — 0.

Definicja (wariant uproszczony) Funkcja f(z,y) okreslona w otoczeniu
punktu Py = (zg,yo) jest w tym punkcie rézniczkowalna, gdy istnieja stale
A, B € R takie, ze

lim f(:L‘() +h,yo + k) - f((l?(), y(J) — Ah — Bk _
(h,k)—(0,0) \/W

Zapisujac ten utamek jako «(h, k) mozemy te definicje zapisaé¢ w réwnowaz-
nej postaci, gdzie Af := f(xg + h,yo + k) — f(x0,y0), zaé AP := (h, k) € R%:

f jest rézniczkowalna w punkcie Py gdy stnieje odwzorowanie liniowe L :
R? — R oraz funkcja o okreélona w otoczeniu zera taka, ze

Af = f(P+AP)—f(Py) = L(AP)+a(AP)||AP||, gdzie lim «a(AP)=0.
AP—0

0.




Takie odwzorowanie liniowe L nazywamy rézniczka (lub rézniczka zupelna)
odwzorowania f w punkcie Py i oznaczamy je symbolem dp, f.

Wyrazenie typu a(AP)-||AP|, w ktérym a(AP) zmierza do zera nazywamy
wyrazeniem typu o-male od normy wektora AP, zapisujac je jako o(||AP])
przy AP — 0. Rézniczkowalnosé oznacza wiec istnienie takiego odwzorowania
liniowego L, ktére przybliza przyrost catkowity f z doktadnoscia do o-malego
od normy przyrostu argumentu.

Mozemy okresli¢ teraz, jak wyliczy¢ wspoétezynniki A, B macierzy tego od-
wzorowania: Jesli weZzmiemy tylko przyrosty w kierunku osi OX, czyli gdy
AP = (h,0), to ||(h,0]] = |h| i warunek rézniczkowalnosci implikuje zmierzanie
do zera modultu ulamka «(h, k) réwnego

f(xo+ h,y0) — f(w0,%0) — Ah’ _ | S0+ h,yo) = (o, yo)
] h

Oznacza to dokladnie, ze A = limy_q f(x°+h’y°,1_f(m"’y°), czyli A = %(Po).
Podobnie, zmierzajac do zera w kierunku OY, czyli dla (h, k) = (0,k),k — 0
wnioskujemy, ze musi byé B = %(PO)' WykazaliSmy wiec, ze z rézniczkowal-
nosci wynika istnienie pochodnych czastkowych i rézniczka jest iloczynem ska-
larnym przez gradient, czyli przez wektor pochodnych czastkowych. Definicje
rézniczkowalno$ci mozna teraz bez trudu uogélni¢ na przypadek odwzorowan
wielu zmiennych, o wartociach wektorowych w R¥.

Definicja Méwimy, ze odwzorowanie F' : D C R? — RF jest rézniczkowalne
w punkcie x, jezeli jego dziedzina, D jest otoczeniem punktu x w R¢ oraz
istnieje takie odwzorowanie liniowe L : R4 — R*, 7e
_NF(x+h) - F(x) - L) _

1
P 7]

— Al

0. (4)

Wéwezas odwzorowanie L nazywamy rozniczka zupelna F' w punkcie x, ozna-
czajac L = dy F.

Przyrostowi argumentu o wektor h odpowiada przyrost wartosci F' o wektor
AF := F(x + h) — F(x). Rézniczkowalno$é oznacza, ze ten przyrost mozna
»z dokladnoscia do o(||h||) przy h — 0” przyblizy¢ przez warto$é pewnego
liniowego odwzorowania na wektorze h. To sformutowanie oznacza, ze pozostata
w wyniku tego przyblizenia reszta: r(h) := AF — L(h) (blad przyblizenia)
podzielona przez ||h|| nadal zmierza do zera.

Nastepujace (réwnowazne) sformutowanie powyzszej definicji bedzie zwlasz-
cza przydatne przy badaniu rézniczki ztozenia:

Odwzorowanie F' jest rozniczkowalne w punkcie x nalezacum do wnetrza
dziedziny D, jedli istnieja: takie odwzorowanie liniowe L : RY — RF, oraz
odwzorowanie « : (otoczenie zera w RY) — RF ze

F(x+h) = F(x)+ L(h) + |h||a(h), gdzie %12%) lla(h)| = 0. (5)

Oczywiscie, gdy zaréwno iloraz, jak i jego mianownik (tu |hl|) zmierzaja
do zera, to licznik tez musi zmierzaé¢ do zera. Ale odwzorowania liniowe na
R? sq zawsze ciagte, wiec L(h) — 0, co implikuje zmierzanie do zera samego
przyrostu: AF, gdy h — 0 (=ciagglosé¢ F).

Whniosek. W punktach, w ktérych funkcja jest rozniczkowalna, jest ona
rowniez ciggla.

7 wczesniejszych przykladow widzieliSmy, ze istnienie wszystkich pochod-
nych czastkowych nie gwarantuje ciaglodci, nie gwarantuje tez w takim razie
rozniczkowalnosci. Tak jest zreszta nawet dla f réwnej 0 w poczatku ukladu
i roéwnej ﬁ w pozostalych punktach, chociaz w tym przypadku zaréwno
istnieja pochodne czastkowe, jak i f jest ciagla. Prosze sprawdzi¢, z jakiego
powodu nie jest ona rézniczkowalna.

Przyktad 1. Odwzorowanie liniowe L : R — RF jest rézniczkowalne i w
kazdym punkcie x € R? jego rézniczka jest réwna L. Wynika to z réwnosci
L(x +h) — L(x) = L(h), wiec licznik jest tu stale réwny zero.



