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WSTEP

Estymacja funkcji gestosci rozktadu zmiennej losowej jest jednym z gléwnych
zagadnien z zakresu stosowania metod statystycznych. Tradycyjne metody estymacji
polegaja na zatozeniu z gory ustalonego typu rozkladu zmiennej losowej, a nastgpnie
okresleniu parametréw definiujacych ten rozktad. Z tego tez powodu ogdlnie nazywa sig je
metodami parametrycznymi. Istnieje bogata literatura przedmiotowa opisujaca algorytmy
pomocne przy ich stosowaniu, jednak w obecnych czasach mozliwosci ich uzycia do
modelowania systemow rzeczywistych staja si¢ coraz bardziej niewystarczajace. Gtéwnym
powodem takiego stanu jest wilasnie konieczno$¢ ograniczenia si¢ w praktyce do
kilkunastu dostgpnych typoéw rozktadéw. Sytuacja ta staje si¢ jeszcze bardziej zlozona

w przypadku rozwazania wielowymiarowych zmiennych losowych.

Wymienionej powyzej wady nie posiadaja metody nieparametryczne, takie jak np.
najprostsze histogramy czy, bedace tematem niniejszej pracy, estymatory jqdrowe.
W metodach tych nie okresla si¢ z gory typu rozktadu charakteryzujacego badane zmienne.
Doboru funkcji opisujacych rozktad i1 ich wspdiczynnikow dokonuje si¢ stosujac
odpowiednie kryteria optymalizacyjne. Kolejnym przyczyna coraz czg¢stszego si¢gania po
metody nieparametryczne jest gwaltowny wzrost mocy obliczeniowej wspolczesnych
komputeréw, umozliwiajacy rozwiazywanie w coraz krotszym czasie coraz bardziej

ztozonych problemow.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zarysu wiedzy na temat estymatoréw
jadrowych, wykonanie programu pozwalajacego, przy ich pomocy, na identyfikacjg
rozktadu jedno- lub wielowymiarowej zmiennej losowej, a takze uzycie tego programu do

okreslenia rozktadu kilku konkretnych systeméw rzeczywistych.

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 4



Wstep

W rozdziale pierwszym opisane zostaty estymatory jadrowe, wraz z procedurami
doboru typu jadra i1 parametru wygladzania. Ponadto rozdzial ten zawiera metody
poprawiajace jako$¢ estymacji jadrowej: transformacj¢ liniowa, modyfikacj¢ parametru
wygtadzania oraz ograniczenie nos$nika.

Rozdziat drugi stanowi opis programu KDEstim, napisanego w ramach niniejszej

pracy. Program ten postuzyl autorom do obliczen estymatoréw jadrowych i wizualizacji

otrzymanych wynikow.

Rozdziat trzeci charakteryzuje systemy rzeczywiste, wybrane do prezentacji
mozliwo$ci estymatorow jadrowych. Rozdzial ten zawiera rowniez graficzng reprezentacj¢

wynikow estymacji oraz ich analizg.
Podsumowanie pracy znajduje si¢ w rozdziale czwartym.

Rysunki zawarte w pracy zostalty wykonane w programach statystycznych R 2.2.1,

SigmaPlot 9.0, Statistica oraz, w napisanym przez autorow, programie KDEstim.

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 5



Rozdziat 1. PRELIMINARIA MATEMATYCZNE

Ponizszy rozdzial w zwigzly sposob przedstawia podstawowe wiadomosci
z zakresu statystyki oraz teorii estymacji. W kolejnych podrozdziatach zdefiniowano
estymatory jadrowe, metody doboru postaci jadra oraz algorytmy wyznaczania parametru
wygtadzania. Wiadomosci te stanowia podstawe pomocna w implementacji programu
KDEstim. Niniejszy rozdziat zostal opracowany na bazie dostgpnej literatury
przedmiotowej [7], [8], [9], [11], [12].

1.1. Podstawowe pojecia statystyki

Podstawowym narzgdziem badawczym nauk przyrodniczych, a czgsciowo nauk
technicznych 1 spotecznych jest eksperyment. Celem eksperymentu jest ustalenie prawa
opisujacego przebieg badanego zjawiska. Ze wzgledu na odpowiedz badanego obiektu

mozna wyr6ézni¢ dwa rodzaje eksperymentu:

- eksperyment o odpowiedzi zdeterminowanej — w ktérym dla tej samej wartosci

wejsciowej X odpowiada zawsze ta sama (z zadana doktadnoscia) reakcja ¥;

- eksperyment o odpowiedzi niezdeterminowanej — przy powtorzeniach eksperymentu,

tej samej wartosci X opowiadaja rdzne wartosci Y.

W drugiej grupie eksperymentow wyrdznia si¢ eksperymenty, charakteryzujace sig
tym, ze wraz ze wzrostem liczby powtérzen eksperymentu, czgsto$¢ pojawiania si¢ danej

odpowiedzi stabilizuje si¢. Sa to eksperymenty losowe.

W modelu matematycznym opisujacym eksperyment losowy, zbiorowi wszystkich
mozliwych wynikéw doswiadczenia odpowiada przestrzen zdarzen elementarnych,

oznaczana symbolem Q. Elementy @ € Q2 nazywa si¢ zdarzeniami elementarnymi.

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 6



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q, z géry wyrdznione

przez obserwatora. Zbidr zdarzen £ musi spetniac¢ nastgpujace postulaty:

l.geX; (1.1)
2.jesli AeX tod'eX; (1.2)
3.jesli 4,,4,,..eZto| 4, eX. (1.3)

n=l1
Rodzing X spetniajaca powyzsze wtasnosci nazywa sig a-ciatem lub o-algebrq zbiorow.
Zmiennq losowq nazywamy funkcj¢ X, okreslona na przestrzeni zdarzen

elementarnych Q, o warto$ciach rzeczywistych, taka, ze dla kazdego ¢ € IR" zbior

{weQ: X(0)<t} (1.4)
jest zdarzeniem (czyli nalezy do X ). Dla n = 1 mamy do czynienia z rzeczywistq zmienng

losowq, w przeciwnym wypadku z n-wymiarowq zmienng losowq.

Dla dowolnego A€X mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A
oznaczane przez P(4). Prawdopodobienstwo, stanowiace wartos¢ miary probabilistycznej,

musi spetnia¢ nastgpujace aksjomaty:
1. P(@)=0; (1.5)

2. 0<P(A4) <1 dlakazdego A€X; (1.6)

3. P(U AHJ = ZP(AH), dla dowolnego ciagu parami rozlacznych zdarzen 4,,
n=1

n=1

A, ..y An. (1.7)

Trojka (Q, Z, P) nazywana jest przestrzeniq probabilistyczng.

1.1.1. Charakterystyki liczbowe rozktadu zmiennej losowej

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X to liczba E(X) okreslona wzorem:

E(X) = [ X(0)dP(o) (1.8)

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 7



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

Wariancjq zmiennej losowej X o wartosci oczekiwanej E(X) nazywa si¢ liczbe
V(X), rowna:

V(X) = [(X(w)- E(X)) dP(w)= E(X - E(X)) . (1.9)

Wariancja jest miarg rozrzutu. Jej wada jest to, ze jej wymiar jest kwadratem wymiaru
zmiennej losowej X. Aby pozby¢ sig¢ tej niedogodnosci definiuje si¢ odchylenie

standardowe o(X) jako

o(x)=Vr. (1.10)

Kowariancja zmiennej losowej X to macierz Cov(X ) o wymiarach nxn,

o wyrazach:

¢, (X) = [ (X, (@)~ E(x,))X (@)~ E(x, JdP(e)=

(1.11)
= £[(x, - E(x))x, - E(x )]
Na gtownej przekatnej tej macierzy znajduja si¢ wyrazy
c;(X)=E[(X, - E(X))X, - E(X)))]= E(X, - E(X,)} =V (X). (1.12)
1.1.2. Charakterystyki funkcyjne rozktadu zmiennej losowej
Funkcje F:IR" —[0,1], ktorej warto$¢ okresla wzor
Fu)=PloeQ: X, (0)<u,.., X, (0)<u,}), (1.13)

nazywa si¢ dystrybuantq zmiennej losowej X. Dystrybuanta okresla prawdopodobienstwo

przyjecia przez zmienna losowa wartosci mniejszej niz u = [uy, ua, ..., Uy].

Zmienna losowa X jest absolutnie ciggta, jezeli istnieje nieujemna funkcja f,
okreslona 1 speiniajaca warunek I f(x)dx =1, taka, ze dla kazdego przedziatu /x,,x,/

—00

zachodzi:
Pl v, < X(0) < x, )= [ £(x)d. (1.14)

Funkcja fjest nazywana gestosciq rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej

X. Jej interpretacj¢ graficzng dla zmiennej jednowymiarowej przedstawia rysunek 1.1

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 8



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

(zgodnie ze wzorem (1.14) calka I f (x)dx okresla prawdopodobienstwo, ze zmienna

losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu /[x,,x,/). Wyznaczanie ggstosci rozkladu
prawdopodobienstwa jest jednym z gtownych zagadnien niniejszej pracy.

A fv)

X

j F(x)dx

X

X7 X2 X

Rysunek 1.1. Gesto$¢ prawdopodobienstwa rozkladu normalnego

Modyfikujac dana gestos¢ f w skonczonej liczbie punktéw, otrzymamy nowa
funkcje fi, ktora rowniez spetnia rownos$¢ (1.14). Zatem gesto$S¢ nie jest okreslona
jednoznacznie. Zalezno$¢ pomiedzy dystrybuanta a gestoscia prawdopodobienstwa jest
naste¢pujaca:

OF (x)

f(X)=7 (1.15)

1.2. Estymacja

Z punktu widzenia statystyki matematycznej otrzymane w wyniku eksperymentu
wartosci okreslonych parametréw rozktadu sa jedynie estymatorami parametrow zmiennej
losowej w populacji generalnej. Estymacjq nazywa si¢ dziat statystyki zajmujacy si¢
wyznaczaniem parametrow populacji generalnej za posrednictwem wartosci tych
parametrow, ktore zostaly wyznaczone w populacji probnej. Warto$ci parametréw
rozkladu w populacji generalnej nazywa si¢ wartosciami prawdziwymi, natomiast ich

przyblizenia otrzymywane z probki reprezentatywnej sa estymatorami.

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 9



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

1.2.1. Wiasnosci estymatorow

Dla danego parametru ¢ mozna utworzy¢ wiele estymatorow ¢, (x,,x,,...,x,), lecz

dla uzyskania estymatora o wymaganych wtasnos$ciach, pozadane jest, aby mial on pewne,
z goOry narzucone, cechy. Zrozumiate jest to, ze nalezy wymagaé, aby ze wzrostem

liczebnos$ci probki wzrastata dokladno$¢ oszacowania parametru ¢. Wymaganie to

prowadzi do spetnienia dla kazdej liczby ¢ >0 warunku:
lim P(p, — ¢|> £)=0. (1.16)

Warunek ten oznacza, ze dla dostatecznie duzych liczno$ci proby estymator przyjmuje

z dowolnie duzym prawdopodobienstwem warto$ci bliskie estymowanemu parametrowi
@ . Estymator ¢, (x,,x,,...,x,) spetniajacy powyzsze rOwnanie nosi nazwe estymatora

zgodnego.

Obciqzenie B, (@) estymatora to rdznica

B (p)=E(p,)—9. (1.17)

Gdy warto$¢ oczekiwana estymatora jest rOwna warto$ci rzeczywistej parametru ¢,

wowczas obciazenie jest rowne zeru a estymator nazywa si¢ nieobciqzonym.
W przeciwnym razie estymator jest obcigzony. Obciazenie estymatora okresla wokot jakiej
wielkosci ,,0scylowa¢” beda uzyskiwane warto$ci estymatora. W praktyce pozadane jest
rowniez, by wielko§¢ owych oscylacji (okreslana przez wariancj¢) dazyta do zera, gdy

licznos$¢ proby dazy do nieskonczonosci, czyli by prawdziwa byta zalezno$¢:

limV(p,)=0. (1.18)

Estymator asymptotycznie nieobcigzony to estymator, spetniajacy warunek:
limE(p,)=o. (1.19)

Dla danego parametru ¢ moze istnie¢ wigcej niz jeden estymator nieobciazony.

Jezeli zatem ¢, i ¢, sa dwoma estymatorami nieobciaZonymi parametru ¢,

ok
n

o wariancjach V(gb: ) oraz V(gb ) spetiajacych nier6wnos$é:

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 10



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

Vi, )<v(a)). (1.20)
czyli, ze skupienie wartoéci estymatora @ wokot ¢ jest wigksze niz skupienie wartosci

(/3:* , to moéwimy, ze (Z): jest estymatorem efektywniejszym parametru ¢ niz estymator (ﬁ;* )

Wobec powyzszego, estymator nieobciazony @, (x,,x,,...,x,) parametru ¢, ktory
ma najmniejsza wariancj¢ sposrdd wszystkich nieobcigzonych estymatorow danego
parametru ¢, wyznaczonych z prob n-elementowych, nosi nazweg estymatora

najefektywniejszego.

1.2.2. Estymacja parametryczna i nieparametryczna

Klasyczne metody estymacji polegaja na wyborze jednego z kilkunastu typowych
rozkltadow prawdopodobienstwa, a nastgpnie dobraniu wiasciwych parametrow
dopasowujacych ten rozktad do badanych danych. Najpopularniejsze z tych rozktadow to
normalny, jednostajny, trojkatny, beta, gamma, wyktadniczy, Weibulla, ¢-Studenta, y’
(chi kwadrat), Poissona. Obecnie jednak, wraz z rozwojem techniki, wybdr sposrod tych
rozkladow staje si¢ coraz bardziej niewystarczajacy. W zwiazku z tym rozpoczely sig
poszukiwania nowych, doskonalszych metod, ktére nie bylyby obciazone przymusem
arbitralnego wyboru konkretnego typu rozktadu — tzw. metod nieparametrycznych. Rozwoj
tych metod staje si¢ coraz bardziej dynamiczny w zwiazku z ciaglym wzrostem mocy

obliczeniowej wspodtczesnych komputerow.

Najprostsza nieparametryczng metoda estymacji jest histogram. Polega ona
podziale zbioru, w ktorym zawieraja si¢ wszystkie proby losowe xj, X7, ... Xxpm, na
przedziaty Hy o jednakowej szerokos$ci 4. Dla kazdego przedziatu definiuje si¢ histogram

jako funkcje réwna liczbie tych wartosci proby losowej, ktore naleza do tego przedziatu

(oznaczanej jako #{xi eH k}) podzielonej przez mh (normalizacja):

{xi EHk}
mh

f (x)= # dla kazdego k catkowitego. (1.21)

Zasadnicze znaczenie dla wiasciwosci histogramu ma wybdr szeroko$ci przedziatow 4.
Zbyt duza jej warto$¢ powoduje ukrycie charakterystycznych cech rozktadu, z kolei zbyt
mala jej warto$¢ daje wiele nieistniejacych maksiméw i minimow lokalnych. Rysunek 1.2
przedstawia trzy histogramy (nieznormalizowane) dla tej samej zmiennej losowe;,

charakteryzujacej si¢ dwoma maksimami (modami). Histogramy te roznia si¢ jedynie

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 11



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

szerokos$cia przedziatu 4. Jak wida¢ na podstawie tego przyktadu, histogram jest bardzo
wrazliwy na warto$¢ tego parametru. Podobnie silng wrazliwo$¢ wykazuja histogramy

wzgledem ,,punktu zaczepienia” (polozenia poczatku pierwszego z przedziatow).

16 25

20

a) 7,4 7,6 7.8 8,0 8,2 8,4 8,6 8,8 9,0 b) 7.4 7,6 7.8 8,0 8,2 84 8,6 88 9,0

20

0 T T T T T T
C) 7.4 76 7.8 8,0 8,2 8,4 8,6 8,8 9,0

Rysunek 1.2. Wplyw doboru szerokoS$ci przedzialéw /4 na wlasnoS$ci histogramu: a) zbyt mala,
b) zbyt duza, c) optymalna wartos¢

Kolejna wada histogramu jest jego nieciagtos¢ oraz fakt, ze jego pochodna jest
réwna zero we wszystkich punktach (z wyjatkiem punktu styku przedzialow, gdzie

w ogole nie istnieje), co bardzo utrudnia jego analizg.

Na korzys¢ histogramu przemawia jedynie jego prostota oraz tatwo$¢ interpretacji
— z tego powodu jest do$¢ skutecznym narzedziem wizualizujacym, szczegdlnie

polecanym w poczatkowej fazie analizy.

Sposrdd innych metod nieparametrycznych wyr6zni¢ mozna estymatory
najblizszego sqsiedztwa, estymator Fouriera, metod¢ funkcji sklejanych (tzw. splinow).
Jednak obecnie podstawowa metoda nieparametryczna sa estymatory jqdrowe. Cechuje je
naturalno$¢ konstrukcji, tatwos¢ interpretacji 1 analizy matematycznej. Poniewaz
estymatory te sa tematem niniejszej pracy, zostaty one szczegdtowo opisane w osobnym
rozdziale (1.3).

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 12



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

1.2.3. Ocena jakosci estymatora

Jedna z najczesciej stosowanych metod oceny jako$ci estymatordw jest kryterium

bledu sredniokwadratowego - MSE (ang. Mean Square Error). Jezeli dla rzeczywistego

parametru b wyznaczony zostat jego estymator b, wowczas warto$cia tego kryterium jest

warto$¢ oczekiwana kwadratu btedu estymacji:
A 2
MSEzE((b—b) ) (1.22)

Po przeksztalceniach mozna otrzymac¢ wzdr, okreslajacy btad sredniokwadratowy

jako sumg kwadratu obciazenia estymatora bi jego wariancji:

MSE = [EG)-b| +V (). (1.23)

Z punktu widzenia niniejszej pracy interesujacy jest przypadek jako$ci estymacji
funkcji gestosci prawdopodobienstwa f n-wymiarowej zmiennej losowej. Wowczas wyzej

wymienione kryterium moze by¢ stosowane przy ustalonej wartosci x:
MSE = E((f(x) — f(x))zj dla dowolnego x € IR”", (1.24)
badz rownowaznie:
A 2 A
MSE = [E(f(x))— f(x)] + V(f(x)) dla dowolnego x € IR". (1.25)

Kryterium biedu sredniokwadratowego okresla, jaki btad popelniany jest podczas
estymacji tylko dla jednego, danego x. W celu okreslenia catkowitej jakosci estymacji
definiuje si¢ globalny wskaznik MISE (Mean Integrated Square Error) — tzw. kryterium
scatkowanego bledu Sredniokwadratowego, bedacy catka wartosci MSE na calej

przestrzeni IR":
A 2
MISE = | E((f(x)— 7) jdx, (1.26)
e
badz rownowaznie:

MISE = jn[[E(f(x))— ol + V(jf(x))}dx. (1.27)

Do okreslenia jako$ci estymacji ggstosci prawdopodobienstwa f*dogodniejsza jest

druga posta¢ tego kryterium.

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 13



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

1.3. Estymatory jadrowe

W celu zdefiniowania estymatora jadrowego, zaklada si¢ dana n-wymiarowa
zmienng losowa X o funkcji gestosci rozktadu f. Wowczas wynikiem m niezaleznych

eksperymentoéw, jest m-elementowa proba losowa xj, X, ... , X, na podstawie ktorej
wyznaczy¢ mozna estymator f :IR" —[0,00) funkcji ggstosci rozktadu f'zmiennej losowe;j

X.

Estymator jadrowy definiowany jest wzorem:

~ 1 & X— X,
X) = K :
S(x) - Z ( P ) (1.28)

i=1

gdzie:
melIN\ {0} to licznos$¢ proby losowe;,
h>0 nazywany jest parametrem wygladzania.

K :IR" —[0,0) to funkcja symetryczna wzglgdem zera i posiadajaca w tym punkcie

stabe maksimum, a wigc spelniajaca ponizsze warunki:

1. j K(x)dx =1 (1.29)
2. K(x) = K( —x) dlakazdego x € IR" (1.30)
3. K(0) = K(x). (1.31)

Odwzorowanie K jest nazywane jgdrem (ang. kernel) jako analogia do jadra

operatora calkowego. Najczesciej stosowane typy jader przedstawia tabela 1.1.

Rysunek 1.3 ilustruje definicj¢ estymatora jadrowego dla jednowymiarowe;j
zmiennej losowej. Dla pojedynczego eksperymentu x;, estymatorem rozkladu zmiennej
losowej X jest funkcja K przesunigta o wektor x; oraz przeskalowana za pomoca
wspotczynnika h. W przypadku m wynikow niezaleznych eksperymentow xi, xa, ..., Xm

staje si¢ on suma pojedynczych oszacowan. Jednak, aby otrzymana funkcja spetniata

warunek J- f(x)dx=1, stawiany mierze probabilistycznej, przed ta suma znajduje sig¢
IR)‘I

. Lo
wspotezynnik 5.
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f(x) A
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| |
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Rysunek 1.3. Interpretacja graficzna jednowymiarowego jadrowego estymatora gestosci
prawdopodobienstwa /m = 5/

!
6 X

Estymator jadrowy pozwala wyznaczy¢ gestos¢ bez konieczno$ci ograniczenia sig
do arbitralnie zatozonego rozktadu. Z tego powodu estymatory te warto stosowac
w przypadku niestandardowych rozktadow gestosci, dla ktorych metody parametryczne sa
nieskuteczne, np. w przypadkach rozktadéow wielomodalnych. Dzigki niezaleznosci od
konkretnego typu rozktadu mozliwe jest okreslenie, wielu wlasciwosci funkcji £, takich jak
potozenie modow, symetria, czy zachowanie rozktadu dla skrajnych warto$ci zmiennej

losowe;.

Wyniki otrzymywane przy pomocy estymatoréw jadrowych daja mozliwo$¢ tatwej
interpretacji, szczegolnie jesli chodzi o warto$¢ modalne. Zazwyczaj, w przypadku analizy
rzeczywistych systeméw technicznych, ekonomicznych, czy socjologicznych, mody
stanowia informacj¢ o réznych aspektach rozwazanego problemu. Wyodrgbnienie ich
umozliwia lepsze poznanie badanego obiektu, znalezienie nowych czynnikow majacych

wplyw na jego zachowanie, diagnozg czy detekcj¢ uszkodzen.

Kluczowa kwestia w stosowaniu estymatorow jadrowych jest wtasciwa odpowiedz
na pytanie: jak dobra¢ posta¢ jadra oraz warto$¢ parametru 4, tak by estymator jadrowy
najlepiej oddawal charakter badanej populacji? Jest to problem optymalizacji, ktory mozna
rozwiaza¢ na podstawie kryterium scatkowanego bledu sredniokwadratowego (opisanego
w poprzednim rozdziale). Zagadnieniem wyboru typu jadra oraz warto$ci parametru

wygtadzania poswigcono kolejne dwa podrozdzialy niniejszej pracy.

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 15



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

Tabela 1.1. NajczeSciej stosowane typy jader

Typ jadra Radialna postac jadra K(x) Wykres (dlan = 1)
1 Kok
T dla [|x]| =1
Jednostajne n
0 dia x| > | 5
n(n+1
(k Yi-ixl)  dia s
Tréjkatne n
0 dla ||| > >
n+2 2
Epanecznikowa 2k (1_||x|| ) dla ||x|]| =1
(kwadratowe)
X
0 dia [|x|| > 4
K(x)
+2 +4
= B Y
Dwuwagowe
0 dia [|x|| > >
K(x)
Normalne (27z) 4 3l
5
K(x)
Gamma L =11
k,I'(n) )
Oznaczenia:

* Kk, - objetoS¢ n-wymiarowej kuli jednostkowej zadanej rownaniami:

(22)

dla n parzystych
k = 24717’1 pareysty
M dlannieparzystych
1-3-...on

» [ -funkcja Eulera I': C — C opisana wzorem I'(z) = J'e‘xxz‘ldx;
0
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1.4. Dobor postaci jadra

Podczas doboru postaci jadra, jak rowniez doboru parametru wygtadzania h,
korzysta si¢ z kryterium minimalizacji scatkowanego btedu $redniokwadratowego MISE,
opisanego w rozdziale 1.2.3. Do okreslenia wartosci MISE czyni si¢ wowczas ponizsze

zatozenia:
e gestos¢ fma ciagla druga pochodna i jest ona catkowalna z kwadratem,

e funkcja K spelnia warunek:

J-sz(x)dx <00,

—0

Dodatkowo dogodnie jest zdefiniowa¢ nastgpujace zaleznosci:

UK)= [’ K(x)dx (1.32)
W(K)= [K(x) dx (1.33)
Z(f) = [[v* (o) dx (1.34)
gdzie:
2 R aAC))
Vf(x)—;—axf . (1.35)

Woéwezas konieczna do obliczenia MISE warto$¢ obciazenia wynosi:

E( jf(x))— f(x)= %th(K)VZ £(x)+o(n?) (1.36)
za$ wartos¢ wariancji jest rOwna:
- 1 1
P(7()=—- W(K)f(X)+0( j (1.37)
mh mh
W powyzszych wzorach funkcja o(h?) spetnia warunek:
. o(h?) B
%gr(} e =0, (1.38)
natomiast o(ﬁ):
1
limM:O. (1.39)
h—0 1

mh"
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Analizujac powyzsze rOwnania, mozna stwierdzi¢, ze aby obcigzenie estymatora
dazylo do zera wraz ze wzrostem licznosci proby losowej, parametr wygtadzania 4 nalezy

dobiera¢ tak by spetniat warunek

limh =0, (1.40)

m—0
natomiast, aby wariancja estymatora zmierzata do zera — parametr wygtadzania powinien
by¢ dobierany tak, by zachodzila zalezno$¢:

) 1
lim
Mm—>00 mhn

=0. (1.41)

Spelnienie powyzszych warunkéw w dowolnym punkcie x zapewnia, Ze estymator
jadrowy jest asymptotycznie nieobciazony i jego wariancja maleje do zera wraz ze

wzrostem liczno$ci proby losowej. Wobec tego wartos¢ MSE, maleje wowczas do zera.

Scatkowany btad sredniokwadratowy MISE po podstawieniu wzoréw (1.36) oraz

(1.37) wynosi

1

MISE = Zh“U(K)zZ( )+ !

. W(K)+0(h4)+o(mlhnj. (1.42)

m n

Po uwzglednieniu warunkow (1.38), (1.39), (1.40) oraz (1.41) otrzymuje si¢:

MISE = lh“U(KfZ( f) +LW(K) . (1.43)
4 mh

Z powyzszego roéwnania wynika, ze zmniejszanie parametru wygtadzania 4 w celu
zmniejszenia pierwszego sktadnika sumy (obciazenia) powoduje zwigkszenie drugiego
(wariancji), natomiast odwrotnie jest w przypadku zwigkszania parametru 4. Konieczne
jest wigc znalezienie kompromisu pomigdzy wariancja a obciazeniem, tak aby
zminimalizowa¢ warto$¢ scatkowanego biedu $redniokwadratowego MISE. Minimum to

wystepuje dla

h0:n+4#(1<), (144)
VUK Z(f)m

a jego wartos$¢ jest rowna

MISE = d(n)ﬁd U)W EY 2() (1.45)
m

gdzie nieistotna z punktu widzenia niniejszych rozwazan stata d(n) wynosi:

4+n
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Wzor (1.45) jest pomocny przy wyborze jadra. Funkcjonat sredniokwadratowy jest

proporcjonalny do wyrazenia ”*{‘/ U(K)*"W(K)* , ktére jest najmniejsze w przypadku jadra
Epanecznikowa. Dla innych jader wyrazenie to przyjmuje warto$¢ niewiele wigksza, ze
wzgledu na wplyw pierwiastka stopnia (n+4). W przypadku jader, ktére przedstawia
tabela 1.1, zmniejszenie efektywnos$ci innych jader w stosunku do jadra Epanecznikowa,

dlan =1, wynosiod 1 do 7 %.

Dla przypadkéw wielowymiarowych problem wyboru postaci jadra rozszerza sig,
poprzez mozliwos¢ stosowania dwoch postaci kazdego z jader: jadra radialnego badz

produktowego.

Jadro radialne definiuje si¢ w praktyce nastgpujaco:

K" (x) = c”Kl(M), (1.47)

n

gdzie K' oznacza jadro jednowymiarowe, natomiast ¢” stala tak dobrana, aby jadro K"

spetniato warunek (1.29). vx'x to norma euklidesowa czyli dtugos¢ odcinka w n-

wymiarowej przestrzeni:

\/xsz\/x12+x22+...+xi :||x|| (1.48)

Wzory najczesciej stosowanych typow jader radialnych przedstawia tabela 1.1.

Warto$¢ jadra radialnego jest stata na kazdym okrggu o srodku w punkcie zero —

jest to tzw. symetria radialna.

Jadro produktowe opisane jest wzorem:

K'@=K"|| | |=K'(x)-K'(5,) o K (,). (1.49)

Warto$¢ n-wymiarowego jadra K" jest w tym przypadku iloczynem (produktem)
jednowymiarowych jader K dla kazdej ze wspoirzednych.

Z kryterium scatkowanego btedu kwadratowego wynika, ze zarowno wsrod jader
radialnych 1 produktowych najefektywniejsze jest jadro Epanecznikowa. Dodatkowo
poréwnujac parami jadra typu radialnego 1 produktowego, mozna zaobserwowac
w kazdym przypadku wigksza efektywnos$¢ jader radialnych. Ponadto, réznica ta zwigksza

si¢ w miar¢ wzrostu wymiaru zmiennej losowej. Za stosowaniem jader produktowych
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przemawia z kolei fatwo$¢ implementacji — catkowanie i rdzniczkowanie tych jader jest

zblizone do przypadku jednowymiarowego.

Podsumowujac, z powodu niewielkiej roznicy efektywnosci poszczegolnych jader,
bardzo czesto przy wyborze typu jadra mozna kierowaé si¢ innymi wilasnosciami
estymatora takimi jak: klasa regularnosci, ograniczono$¢ nosnika czy prostota
obliczeniowa. W zwiazku z tym w niniejszej pracy zdecydowano si¢ na stosowanie
radialnego jadra normalnego. Wybor tego jadra podyktowany byt jego duza efektywnoscia

1 tatwoscia implementacji.

1.5. Wyznaczanie parametru wygtadzania

Jako$¢ estymacji jadrowej w najwigkszym stopniu zalezy od warto$ci parametru

wygtadzania h. Wptyw ten ilustruje rysunek 1.4.

/

/|

.
il

.
b

y
a) o b}

o
u2/~—/
78 75

C) &

Rysunek 1.4. Wplyw parametru wygladzania 4 na estymator jadrowy: a) zbyt mala wartos¢,
b) zbyt duza wartos¢, ¢) optymalna warto$¢ parametru wygladzania

Na rysunku tym przedstawiono estymatory jadrowe zmiennej losowej (rozktad tej samej
zmiennej zostal przedstawiony na histogramach - rysunek 1.2) rézniace si¢ parametrem 4.
Gdy parametr wygladzania jest za maty (rysunek 1.4a), pojawia si¢ wiele ekstremow
lokalnych (w skrajnym przypadku moze ich by¢ m — dla kazdego elementu proby), co jest
sprzeczne z rzeczywistymi wlasciwosciami realnych populacji. W przypadku, gdy

parametr s przyjmuje zbyt duze wartosci (rysunek 1.4b), estymator jadrowy cechuje si¢
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nadmiernym wygtadzeniem. Obie sytuacje uniemozliwiaja wyciaganie prawidlowych
wnioskOw na temat badanego przy pomocy estymatora jadrowego rozktadu zmiennej

losowe;.

Powyzsze rozwazania stanowia pewna analogi¢ do zagadnien doboru szerokosci 4
przedzialow dla histogramu. O ile jednak w jego przypadku brak jest skutecznych metod
doboru wartos$ci 4, o tyle dla parametru wygladzania estymatora jadrowego istnieje wiele
takich metod. Niniejszy rozdzial przedstawia trzy najbardziej popularne: metodg

przyblizona, podstawien oraz krzyzowego uwiarygodniania.

1.5.1. Metoda przyblizona

W metodzie tej wykorzystuje si¢ rownanie (1.44), ktére okre§la na podstawie
kryterium MISE optymalna warto$¢ parametru wygtadzania. Jak tatwo zauwazy¢, jego
warto$¢ zalezna jest od estymowanej, czyli nieznanej funkcji ggstosci f, poprzez wyrazenie
Z(f). Aby wyznaczy¢ przyblizona warto$¢ 4, mozna podstawi¢ warto$¢ funkcjonatu Z(f)
odpowiadajaca standardowemu rozktadowi normalnemu. Dla n-wymiarowej zmiennej

losowej przyjmuje on postac:

z()="01"2) (1.50)
4.2" 2

Obliczajac odpowiednie calki otrzymuje si¢ dla radialnego jadra normalnego:

wK) 1
U(K)2 2" i’ .

(1.51)

Po wstawieniu powyzszych zalezno$ci do rdwnania (1.44), otrzymuje si¢ gotowy

wz0r na przyblizony (suboptymalny) parametr wygladzania 4 dla jadra normalnego:

. 4 .
b= T6.. 1.52
‘ n”(n+2m o (1.52)

gdzie &, oznaczaja estymatory odchylenia standardowego poszczegdlnych wspotrzednych.

Metoda ta jest najszybsza z wszystkich przedstawionych, daje jednak tylko
przyblizona warto§¢ parametru wygladzania. Otrzymany wynik jest tym lepszy, im
bardziej badany rozktad jest zblizony do rozkladu normalnego. Ze wzglgedu na powyzsze
fakty, metoda ta ma znaczenie jedynie do wstgpnego oszacowania parametru wygtadzania,

np. w celu wykorzystania w innych, doktadniejszych, lecz bardziej ztozonych procedurach.
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1.5.2. Metoda podstawien

Metoda podstawien (ang. plug-in), polega na minimalizacji warto$ci kryterium
scatkowanego bledu $redniokwadratowego MISE. O ile jednak daje ona najlepsze wyniki,
to jej wykorzystanie jest ograniczone jedynie do rozktadow zmiennych losowych

jednowymiarowych.

Metoda plug-in wykorzystuje zaleznos$¢ (1.44). Tak jak w poprzedniej metodzie,
pojawia si¢ tu wigc problem z okresleniem wartosci funkcjonatu Z(f). Dla zmiennej

jednowymiarowej przyjmuje on postac:

Z(f)= [ (x)dx. (1.53)

Poniewaz w wyrazeniu tym wystgpuje druga pochodna funkcji ggstosci f,
w pierwszej fazie tej metody tworzony jest estymator jadrowy f''. W celu wyznaczenia
dla niego parametru wygtadzania, nalezy w nast¢gpnym etapie stworzy¢ estymator jadrowy

czwartej pochodnej f“. Po wykonaniu k takich krokow, aby wyznaczyé parametr

wygltadzania dla estymatora jadrowego funkcji /¥, nalezy skorzystaé z opisane;

powyzej metody przyblizone;.

Aby zmniejszy¢ niedokladnos¢ powodowana przez zastosowanie metody
przyblizonej, ilo$¢ krokdéw k nie powinna by¢ zbyt mata. Z drugiej jednak strony duza ilo§¢
krokéw wymaga estymacji pochodnych wysokich rzegdéw, co obarczone jest znacznym
btedem. Z praktycznego punktu widzenia ilo§¢ krokow k powinna by¢ nie mniejsza niz 2,
a najlepiej gdy k = 2. Dla ustalonego kroku k, metodg¢ ta nazywa si¢ metodq podstawien
k-tego rzedu.

W celu bezposredniego wykorzystania metody plug-in k-tego rzgdu, wprowadza sig

pomocniczy parametr & € {4,6, ..., 2k + 4}, dla ktorego stata ¢, € IR wynosi:

_ ¢!
T 05526y (1.54)

natomiast stata C, , € IR dla #>0 przyjmuje wartos¢:

__ 1 Spel X
céyh_WZZK (T’j (1.55)

i=1 j=1
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W powyzszych wzorach & oznacza estymator odchylenia standardowego (1.10),
K - jadro (2k + 2)-krotnie rézniczkowalne, natomiast x; oraz x; — i-ta 1 j-ta warto$¢ proby

losowe;.

W niniejszej pracy rozwazona zostanie metoda podstawien drugiego rzedu.

Postepowanie w przypadku wyzszych rzedow jest bardzo podobne.
W sytuacji, gdy k= 2 stata & wynosi 8. Wowczas wzor (1.54) przyjmuje postac:

105

= 1.56
RV NIES (1.56)

Po wyznaczeniu wartosci ¢; wykonuje si¢ kolejne dwa kroki (przyjmujac numeracjg

odwrotna od naturalnej). Najpierw wyznacza si¢ wartos¢:

_ARO Y
hy, = —28 0 : (1.57)
U(K)Cym
przy czym dla normalnego, najczesciej stosowanego, jadra K , zachodzi:
UKK)=1, (1.58)
~ 15
K©0) = — , 1.59
(0) Tin (1.59)
Nastepnie wyznacza si¢ warto$¢:
@ 7
h, = 2~K—(0) , (1.60)
U(K)C ), m
gdzie:
1?<4)(0):i, (1.61)
N2
a warto$¢ C, , oblicza sig ze wzoru (1.55), w ktorym:
RO0) = (x* —15x* 14522 —15)e +" | (1.62)
A2
Poszukiwang warto$¢ Z(f) oblicza si¢ na podstawie:
Z(f)=C,, > (1.63)
korzystajac ze wzoru (1.55) i przyjmujac, ze:
=(4) _ 1 4 2 ~1x?
KD (x) = ——(x" +6x* =3)e (1.64)

2z
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Po wyznaczeniu warto$ci Z(f) mozna juz bez przeszkod skorzysta¢ ze wzoru (1.44)

1 wyznaczy¢ optymalng warto$¢ parametru wygtadzania 4.

Metoda podstawien umozliwia szybkie wyznaczenie parametru wygladzania,
niestety jedynie dla jednowymiarowych zmiennych losowych. W przypadku zmiennej
losowej wielowymiarowej moze by¢ stosowana tylko w potaczeniu z jadrem
produktowym, gdzie n-krotnie oblicza si¢ parametr wygladzania, osobno dla kazdej

wspotrzedne;.

1.5.3. Metoda krzyzowego uwiarygodniania

W metodzie krzyzowego uwiarygodniania (ang. cross-validation) ponownie

korzysta si¢ z kryterium scalkowanego bitgdu S$redniokwadratowego MISE. W tym
przypadku, wyznacza si¢ warto$¢ A, realizujaca minimum funkcji g:IR — [0,00),

zdefiniowanej rownos$cia

g(h)=— iii(’”;xi} 2 K(0), (1.65)

2
m-h" T = mh

gdzie x; oraz x; oznaczaja i-t 1 j-ta warto$¢ proby losowej, natomiast

K(x)=K"(x)-2K(X), (1.66)
przy czym K™ oznacza kwadrat splotowy funkcji K, tzn.
K?(x)= [K()K(x=y)dy. (1.67)
IR"
Dla jadra normalnego kwadrat ten wyraza si¢ wzorem

L

K2 (x)=(47) 2e * (1.68)

Minimalizacji funkcji (2.65) mozna dokona¢ przy uzyciu numerycznych metod
optymalizacji, badz po prostu znalez¢ najmniejsza warto$¢ tej funkcji w zadanym
przedziale z ustalonym krokiem. Po znalezieniu minimum czynno$¢ ta mozna powtorzy¢

zmniejszajac zakres oraz krok, w celu doktadniejszego ustalenia minimum funkcji g.

W pierwszej fazie odpowiedni wydaje sie zakres B h,, 4h, ] i krok %, gdzie h, oznacza

przyblizony parametr wygladzania.
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Aby ograniczy¢ ilo$¢ iteracji, w ktérych poszukiwane jest minimum funkcji
g mozna skorzysta¢ z tzw. metody zlotego podziatu.

W przewazajacej czesSci przypadkow zdefiniowana w metodzie krzyzowego
uwiarygodniania funkcja g przypomina ksztattem parabole o niesymetrycznych ramionach.
Metoda zlotego podzialu polega na stworzeniu zstgpujacego ciagu przedzialow

[a,.b,]2 [a,,b,]> ... D [a,,b, ], dla ktorych zachodzi zaleznos¢:

b, —a, _\/g—l
2

b —a,,

~0,618 dlai=1,2, ..., k. (1.69)

Podziat odcinka w takim stosunku jest powszechnie znany pod nazwa zlotego podziatu,

stad tez nazwe wzigla opisywana metoda.
Uwzgledniajac powyzsze informacje algorytm postgpowania w metodzie ztotego

podziatu jest nastepujacy:
1. Przed rozpoczgciem obliczen nalezy okresli¢ przedziat [ao,bo] okreslajacy zakres
poszukiwan oraz liczby rzeczywiste

S,

2

J5-1
.

by —a,) 1.71)

P, =b, b, —a,), (1.70)

4y = 4
oraz warto$ci g(p,) 1 g(q,)-

2. W kazdym nastgpnym i-tym kroku (i = 1, 2, ..., k, natomiast k£ € IN\ {O} to zatozona

liczba krokéw) wykonuje si¢ poréwnanie wartosci g(p,_,) 1 g(q,_,). Wtedy:

o jezeli g(p,,) < g(q,,), wowczas

a;=a,,, (1.72)
b =q.,, (1.73)
b= i_%(bi_ai)’ (1.74)
q; = Pi-1> (1.75)
nastgpnie wyznacza si¢ warto$¢ g(p;)

oraz dokonuje podstawienia

g(g)=g(p.); (1.76)
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e natomiast jezelig(p, ,) > g(q,_,), wowczas

a; = P> (1.77)
b=b_,, (1.78)
Pi=4_ (1 79)
g, =a + “/gz_l(bl. ~a,), (1.80)

nastepnie dokonuje si¢ podstawienia

g(p)=g(q.) (1.81)

oraz wyznacza wartos¢ g(g;).

3. Na zakonczenie w ostatnim, k-tym, kroku wyznacza si¢ warto$¢ parametru 4:
o jezeli g(p,_,) <g(q,_,), wowczas

h:“k—;qk; (1.82)

e natomiast jezelig(p, ,) > g(q,_,) , wowczas

e pk;bk , (1.83)

Jezeli funkcja g ma w przedziale [ao,bo] tylko jedno minimum, to jest ono zawarte
w kazdym z kolejnych przedziatow, a w szczeg6lnosci w ostatnim [ak,bk]. Wyznaczanie

minimum funkcji g ta metoda pozwala znacznie zmniejszy¢ czas obliczen (warto$¢ funkcji
jest obliczana dwukrotnie we wstgpnym kroku oraz jednokrotnie w kazdym z nastgpnych

krokow). Aby uzyska¢ doktadno$¢ wyznaczenia wspétczynnika wygladzania hy /100

metoda zlotego podziatu wystarczy wykona¢ co najmniej 10 krokéw.

1.6. Metody poprawy jakosci estymaciji

Podczas praktycznego stosowania estymatorow jadrowych okazuje sig, ze w wielu
przypadkach samo wykorzystywanie wyzej opisanych metod doboru typu jadra oraz
wielko$ci parametru wygladzania nie pozwala na oddanie specyficznych cech rozktadu.
Wymagane jest wowczas dobranie wilasnosci estymatora do konkretnego rozwazanego

problemu.

Kolejne podrozdziaty zawieraja opis procedur pozwalajacych lepiej dopasowaé

estymator do rzeczywistych cech rozwazanego rozkladu. Metody te obejmuja:
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transformacj¢ liniowa, modyfikacje parametru wygladzania i ograniczenie no$nika badanej

zmiennej losowej.

1.6.1. Transformacja liniowa

Parametr wygtadzania / jednakowo wptywa na poszczegdlne sktadowe rozwazanej
zmiennej losowej. Poniewaz w ogdlnym przypadku skale wspotrzednych tych sktadowych
moga by¢ rdézne, zatem optymalna warto§¢ parametru wygladzania dla niektérych
sktadowych moze okaza¢ si¢ za mala, a dla niektérych za duza. Z tego wzgledu bardzo

czgsto pomocne moze by¢ zastosowanie transformacji liniowej

Y=vR'X, (1.84)

w ktorej macierz R jest macierza kowariancji:
R=Cov(X). (1.85)

Pierwiastek macierzy R~ to taka macierz dodatnio potokreslona, ktéra pomnozona przez
sama siebie jest rowna R™'. Analitycznie pierwiastek taki uzyskuje sie przeksztalcajac
macierz kowariancji do postaci kanonicznej Jordana, bedacej w tym przypadku macierza

diagonalna, nastgpnie obliczajac jej pierwiastek i stosujac przeksztatcenie odwrotne.

Uproszczona (diagonalna) wersja transformacji (1.84) polega na ograniczeniu

macierzy R do jej diagonalii:

0 0
0 7, 0
R= : , (1.86)
0 0 - V
gdzie Vi, V>, ..., V, to wariancje kolejnych sktadowych zmiennej losowej X.

W praktyce mozna zatozy¢, ze macierz R, zarowno dla postaci peinej jak i postaci
diagonalnej, jest nicosobliwa.

Stosowanie transformacji (1.84) uogolnia definicje jadra radialnego (1.47) do
postaci:

n

K" (x) =ﬁK1(\/xTR1x) (1.87)

rownowaznej wzorowi (1.47), gdyby R bylo macierza jednostkowa.
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Wzor (1.84) definiuje nowa, n-wymiarowa zmienna losowa. W przypadku postaci
diagonalnej, wariancje wszystkich jej wspotrzednych sa rowne jednosci. Jezeli stosowana
jest posta¢ petlna, wspotrzedne te sa réwniez liniowo niezalezne. Dzigki powyzszym
wilasnosciom ksztalt radialnych jader jest lepiej dopasowany do ksztattu badanego

rozkladu.

c)

oy
|

X1

Rysunek 1.5. Interpretacja transformacji liniowej: a) brak transformacji, b) postaé
diagonalna, c) postaé pelna

Sytuacje ta ilustruje rysunek 1.5. Przedstawia on poziomice funkcji gestosci
prawdopodobienstwa  przyktadowej, dwuwymiarowej zmiennej losowe] wraz
z poziomicami poszczegdlnych jader (linia przerywana). W przypadku braku transformacji
liniowej (rysunek 1.5a) poziomice jader sa okregami. Gdy zastosowano transformacj¢

diagonalna (rysunek 1.5b), poziomice te staja si¢ elipsami o osiach roéwnolegtych do osi
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wspotrzednych. Petna transformacja liniowa (rysunek 1.5¢) pozwala w petni ukierunkowac

owe elipsy wzgledem ,,rozciagniecia” rozktadu gestosci.

W ponizszej pracy, w celu uproszczenia obliczen, ograniczono si¢ do postaci
diagonalnej omawianej transformacji. W tym przypadku, majac dana probeg losowa, do

wyznaczenia estymatora jadrowego stosuje si¢ nastgpujace wzory:

Lo o
4
0 - 0
L LI
R = A (1.88)
0 0 !
- Vn_
det(R)y=V, -V, -...-V, (1.89)

natomiast wzor estymatora jadrowego przyjmuje postac:

f(x) det(R Zl: \/{ TR‘P;X’} . (1.90)

Podsumowujac, transformacja liniowa mimo swej prostoty jest bardzo efektywna

metoda. Jej celem jest dopasowanie ksztattu jadra do badanego rozkladu, a wyniki dzigki
niej otrzymywane zgadzaja si¢ z intuicyjnymi rozwazaniami. Ze wzgledu na wyzej
wymienione cechy, dla jader radialnych, zalecane jest stosowanie tej metody przynajmniej

w postaci diagonalne;.

1.6.2. Modyfikacja parametru wygtadzania

W przypadku znacznej czesci systemoOw rzeczywistych ekstremalne wartosci
zmiennej losowej sa mato prawdopodobne. W zwiazku z mala iloscia probek, w obszarze
tym powstaja niepozadane znieksztalcenia estymatora jadrowego - co nie odpowiada
wlasnos$ciom rzeczywistych systemow. Celem zmodyfikowanego parametru wygtadzania
jest dodatkowe wygtadzenie estymatora tam, gdzie przyjmuje on mata warto$¢, natomiast
w obszarach o duzych wartos$ciach — jego wyostrzenie. Koncepcje¢ ta ilustruje rysunek 1.6.

Rysunek ten warto porownac z rysunkiem 1.3 uzyskanym dla tych samych danych.

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomocq estymatoréw jadrowych 29



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne

7 1

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

Rysunek 1.6. Koncepcja zmodyfikowanego parametru wygladzania

Kolejnos¢ dzialan w  przypadku obliczen estymatora jadrowego ze

zmodyfikowanym parametrem wygladzania jest nastgpujaca:
1. Zdefiniowanie estymatora jadrowego f wedlug wezesniejszych wzorow;

2. Okreslenie parametréw modyfikujacych s; > 0 dla kazdego jadra (kazdego elementu

proby losowej) postaci

c

[ 160
s , (1.91)
gdzie:
e parametr c€[0,1]; na  podstawie  kryterium  minimum  blgdu
sredniokwadratowego ¢ dobierane jest zwykle jako roéwne 7%;
e 5 to $rednia geometryczna liczb f (x,), f (X)), s f (x,) obliczana ze wzoru
N I&K
In(s™) =— > In(f(x));
m iz (1.92)

3. Wyznaczenie estymatora jadrowego ze zmodyfikowanym parametrem wygladzania za

pomocg wzoru
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7o) =— iinK(x_xfj. (1.93)

mh" ='s] hs,
Wzér (1.93) jest uogdlnieniem wzoru (1.28), ktore otrzymuje si¢ z (1.93), przyjmujac ¢ = 0

(awigc s;=1).

Analizujac rysunek 1.6 mozna zaobserwowaé, ze w obszarze duzej wartosci
gestosci (w przyktadzie przedziat [-1,1]) warto$ci estymatorow poszczegolnych probek sa
wigksze od s$redniej geometrycznej wszystkich estymatoréw. Zatem, zgodnie ze wzorem
(1.91) ich parametry modyfikujace sa wigksze od 1, co powoduje ,,wyszczuplenie” jader
w tamtym obszarze. Odwrotnie, w obszarach matej warto$ci gestosci (przedzial [3,0))
wartosci estymatorow sa mniejsze od Sredniej, co skutkuje parametrami modyfikujacymi

mniejszymi od 1 oraz ,,wygtadzeniem” estymatorow.

Istnieje tez oczywiscie mozliwos¢ zastosowania modyfikacji parametru
wygladzania w polaczeniu z transformacja liniowa. Definicja takiego estymatora

jadrowego, otrzymana z potaczenia wzordw (1.87) 1 (1.93), jest nastepujaca:

7 X; ' Al X=X
7x)= mh" 1/det(R ;s \/{ hs, } K { hs, } ' (134)

Zaletami estymatora ze zmodyfikowanym parametrem wygtadzania sa:

e zmniejszona wrazliwos$¢ na nieprawidlowy dobor statej 4;

e zwigkszenie efektywnosci poszczegdlnych typow jader wzgledem jadra
Epanecznikowa,;

e w przypadku wielowymiarowym zwigkszenie efektywnos$ci jadra produktowego

wzgledem radialnego;
e prostota obliczeniowa.

Ze wzgledu na wyze] wymienione zalety koncepcji modyfikacji parametru
wygtadzania, metoda ta powinna by¢ stosowana w wigkszo$ci przypadkow, szczegdlnie

przy korzystaniu z mniej efektywnych jader oraz z jader produktowych.
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1.6.3. Ograniczenie nosnika

Kolejnym przypadkiem, gdy korzystne wyniki daje modyfikacja postaci estymatora
jadrowego, jest sytuacja, gdy zmienna losowa moze przyjmowaé warto$ci jedynie
z pewnego przedziatu. Jest to zjawisko do$¢ powszechne, dla przyktadu wiek cztowieka
czy grubo$¢ blachy moga by¢ jedynie dodatnie. Natomiast nawet przy prawidlowo
stworzonym estymatorze jadrowym zdarza sig¢, ze prawdopodobienstwo poza tym
ograniczonym przedzialem jest niezerowe. Dzieje si¢ tak, poniewaz niezaleznie od
stosowania ograniczonego (np. Epanecznikowa), badz nieograniczonego (np. normalnego)
jadra, cze$ci jader znajdujacych sig¢ na obrzezu przedzialu moga czeSciowo wykraczaé
poza te dozwolone przedzialy. W wigkszos$ci przypadkow sytuacja taka nie ma wigkszego
znaczenia, tym bardziej, ze wartosci estymatora poza tym przedzialem sa zwykle

pomijalnie mate.

Sa jednak sytuacje, gdy korzystne jest zastosowanie ograniczenia nosnika. Z tego
powodu ponizej przedstawiona zostanie metodologia owego ograniczenia. Wpierw opisane
zostanie postepowanie dla lewostronnego ograniczenia jednowymiarowej zmiennej

losowej. W takim przypadku spetniony ma by¢ warunek:

7(x) =0 dla kazdego x < x,, (1.95)

gdzie x, jest ograniczeniem lewostronnym.

Sposob postepowania w tym przypadku polega na symetrycznym odbiciu tej czesci
kazdego jadra, ktora lezy poza przedzialem [x.,o0) . Estymator realizowany jest wtedy jako
suma fragmentu owego jadra oraz fragmentu jadra symetrycznie odbitego wzgledem
ograniczenia x,, co graficznie przedstawia rysunek 1.7. Linia przerywana zaznaczono
symetryczne odbicie jadra wzgledem ograniczenia x., za$ pogrubiong linia sume obu jader
w dozwolonym przedziale. Latwo mozna stwierdzi¢, ze odbiciem punktu x; wzgledem

punktu x, jest punkt 2x, —x, .

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 32



Rozdziat 1. Preliminaria matematyczne
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Rysunek 1.7. Lewostronne ograniczenie nosnika estymatora jadrowego

Sume¢ jader odpowiadajacych punktom x; oraz 2x,—x, mozna zapisaé

W nastgpujacy sposob:

KV?‘}K{W) dla kazdego i=1,2, ..., m. (1.96)

W takim przypadku definicja estymatora jadrowego przyjmuje postac:

» 1 & - X, +x, —2x.
f(x)= -y zl[x*,m (x){K(x hx, j+K(%H, (1.97)

i=1
gdzie y, . (x) to funkcja charakterystyczna przedziatu [x.,0):

I, gdy x2=ux.

Xy (X) = { (1.98)

0, gdy x<ux.

Analogicznie mozna zdefiniowaé prawostronne ograniczenie nosnika. Wowczas

formutowany jest warunek:

7F(x) =0 dla kazdego x> x", (1.99)
gdzie x" jest ograniczeniem prawostronnym. Definicja estymatora jadrowego przyjmuje
wtedy postac:

Fo=—3% (o K[ F2 )4 EH =2 (1.100)

X)= S (x — |, :
i % ) h h

gdzie y (cot’] (x) oznacza funkcje charakterystyczna przedziatu (-oo,x"]:
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l, gdy x<x

(x)= . 1.101
Loy {0’ i e (1.101)

Metode te mozna taczy¢ z transformacja linowa oraz z modyfikacja wspotczynnika
wygtadzania. W przypadku wielowymiarowego jadra radialnego mozna ja stosowac

wzgledem poszczegdlnych wspotrzednych, wymagajacych ograniczenia.
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W ramach niniejszej pracy magisterskiej napisany zostal program KDEstim (Kernel
Density Estimation). Jest to narzedzie umozliwiajace wyznaczanie funkcji gestosci
prawdopodobienstwa przy uzyciu estymatorow jadrowych dla danych zar6wno jedno- jak
i wielowymiarowych. W obliczeniach wykorzystywane sa normalne jadra radialne.
Program oblicza wspotczynnik wygtadzania kilkoma metodami. Kolejna cecha programu

jest wizualizacja otrzymanych wynikow w przypadku danych jedno- i dwuwymiarowych.

Program KDFEestim zostal wykonany w jezyku C++, w oparciu o srodowisko
Microsoft Visual Studio, w zwiazku z czym pracuje on pod kontrola systemu operacyjnego
Microsoft Windows. Wybor platformy zostat gtownie podyktowany ogolna dostepnoscia

rozwiazan firmy z Redmond.

Srodowisko Visual C++ wyréznia si¢ latwo$cia programowania interfejsu przy
uzyciu biblioteki MFC (Microsoft Foundation Classes) oraz bardzo dobra przenos$noscia
skompilowanego kodu — dlatego tez zostato ono wybrane jako narzedzie implementacyjne
(przy wyborze brano réwniez pod uwagg alternatywne rozwiazanie w postaci srodowiska

C++ Builder firmy Borland).
Okno gtowne programu (rysunek 2.1) zostato podzielone na cztery czgsci:
e Data,
¢ (Sub)optimal bandwidth calculation,
e Kernel calculation,

e Results.
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| M Es il 0 - [Prz et e |
File Help

Data [Subjoptimal bandwidth calculation Resultz
8170000 Methad: £.576000 0.000939;
£.300000 _ £.500000 0.00163 :
£.330000 " Plgin 0.74185503934 £.624000 0.002743;
£.330000 £.645000 0.004467;
g gggggg " Successive search 008916724737 g ggéggg g g?ggég
4510000 720000 0.015310;
£ 550000 £.744000 0.022754;
8570000 o Galden divisian 011782145230 2 7E2000 0.031 5942
£.560000 £.792000 0.042426;
£ 650000 £.816000 0.055167;
2710000 " Suboptimal bandwitdth 0.45416946192 840000 0. 0E34EE:
7.510000 o £.864000 0.084702;
7.750000 Minimalization range: £.895000 0.100011;
7.900000 il step — £.912000 0.114351;
£.000000 £.936000 0.125509;
2000000 o1 | |1.8188778 8960000 0135745
£.000000 £.954000 0.140934;
£ 150000 | Celukie | Flotgh | 5.008000 0.141652;
£.200000 9032000 0.137345;
£ 250000 ; 9056000 0.130047;
8.250000 Kernel calculation 9.080000 0.118722;
£.300000 _ |—2_54 e 9104000 0.104353;
£.300000 Step: £ 9128000 0.023845;
£.330000 9152000 0.074478;
&.340000 Selected bandwidth: |0.117821432308537 9176000 0.055785;
£.350000 P Leftsid i 9200000 0.045473;
8 350000 e O 9224000 0.034981:
£.360000 I—U' z 9.243000 0.025498;
£.400000 9272000 0.017397;
£.400000 . - 9236000 0.012301;
£,400000 | hcsdecasan: 5,320000 0.008142,
400000 9344000 0.005218;
£.400000 9368000 0.003239;
£.400000 = 9.392000 0001346
9416000 0.001133;
W Modified bandwidth 9440000 0.000639;

bin |?.51 v Show estimator value
b |8.?8 Calzulate kemel -»

Rysunek 2.1. Okno gléwne programu KDEstim

Pole Data stuzy do wizualizacji wczytanych danych. Aby wczyta¢ dane nalezy
zmenu File wybra¢ opcje Open data... . Program akceptuje nastgpujacy format danych:
w kazdym wierszu pliku tekstowego znajduje sie jedna probka, a kolejne wymiary probek

oddzielone sa spacja.

Pola min i max zawieraja wartosci maksymalne i minimalne poszczegolnych

wymiaréw wcezytanych danych.

Pole (Sub)optimal bandwidth calculation umozliwia obliczenie wspodtczynnika
wygtadzania dla wczesniej otwartych danych. Wybra¢ mozna pomigedzy nast¢pujacymi

metodami wyznaczania wspotczynnika wygtadzania:
e Plug-in - metoda podstawien (wytacznie dla danych jednowymiarowych);
e Succesive search — sukcesywne przeszukiwanie (metoda cross-validation);
¢ Golden division — metoda ztotego podziatu (metoda cross-validation);

e Suboptimal bandwidth — uzycie suboptymalnego wspdiczynnika wygladzania

zgodnie ze wzorem (1.52).
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W przypadku sukcesywnego przeszukiwania 1 metody ztotego podziatu okresla si¢

przedziat wartosci 1 doktadnos$¢ z jaka wyszukiwany jest parametr 4. Domys$lnie program

*

przyjmuje zakres [%h; , 4h§] oraz krok ﬁ, gdzie h,- suboptymalny parametr

wygtadzania.

Dodatkowo, po obliczeniu parametru # metoda sukcesywnego przeszukiwania,
uzytkownik ma mozliwos¢ wizualizacji funkcji g(h) — po nacisnigciu przycisku Plot g(h)
pojawia si¢ okno wykresu funkcji (rysunek 2.2). Wtasciwos$ci tego okna sa podobne do
wiasciwosci okna wizualizacji wynikéw, opisanego ponizej.

1t s AEB

Fie Edit Wiew

0.000286861

1.248188-005

o)

-0.000536277

-0.000810857

e

458 1.45641 179826 i 244011 248186 282381

-0.00108504
141

Rysunek 2.2. Okno wizualizacji funkcji g(h)

Pole Kernel calculation stuzy do obliczania estymatora jadrowego funkcji ggstosci
rozktadu. Estymator ten jest liczony w zakresie okreslonym przez pola min 1 max. Krok
obliczen dla kazdego wymiaru okreslany jest przy pomocy pola Step. Zaznaczenie opcji
Left-side constraint lub/i Right-side constraint umozliwia ustalenie lewostronnego lub/i

prawostronnego ograniczenia nos$nika.

Estymator moze by¢ liczony z zastosowaniem diagonalnej transformacji liniowej
(zaznaczenie opcji Linear transformation — opcja ta jest dostgpna tylko w przypadku
danych wielowymiarowych) oraz/lub zmodyfikowanego wspotczynnika wygtadzania
(zaznaczenie opcji Modified bandwitdh). Ponadto zaznaczenie opcji Show estimator value

powoduje wyswietlenie obliczonych warto$ci estymatora w polu Results.
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Rozdziat 2. Opis programu KDEstim

Po wykonaniu obliczen uzytkownik ma mozliwos¢ zapisania wynikow w pliku
tekstowym. W kazdym wierszu pliku wynikéw znajduja si¢ wspotrzedne n-wymiarowe, po
ktorych nastepuje warto$¢ estymatora jadrowego dla tych wspétrzednych. Kolejne wartosci
liczbowe oddzielone sa spacja. Domys$lnie wyniki estymacji zapisywane sa w plikach

7 rozszerzeniem rlt.

W przypadku naci$nigcia przycisku Calculate bandwidth lub Calculate kernel
otwiera sie okno postgpu (rysunek 2.3). Umozliwia ono $ledzenie zaawansowania obliczen
wykonywanych przez program oraz pozwala na ich zatrzymanie w dowolnym momencie
przez uzytkownika.

PAEEEERYHT I Lj]

Calculating B andwidth Progress:b0

Rysunek 2.3. Okno postepu

Pole Results stuzy do wys$wietlania wynikow obliczonych przez program.
W przypadku danych jedno- jak i dwuwymiarowych nacis$nigcie przycisku Plot powoduje
otwarcie nowego okna — okna wizualizacji wynikéw (odpowiednio rysunek 2.4 oraz 2.5).

File Edit Yiew
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Rysunek 2.4. Okno wizualizacji wynikéw (dla danych jednowymiarowych)
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Rysunek 2.5. Okno wizualizacji wynikéw (dla danych dwuwymiarowych)

W przypadku danych dwuwymiarowych uzytkownik ma mozliwo$s¢ dowolnego
obracania wykresu — poprzez nacis$nigcie 1 przytrzymanie lewego przycisku myszy
a nastgpnie przesuwanie kursora w wybrana strong. Podczas obrotu wykresu znika

przebieg funkcji oraz siatka, a pozostaja jedynie osie.

Polecenie Copy (menu Edit lub menu podrgczne) umozliwia skopiowanie

zawarto$ci okna do schowka.

Menu View zawiera funkcje umozliwajace zmiang wlasciwosci wyswietlania

wynikow:

whagciwoscl Zestaw kolordw:
I Falary standardowe j
CaptisnColor Paleta kolordw:
. =
“GridCalar |:| <Domyslng. > éjl

*GridColor

ZGridCalor Bhekitry
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ak I Anuluj | ZaztozL |

(<]

Rysunek 2.6. Okno wlasciwosci wykresu
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Rozdziat 2. Opis programu KDEstim

Polecenie Preferences otwiera okno wlasciwosci wykresu (rysunek 2.6).

Umozliwia ono zmiang koloréw tla, kolorow siatki oraz rozmiaru i stylu czcionki.

Polecenie Axis properties otwiera okno wihasciwosci osi (rysunek 2.7). Umozliwia
ono modyfikacje zakresu wyswietlanych danych, rozmiaru siatki oraz zmiang opisu dla

poszczegdlnych osi wykresu.

l sl Hrau=ril=s ﬂ1
=1
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miiir =Y grid [EE]
. i
o 00052008 [5 ) Cancel
—— — arid label

Rysunek 2.7. Okno whasciwosci osi

Polecenie Zoom (dostepne jedynie w przypadku danych dwuwymiarowych)
powoduje przetaczenie myszki w tryb zblizania/oddalania. W tym trybie przyci$nigcie
1 przytrzymanie lewego przycisku myszy w obszarze okna wykresu, a nastgpnie
przesuwanie kursora w lewo lub w prawo odpowiednio pomniejsza lub powigksza wykres.

Powr6t do normalnego trybu nastgpuje po odznaczeniu polecenia Zoom.

Polecenie Color Map (dostgpne jedynie w przypadku danych dwuwymiarowych)
otwiera okno koloréw wykresu (rysunek 2.8). Umozliwia ono zmiang gradientu kolorow

wykresu, poprzez przesuwanie trojkatow znajdujacych si¢ obok palety kolorow.

Culyr ey \21

0.000047 =

Rysunek 2.8. Okno koloréw wykresu

Refresh, ostatnie polecenie z menu View, stuzy do od$wiezenia okna wykresu.
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Rozdziat 2. Opis programu KDEstim

W programie KDEstim wykorzystano nastepujace gotowe klasy:
e NTGraph,
e NTGraph3D,
e CGradient.

Pierwsze dwie z nich to kontrolki ActiveX, umozliwiajace wstawianie do okien
programu wykresow odpowiednio: dwu- oraz trojwymiarowych. Trzecia klasa shuzy do

ustalania kolorystyki wykresow trojwymiarowych 3D.

Wszystkie wyzej wymienione klasy zostaty pobrane ze strony internetowej Code

Project [6].
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Rozdziat 3. ESTYMACJA ROZKLADOW W
WYBRANYCH SYSTEMACH RZECZYWISTYCH

W niniejszym rozdziale wykorzystano estymatory jadrowe do analizy wybranych
rozktadow rzeczywistych. W pierwszej kolejnosci rozpatrzono dane charakteryzujace
osoby wynajmujace pokoje w goérskim pensjonacie. Jako kolejny przyktad wybrane zostaty
dane socjologiczne zaczerpnigte z Polskich Generalnych Sondazy Spotecznych (PGSS).
Trzecim rozwazanym przypadkiem — z dziedziny szeroko rozumianej elektrotechniki - jest
detekcja uszkodzen silnika asynchronicznego. Na koncu rozpatrywane sa rozklady

z dziedziny fizyki wysokich energii.

Podczas analizy tychze danych wykorzystany zostal program KDEstim,

szczegdtowo opisany w poprzednim rozdziale.

3.1. Charakterystyka cech gosci goérskiego
pensjonatu

Jako pierwsze estymacji jadrowej poddane zostaly dane zaczerpnigte z ksiggi
meldunkowej prywatnego pensjonatu znajdujacy si¢ w gorskiej miejscowosci Szczawnicy.

Dla gospodarza takiego pensjonatu waznymi informacjami sa wiek gosci oraz czas,
na jaki wynajmuja oni pokoje. Posiadajac takie informacje moze on lepiej przygotowac
swoja oferte.

W zwiazku z powyzszym, zanalizowano rzeczywiste dane dotyczace wybranego

pensjonatu dotyczace lat 1999-2005. Dla kazdego goscia ustalono date urodzenia oraz jego
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Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

czas pobytu. Nastepnie data urodzenia zostata zamieniona na wiek, jaki dana osoba miala,

W czasie jej pobytu w pensjonacie.

3.1.1. Analiza jednowymiarowa

W pierwszej kolejnosci analizie poddano przekroj wiekowy osob odwiedzajacych
rozwazany pensjonat. Do wyznaczenia wspolczynnika wygtadzania zastosowano metodg

plug-in. Wynik przeprowadzonej estymacji przedstawia rysunek 3.1.
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Rysunek 3.1. Wynik estymacji dla wieku gosci pensjonatu /h = 4,19/

Juz wstgpna analiza wynikow estymacji pozwala stwierdzi¢, ze ws$rod osob
wynajmujacych pokoje w pensjonacie zdecydowanie najliczniejsza grupa sa ludzie
w wieku 25-35 lat. Sa to osoby mlode, ktore prawdopodobnie jeszcze nie zatozyty rodziny.
Przyjezdzaja oni do pensjonatu razem z przyjaciéimi (oczywiscie w tym samym wieku)
w celu aktywnego spedzenia czasu (turystyka gorska, sptyw Dunajcem).

Kolejna liczna grupa os6b wynajmujacych pokoje sa ludzie dojrzali — w wieku ok.
45 lat. Sa to osoby ustatkowane, najczgS$ciej posiadajace rodzing, razem z nimi
przyjezdzaja male dzieci — kolejny punkt przegigcia w okolicach wieku 10 lat.

Najmniej licznymi go$émi pensjonatu sa emeryci — przyjezdzajacy do Szczawnicy

zapewne w celach rehabilitacyjno-wypoczynkowych.
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Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

Drugim czynnikiem poddanym analizie jest czas pobytu gosci w pensjonacie
wyrazony w dniach. W tym przypadku do wyznaczenia wspotczynnika wygtadzania
wykorzystano rowniez metod¢ plug-in.

Wynik przeprowadzonej estymacji przedstawia rysunek 3.2.
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Rysunek 3.2. Wynik estymacji dla czasu pobytu gosci w pensjonacie /h = 0,74/

Na podstawie obserwacji wynikOw estymacji mozna zauwazyC, ze goscie
pensjonatu najczesciej] wynajmuja pokoje na 4-5 dni. Oznacza to, ze na wyjazd do
Szczawnicy ludzie wybieraja zazwyczaj tzw. ,,dhlugie” weekendy (np. majowy, czy
czerwcowy — w okolicach $wigta Bozego Ciala), a nie ,,zwykle weekendy” (pobyt

dwudniowy jest ponad dwa razy rzadziej spotykany).

Powyzej pieciu dni funkcja gestosci stopniowo opada do poziomu zerowego (dla 15
dni). Jednak dla ok. 10 dni pojawia si¢ mata anomalia — punkt przegigcia. Dotyczy on
zapewne tych osob, ktére w Szczawnicy wynajmuja pokoje podczas swojego urlopu.

»WczasowiczOw” takich jest trzy razy mniej niz ,,dlugoweekendowcow”.

3.1.2. Analiza dwuwymiarowa

Zastosowanie jednowymiarowych estymatorow jadrowych prowadzi do
interesujacych wnioskéw dotyczacych cech oséb wynajmujacych pokoje w pensjonacie.

Jednak jeszcze ciekawsze wyniki daje analiza dwuwymiarowa.
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Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

Pierwsza sktadowa rozwazanej zmiennej losowej jest wiek gosci, natomiast druga —
ich czas pobytu w pensjonacie. W obliczeniach zastosowano transformacj¢ liniowa oraz

zmodyfikowany parametr wygtadzania.
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Rysunek 3.3. Wynik estymacji (a, b, ¢) dla zmiennej [wiek gos$ci, czas pobytu] /h = 0,32/

Obliczony rozktad gestosci, ktory przedstawia rysunek 3.3, cechuje si¢ dwoma,
bardzo wyraznymi modami: pierwszym dla wieku 25-30 lat i czasu pobytu 2-3 dni oraz
drugim dla wieku 40-50 lat i czasu pobytu 4-5 dni. Dodatkowo zauwazy¢ mozna, ze dla
przedziatu wiekowego 30-40 lat stosunkowo duze warto$ci gestosci wystepuja dla

najszerszego przedziatu czasu pobytu —od 3 do 9, a nawet 10 dni.

Otrzymane wyniki potwierdzaja wczesniej sformulowang tezg, ze osoby mtode

wybieraja krotkie, ,,weekendowe wypady” do Szczawnicy. Maksymalnie wykorzystuja oni
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Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

czas, najczesciej z przyjaciolmi, np. wedrujac po goérach, a pensjonat traktuja jako bazeg

noclegowa.

Inaczej przedstawia si¢ sytuacja dla osob 40-50 letnich. DIla nich 4-5 dniowe
maksimum jest jeszcze wyrazniejsze — goscie w tym wieku preferuja prawie wytacznie
»dhugie weekendy”, zdecydowanie nie $piesza si¢ tak jak osoby mtode. Zauwazy¢ tez
mozna, ze to wilasnie osoby dojrzale przyjezdzaja do pensjonatu ze swoimi dzie¢mi
(zwigkszona gestos¢ prawdopodobienstwa dla dzieci pokrywa si¢ czasowo z maksimum

piecdziesigciolatkow).

Interesujacy jest rowniez czas pobytu dla oséb 30-40 letnich. Jest to jedyna grupa
ludzi, dla ktorych czas pobytu zawiera si¢ w catym zakresie (od 3 do 12 dni), z niewielkim

maksimum dla ok. 7 dni. W zwiazku z tym wiek taki wydaje si¢ wiekiem ,,przejsciowym”.

3.1.3. Zastosowanie ograniczenia nosnika

Podczas analizowania estymatorow jadrowych obliczonych dla pensjonatu mozna
zauwazy¢ pewna niescistos¢: prawdopodobienstwo dla ujemnych wartosci wieku gosci jest
niezerowe. Sytuacja taka jest zwiazana z wykorzystaniem nieograniczonego nosnika do
analizy problemu ograniczonego. Z praktycznego punktu widzenia blad ten jest

w akceptowalnym zakresie.

W celu dopasowania wlasciwosci nosnika do uwarunkowan analizowanego
systemu, zaproponowa¢ mozna ograniczenie no$nika. Metodyka postepowania w tym
przypadku zostala opisana w czgsci teoretycznej niniejszej pracy. Dla systemu
rozwazanego W biezacym podrozdziale, oczywiste wydaje si¢ wprowadzenie

lewostronnego ograniczenia dla wieku 0 lat.

Kolejne ograniczenie moze by¢ wprowadzone na wspotrzedna czas pobytu — bardzo
czgsto zdarza sig, ze wlasciciele pensjonatu okreslaja minimalng ilo$¢ noclegdw, np. na
dwa, jak to ma miejsce w przypadku rozpatrywanego pensjonatu. Wtasciciele ttumacza

takie wymagania czynnikami ekonomicznymi.

W  zwiazku z powyzszymi rozwazaniami wykonano ponowne obliczenia
estymatora jadrowego z ograniczeniami lewostronnymi: 0 — dla wieku gos$ci, 2 — dla czasu

pobytu w pensjonacie. Otrzymane wyniki przedstawia rysunki 3.4 1 3.5.
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Rysunek 3.4. Wynik estymacji dla wieku gosci pensjonatu
(z ograniczeniem lewostronnym dla 0 lat)
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Rysunek 3.5. Wynik estymacji dla czasu pobytu w pensjonacie
(z ograniczeniem lewostronnym dla 2 dni)

Podobne ograniczenie mozna zastosowa¢ w przypadku analizy dwuwymiarowe;j

(rysunek 3.6).
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Rysunek 3.6. Wynik estymacji dla zaleznoSci czasu pobytu w pensjonacie od wieku gosci
w przypadku ograniczenia nosnika /h = 0,32/

Wyniki estymacji mozna poréwnac z rozktadami otrzymanymi dla przypadkow bez

stosowania ograniczenia (rysunki 3.1, 3.2 1 3.3).

Dos$¢ znaczna rdznicg obserwuje si¢ w przypadku zmiennej czas pobytu. Dzieje si¢
tak, gdyz spora czg$¢ probek znajduje si¢ na granicy ograniczenia (czas pobytu = 2 dni).
W zwiazku z odbiciem tych czg$ci jader, ktore znajduja si¢ poza dozwolonym
przedziatem, warto$¢ gestosci prawdopodobienstwa dla granicy podwoita sig, osiagajac
znaczng warto$¢. Dla zmiennej wiek zwigkszenie wartosci gestosci dla granicy jest

zdecydowanie mniejsze 1 nie ma wptywu na interpretacje wynikow.

Reasumujac, zastosowanie ograniczenia dla zmiennej wiek jest korzystne - mozna

si¢ w ten sposob uchroni¢ przed niewygodnymi pytaniami laikow o ujemny wiek. Z kolei
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Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

ograniczenia takie dla czasu pobytu nie wydaje si¢ zbyt celowe, tym bardziej, ze brak

ograniczenia w tym przypadku nie prowadzi do kontrowersyjnych wnioskow.

3.1.4. Wplyw randomizacji danych na dziatanie algorytmu
krzyzowego uwiarygodniania

Do wyznaczenia estymatora jadrowego w przypadku czasu pobytu w pensjonacie,
uzyto parametru wygladzania 4, obliczonego metoda podstawien. Podjgto rowniez probeg
poréwnania otrzymanego parametru wygladzania z parametrem uzyskanym metoda
krzyzowego uwiarygodniania. Przeszkoda w tym okazat si¢ jednak brak minimum funkcji
g (rysunek 3.7). Zauwazy¢ mozna, ze w poblizu zera funkcja ta ,zalamuje” sig
1 gwattownie zmierza do —oo. Przypuszczalnie powodem takiego zjawiska jest fakt, iz
zmienna losowa przyjmuje tylko wartosci catkowite, dodatkowo jedynie z waskiego
zakresu [2, 14].

Jednym ze sposobow przeciwdzialania takiej sytuacji jest tzw. randomizacja
danych. Polega ona na dodaniu do kazdego elementu proby losowej wartosci z przedziatu
[-b, b], gdzie b to potowa zakresu pomiedzy poszczegdlnym warto§ciami, jakie przyjmuje
oryginalny element proby losowej. Mozna wigc powiedzieé, ze jest to proces odwrotny do
procesu kwantyzacji danych, powszechnie stosowanego np. w akwizycji danych — przy

zamianie danych analogowych w cyfrowe.

Kierujac si¢ powyzsza zasada, na podstawie danych dotyczacych czasu pobytu
W pensjonacie, przy uzyciu programu Matlab, stworzono nowa seri¢ danych poprzez
dodanie losowych liczb z zakresu [-0,5; 0,5] otrzymanych z generatora rozkladu

jednostajnego.

Otrzymany dzigki takiemu zabiegowi wykres funkcji g przedstawia rysunek 3.8.
W przypadku randomizacji, minimum funkcji istnieje i wynosi £ = 0,89, dodatkowo
funkcja ta nie wykazuje zatamania (przypomina asymetryczna parabol¢ o ramionach

skierowanych w gore).
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Rysunek 3.8. Wykres funkcji g(#) przy randomizacji [-0,5; 0,5], minimum dla h = 0,89

ma randomizacja danych. Porownanie wynikéw przedstawiaja rysunki 3.10a - c. Pierwszy
z rysunkéw przedstawia wynik estymacji jadrowej dla oryginalnych danych z uzyciem
h=0,74 (wyznaczonego metoda plug-in), drugi — estymacj¢ jadrowa dla oryginalnych
danych wyznaczonej jednak z uzyciem 4 = 0,89 (a wigc uzyskanego metoda krzyzowego
uwiarygodniania po randomizacji danych), za$§ trzeci - estymacji jadrowej dla danych

zrandomizowanych z uzyciem 4 = 0,89.
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Rysunek 3.9. Porownanie wynikow po randomizacji danych: a) dane oryginalne /h=0,74/,
b) dane oryginalne /h=0,89/, ¢) dane zmodyfikowane /h = 0,89/
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Poréwnujac rysunek 3.10a z rysunkiem 3.10b, wida¢ oczywiste (ze wzgledu na
wigksza warto$¢ parametru 4) wygladzenie funkcji gestosci. Poréwnujac jednak rysunek
3.10b z rysunkiem 3.11c wyraznie wida¢, ze sama randomizacja danych nie ma zupelnego

wptywu na ksztalt funkcji gestosci f(oczywiscie dla tej samej wartosci #).

Podsumowujac, randomizacja danych wydaje si¢ przydatnym narz¢dziem
umozliwiajacym  wyznaczenie  parametru  wygladzania metoda  krzyzowego
uwiarygodniania. Jej skuteczno$§¢ powinna zosta¢ jeszcze sprawdzona dla danych
wielowymiarowych. Wilasnie dla takich danych stosowanie randomizacji byloby
przydatne, gdyz, jak stwierdzono w czg$ci teoretycznej, w takim przypadku niemozliwe
jest uzycie metody podstawien. Sprawdzenie uzytecznos$ci randomizacji w tym zakresie
lezy jednak poza zakresem niniejszej pracy, jest trudne ze wzgledu na brak prostej metody
pozwalajacej na zweryfikowanie uzyskanych wynikow i zostato jedynie zasygnalizowane

jako kolejny krok w badaniu wtasno$ci estymatoréw jadrowych.

3.2. Analiza wynikéw sondazu PGSS

Przedmiotem rozwazan niniejszego podrozdziatu jest zastosowanie estymatorow
jadrowych w celu uzyskania ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej,
ktorej proba pobrana zostata z ogdélnodostepnych danych socjologicznych stanowiacych

wyniki Polskich Generalnych Sondazy Spotecznych (w skrocie PGSS) [4].

Sondaze PGSS, przeprowadzano kolejno w latach 1993, 1994, 1995, 1997, 1999,
2002. Ich obszerne podsumowanie stanowi publikacja [5]. Ogdlnym celem omawianego

Sondazu jest ,,systematyczny pomiar trendow i skutkéw zmian spotecznych w Polsce” [5].

W szesciu edycjach PGSS przebadano ogétem 13664 respondentéw, zadajac im
w roznych wariantach ankiet ponad 1300 pytan. W wyniku opracowania wynikéw
uzyskano obszerny zestaw danych do wielorakich zastosowan zwiazanych z badaniem
postaw 1 pogladow Polakéw. Zbior 6w zawiera rekordy o dlugosci 1335 pol kazdy
1 dostepny jest wsieci Internet, po zarejestrowaniu, w postaci systemowego pliku
skumulowanych danych wjezyku pakietu statystycznego SPSS (interfejs programu
przedstawia rysunek 3.10).
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Rysunek 3.10. Interfejs programu SPSS

Do analizy w niniejszej pracy wybrano wyniki uzyskane w roku 2002, a konkretnie
probeg dla zmiennej losowej AGE okreslajaca wiek respondenta. Odniesiono ja do wartosci
przyjmowanych przez zmienna losowa WHOOO 1. Okresla ona odpowiedz respondenta na

pytanie: ,,Na kogo oddat(a) Pan(i) gtos w wyborach prezydenckich w 2000 r.?”.

Po przeniesieniu danych z formatu SPSS do postaci obstugiwanej przez program
KDEstim (podstawy pracy z SPSS obejmuje pozycja [10]) wydzielono klasy
odpowiadajace poszczegdlnym kandydatom, na ktoérych respondenci oddali swoj glos.
Kazda z klas zawiera probg losowa (jej liczno$¢ podaje tabela 3.1) reprezentujaca wiek
respondentéw (w roku wyborczym) ktérzy zaglosowali na dana osobe ubiegajaca si¢
o urzad Prezydenta Rzeczpospolitej Polskiej w 2000 roku. Proby o liczno$ci mniejszej niz
70 zostaly odrzucone. Dodatkowo uwzgledniono réwniez klas¢ odpowiadajaca probie
respondentéw, ktorzy na zadane pytanie odpowiadali ,,nie pamigtam” (proba ta posiada

znaczng licznos¢ — 113).
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Tabela 3.1 Liczno$¢ préby losowej dla poszczegélnych kandydatéw

Kandydat Licznosé préoby
Marian Krzaklewski 74
Aleksander Kwasniewski 1271
Andrzej OlechowskKi 190

Lech Watesa 79
,nie pamietam” 113

Dla kazdej z klas wyznaczono gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa stosujac
estymatory jadrowe o wspotczynnikach wygtadzania wyznaczonych metoda plug-in. Aby
odda¢ rzeczywista whasno$¢ populacji zastosowano ograniczenie lewostronnie nosnika
zmienne] losowe] dla wartosci 18 (czynne prawo wyborcze przystuguje w Polsce

obywatelom polskim, ktérzy ukonczyli 18 lat).

Graficzng prezentacj¢ otrzymanych wynikéw przedstawiaja rysunki 3.11-3.15.
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Rysunek 3.11. Gesto$¢ rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej wiek — kandydat
Marian Krzaklewski /h = 6,56/
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Rysunek 3.12. Gestosé rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej wiek — kandydat
Aleksander Kwasniewski /h = 3,13/
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Rysunek 3.13. Gestos$¢ rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej wiek — kandydat
Andrzej Olechowski /h = 4,74/
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Rysunek 3.14. Gestosé rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej wiek — kandydat
Lech Walesa /h = 6,79/
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Rysunek 3.15. Gesto$¢ rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej wiek — odpowiedZ
»hie pamigtam” /h = 5,64/
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Analiza otrzymanych wynikow prowadzi do interesujacych wnioskow.
W przypadku dwoch kandydatow — Mariana Krzaklewskiego 1 Lecha Walesy mozna
zaobserwowac, ze relatywnie spora czg$¢ elektoratu stanowia ludzie starsi (od 65 roku
zycia) — dowodem tego jest wystgpowanie w obu przypadkach, w tym zakresie,

pojedynczej warto$ci modalnej rozktadu zmiennej losowej wiek.

Rozktad elektoratu Lecha Walgsy cechuje si¢ najwigksza réwnomierno$cia —
wystgpuja w nim dwa niezbyt wyrazne mody dla warto$ci zmiennej losowej wiek réwnych

451 65.

Struktura wiekowa elektoratu dwoch liderow sondazu, jak i rdwniez samych
wyborow - Aleksandra Kwasniewskiego i Andrzeja Olechowskiego jest podobna, z silnym
maksimum rozktadu w okolicach 40-45 roku zycia. Warto jednak zauwazy¢ przesunigcie
tego maksimum w przypadku drugiego z kandydatéw w kierunku mniejszych warto$ci
zmiennej losowe] wiek. Przesunigcie to, wraz ze stabo zaznaczonym modem w okolicach
19 lat $wiadczy, ze wsrdd glosujacych na Andrzeja Olechowskiego wystepuje wigkszy

odsetek ludzi mtodych.

W rozktadzie zmiennej losowe] wiek dla grupy respondentéw ktorzy na pytanie
ankietera odpowiedzieli ,nie pamigtam” posiada dwie wyrazne wartosci modalne:
w okolicach 32 1 65 roku zycia. Mozna domniemywaé, ze odpowiedz taka wynika
z niechgci do udzielania tego typu informacji. W przypadku 30-latkow powodowane moze
by¢ generalna niechecia do polityki, a w przypadku ludzi starszych — nieufno$cia co do

intencji pytajacego i zachowania tajnosci odpowiedzi.

Dowodem na reprezentatywno$¢ danych sondazowych oraz skuteczno$¢
zastosowane] metody badawcze] moze by¢ poréwnanie zaprezentowanych rezultatow
z uzyskanymi poprzez tzw. exit-polls czyli “sondazu prowadzonego w czasie wyborow,
w ktérym wyborcy wychodzacy z lokali wyborczych (polling station) odpowiadaja na
pytanie na kogo glosowali” [13]. Skrot wynikow takiego badania w trakcie wyborow

prezydenckich w 2000 roku podaje [15]. Przedstawione sa one w tabeli 3.2.

Rezultat tak przeprowadzonej weryfikacji jest pozytywny. Potwierdzone zostaje
m.in. twierdzenie o wzglednie najwigkszym odsetku ludzi starszych wsrdd glosujacych na
Mariana Krzaklewskiego oraz informacja o strukturze elektoratu Andrzeja Olechowskiego,

wskazujaca na relatywnie duzy w nim udziat ludzi mtodszych.
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Tabela 3.2 Wyniki sondazu wyborczego (na zlecenie portalu interia.pl)

Wiek Marian _ Alek'se_mder. Andrzej _
Krzaklewski Kwasniewski Olechowski
18-24 10,2 15,8 18,9
25-39 23,0 26,7 31,3
40-59 38,5 40,9 38,4
60 i wiecej 28,2 16,6 11,4

3.3.

asynchronicznego

Wykrywanie uszkodzen silnika

Jedna z mozliwosci wykorzystania estymatorow jadrowych jest ich uzycie do

detekcji 1 diagnozy uszkodzen. Niniejszy rozdziat poswigcony zostat badaniu przydatnosci

estymacji jadrowej do wykrycia uszkodzenia i1 probie oszacowania jego wielkosci

w przypadku tréjfazowego silnika asynchronicznego.

W pracy wykorzystano zbiory danych wyznaczonych numerycznie w zakresie

czgstotliwosci 0-2500 Hz. Zostaty one wygenerowane na podstawie modelu zbudowanego

w programie Matlab. Opis powyzszego modelu mozna znalez¢ w publikacji [14].

Najwazniejszy wzor, z ktorego korzystano m.in. przy wyznaczaniu pradow stojana ma

postac:
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W réwnaniu tym [R"] oznaczaja macierze rezystancji stojana oraz wirnika, [LES”}] -

macierze indukcyjnosci wiasnych, [M ,] — macierze indukcyjnos$ci wzajemnych, [U :7] —

wektory sktadowych harmonicznych napigcia stojana, [I,Ef;’}] — wektory sktadowych

harmonicznych pradéw stojana oraz wirnika.
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Zatozonym uszkodzeniem jest zmiana rezystancji jednego z pretow klatki wirnika.
Oryginalne dane zawieraja wartosci sktadowych harmonicznych pradu dla danej fazy
uzwojenia stojana, potaczonego w gwiazde bez przewodu zerowego wraz
czestotliwosciami tych harmonicznych. Powyzsze dane dotycza symulacji nastgpujacych

przypadkow:
e symetrii elektrycznej klatki wirnika (silnik w pelni sprawny),

o klatki, w ktorej jeden z pretow ma zwigkszong rezystancjg o 10% w stosunku do

pozostatych (nieznaczne uszkodzenie silnika),

o klatki, w ktorej jeden z pretow ma zwigkszona rezystancj¢ o 100% w stosunku

do pozostatych (powazne uszkodzenie silnika),

e Kklatki, w ktorej jeden z pretow ma zwigkszona rezystancje 20 razy w stosunku

do pozostatych (bardzo powazne uszkodzenie silnika).

Wszystkie te przypadki zostaty rozpatrzone dla poslizgu s = 0,05 oraz s = 0,07

(poslizg znamionowy).

W celu identyfikacji uszkodzen silnika asynchronicznego stworzono nowe
zmienne, ktore zostaly wykorzystane w programie KDEstim. Powyzsze dane zostaty
podzielone na 8 reprezentatywnych grup: po cztery dla poslizgu s = 0,05 oraz s = 0,07,
w zalezno$ci od stopnia uszkodzenia silnika. Dla kazdej skladowej harmonicznej
w poszczegdlnych grupach policzona zostata warto$¢ bezwzgledna z réznicy pomiedzy
pierwsza a druga sktadowa pradu stojana. Poniewaz dla poszczegdlnych czestotliwosci
wartosci te roznity si¢ o kilka rzedow wielkosci, zostalty one przekonwertowane do skali

logarytmiczne;.

Powstata w ten sposoéb dwuwymiarowa zmienna losowa, ktorej pierwsza sktadowa
jest logarytm naturalny z wartosci bezwzglednej roznicy dwoch harmonicznych
sktadowych prqdu uzwojenia stojana a druga - czestotliwos¢ harmonicznej. Wyniki
estymacji dla poslizgu s = 0,05 prezentuja rysunki 3.16 — 3.19, a dla poslizgu s = 0,07 —
rysunki 3.20-3.23.
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Rysunek 3.16. Wyniki estymacji dla sprawnego silnika (poslizg s = 0,05).
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Rysunek 3.17. Wyniki estymacji dla silnika nieznacznie uszkodzonego - rezystancja jednego
z uzwojen jest wigksza o 10 % (poslizg s = 0,05).
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Rysunek 3.18. Wyniki estymacji dla srednio uszkodzonego silnika - rezystancja jednego
z uzwojen jest dwa razy wigksza (poslizg s = 0,05).
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Rysunek 3.19. Wyniki estymacji dla calkowicie uszkodzonego silnika - rezystancja jednego
z uzwojen jest 20 razy wieksza (poslizg s = 0,05).

Identyfikacja rozktadu w systemach rzeczywistych za pomoca estymatordow jadrowych 63



Rozdziat 3. Estymacja rozktadéw w wybranych systemach rzeczywistych

f[Hz]
23
2
13
a7
15
In 13
-
3
7
5
3
a) 00 BO0 900 1200 1500 1800 2100 2400
0.00012 il
0.0001
fe-fi05
Fe-[I05 oo | 7
e |
2e-
0 00 GO0 900 1200 1500 1800 2100 2400

b)
Rysunek 3.20. Wyniki estymacji dla sprawnego silnika (poslizg s = 0,07).
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Rysunek 3.21. Wyniki estymacji dla silnika nieznacznie uszkodzonego - rezystancja jednego
z uzwojen jest wigksza o 10 % (poslizg s = 0,07).
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Rysunek 3.22. Wyniki estymacji dla silnika $rednio uszkodzonego - rezystancja jednego
z uzwojen jest dwa razy wigksza (poslizg s = 0,07).
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Rysunek 3.23. Wyniki estymacji dla calkowicie uszkodzonego silnika - rezystancja jednego
z uzwojen jest 20 razy wieksza (poslizg s = 0,07).
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Pierwszym wnioskiem dotyczacym powyzszych wynikow jest zdecydowane
roznica ksztattu funkcji gestosci dla silnika sprawnego, a tej samej funkcji dla silnika
uszkodzonego (nawet przy niewielkim defekcie). Dotyczy to zarowno rozktadu maksimow

jak 1 potozenia zakresu najbardziej prawdopodobnych wartosci zmiennej losowe;.

Dla sprawnego silnika, zarowno dla poslizgu s = 0,05 jaki i s = 0,07, zauwazy¢
mozna wyrazne maksimum dla wyzszych czgstotliwosci 1 rdznicy pradéw ok.16 pA.
Natomiast w przypadku silnika uszkodzonego (w niewielkim lub $rednim stopniu)
powyzej opisane maksimum zanika, pojawia sig¢ z kolei inne — dla czgstotliwos$ci znacznie
mniejszych. Druga wspoétrzedna przyjmuje dla tego maksimum wartosci pomigdzy -14

a -16 (po przeliczeniach réznica pradow wynosi od 0,8 pA do 0,1 pA).

Bardzo ciekawy rozktad mozna zaobserwowac dla najbardziej uszkodzonego
silnika. Dla poslizgu s =0,05 cechuje si¢ on 4 wyraznymi modami dla czgstotliwos$ci
rownych okoto 200, 800, 1400 oraz 1800 Hz. Dla poslizgu s = 0,07 rozktad ten znacznie

rozni sig tez od pozostatych przypadkoéw uszkodzen.

Przede wszystkim warto jednak zauwazy¢ przesunigcie ,,pasma” rozktadu

w przypadku silnika uszkodzonego — w kierunku mniejszych réznic pradéw stojana.

Na podstawie powyzszych obserwacji mozna stwierdzi¢, ze stosowanie
estymatorow jadrowych do detekcji uszkodzen daje dobre rezultaty. Jednak ich
przydatnos¢, w tej postaci, do diagnozy uszkodzen nie zostata w peli potwierdzona
(chociaz proponowana metoda rozrdznia catkowite uszkodzenie silnika). Wprowadzenie
dodatkowej zmiennej do analizy prawdopodobnie wplyngtoby na lepsze okreslenie

wartos$ci uszkodzenia i jego przypuszczalng lokalizacje.
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3.4. Analiza wybranych rozkladéw z zakresu
fizyki wysokich energii

Obiektem rozwazan w tej czgSci pracy jest identyfikacja rozktadu zmiennych
losowych mierzonych w eksperymencie fizyki wysokich energii. Przedstawione proby
zostaly uzyskane przy pomocy detektora ZEUS na akceleratorze HERA w DESY
w Hamburgu. Dane doswiadczalne zgromadzono w dedykowanych pomiarach majacych
na celu precyzyjne wyznaczenie wartosci przekroju czynnego na fotoprodukcje. Dane
symulowane uzyskane przy pomocy metod Monte Carlo dotycza procesu promieniowania
hamowania — bremsstrahlungu. Szczegdlowe informacje dotyczace strony teoretycznej
omawianych zjawisk, jak i eksperymentéw akceleratora HERA, w ktorym byty one badane

mozna znalez¢ w artykutach [1], [2] oraz [3].

3.41. Analiza procesu fotoprodukciji

W procesie fotoprodukcji rzeczywiste fotony oddziatywujac z materia (w tym
wypadku z protonami) produkuja hadrony w stanie koncowym. Przypadki oddzialtywan,
dla ktorych obserwowano pozytron (antyczastke elektronu) w dedykowanym kalorymetrze
elektronowym [1] 1 jednocze$nie obserwowano znaczaca aktywno$¢ w gldéwnym
kalorymetrze detektora ZEUS, byly akceptowane i zapisywane na dysku. W czasie trwania
eksperymentu wybrano szersza klasg oddziatywan (spetniajacych tagodniejsze zadania) do
zapisania na dysku. Mialo to na celu z jednej strony mozliwos$¢ kalibracji aparatury
doswiadczalnej a z drugiej kontrole proceséw sktadajacych si¢ na tto. W szczegdlnosci
dane te zwieraly znaczny procent danych pochodzacych z procesu bremsstrahlungu czy tez
promieniowania w stanie poczatkowym (patrz: [3]). Dane te pochodza z 1996 roku, gdy
akcelerator HERA zderzat ze soba wiazke pozytronow o energii 27,5 GeV z wiazka
protonow o energii 820 GeV.

Z otrzymanych w ten sposéb danych wyodrebniono proby nastepujacych zmiennych

losowych:

- elume — energia elektronu, mierzona przez kalorymetr elektronow, wyrazona
w GeV (licznos¢: 4395),

- elumg — energia fotonu, mierzona przez kalorymetr fotonowy [1], wyrazona
w GeV (licznosc: 4395),
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- elumevsg — energia elektronu wzglgdem energii fotonu (zmienna

dwuwymiarowa o licznos$ci: 4395),
-z vertex — potozenie wierzchotka oddziatywania, w cm (licznos$¢: 4395).

Rysunki 3.24 — 3.27 prezentuja rozklady prawdopodobienstwa wyzej
wymienionych zmiennych losowych — uzyskane poprzez zastosowanie estymatorow
jadrowych o wspolczynnikach wygtadzania uzyskanych metoda plug-in (rozktady elume,
elumg, z vertex) oraz przy zastosowaniu wzoru (1.52) (rozktad elumevsg). W przypadku
rozktadow zmiennych elume, elumg, elumevsg skorzystano réwniez z lewostronnego
ograniczenia no$nika w zerze, (aby odda¢ rzeczywisty charakter zmiennej losowej, ktora
nie moze przyjmowac¢ wartosci ujemnych). Dla rozkladow elume, elumg, z vertex
zastosowano takze modyfikacje parametru wygtadzania, natomiast w przypadku elumevsg

transformacjg liniowa.
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Rysunek 3.24. Rozklad energii elektronu mierzonej przez kalorymetr elektronowy. Dane
dotyczace procesu fotoprodukeji /h = 0,53/.
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Rysunek 3.25. Rozklad energii fotonu mierzony w kalorymetrze fotonowym. Dane dotyczace
fotoprodukcji /h = 0,17/.
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Rysunek 3.26. Dwuwymiarowy rozklad energii elektronu wzgledem energii fotonu w danych
dotyczacych fotoprodukcji /h = 0,17/
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Rysunek 3.27. Rozklad polozenia wierzcholka oddzialywania elektron-proton w zjawisku
fotoprodukcji /h = 3,29/

Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa energii elektronu posiada jedno wyraziste
maksimum (dla ok. 16-17 GeV). Ksztalt rozkladu jak i polozenie maksimum sa zgodne
z wynikami zaprezentowanymi w pracy [3]. Zakres energii elektronu wynika z wtasnos$ci
pol magnetycznych uzytych do prowadzenia wiazki elektronowej oraz wlasnosci

geometrycznych i dynamicznych tej wiazki (na przyktad: rozbieznosci katowej).

Rozktad energii fotonu jest ciagly z maksimum w zerze idrugim szerokim
maksimum w okolicy 10-13 GeV. Jak wspomniano wyzej dane te zawieraja dane z procesu
fotoprodukcji, promieniowania w stanie poczatkowym 1 bremsstrahlungu. Dla czystej
fotoprodukcji nie obserwuje si¢ fotonu w kalorymetrze fotonowym. Szerokie maksimum
w zerze odpowiada przypadkom czystej fotoprodukcji 1 fotoprodukcji z promieniowaniem
w stanie poczatkowym lub stowarzyszonym z promieniowaniem synchrotronowym.

Szerokie maksimum w okolicy 10-13 GeV pochodzi od przypadkow bremsstrahlungu.

Laczna mierzona energia rozproszonego elektronu i fotonu w przypadku
promieniowania hamowania byla w przyblizeniu réwna energii pierwotne] wiazki
elektronow (27,5 GeV), co obrazuje wydtuzony mniejszy ,,garb” rozktadu (rysunek 3.26),
zaktadajac, ze obie energie sa rézne od zera. ,,Garb” ten obrazuje anty-korelacje miedzy

energiami elektronu i fotonu.
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W przypadku, gdy energia fotonu mierzona przez kalorymetr jest rowna lub bliska

zeru widmo energii elektronu posiada wyrazne maksimum w 16-17 GeV.

Rozktad potozenia wierzchotka oddziatywania ma jedno wyrazne maksimum
(w okolicy 0 cm). W kierunku dodatnim krzywa rozktadu zanika do zera dla ok. 110 cm,
ujemnym — dla -200 cm. Asymetryczno$¢ ta wynika ze struktury wiazek protonowej

1 elektronowej oraz ze struktury czasowej akceleratora HERA.

3.4.2. Analiza zjawiska bremsstrahlungu

Proby drugiej grupy zmiennych losowych otrzymano z wynikéw symulacji Monte-
Carlo zjawiska bremsstrahlungu podczas zderzen elektrondéw o energii 27,5 GeV
z protonami o energii 820 GeV. Bremsstrahlung (niem. bremsen — hamowac, strahlung —
promieniowanie) to promieniowanie hamowania emitowane przez naladowana czastke

poruszajaca si¢ (wyhamowywana) w polu elektrycznym.

W przypadku tego zjawiska przedmiotem analizy byly rozklady nastepujacych

zmiennych:
- elume — energia elektronu, wyrazona w GeV (liczno$¢: 4395),

- elumg — energia fotonu, wyrazona w GeV (licznos¢: 4395),

elumevsg — energia elektronu, energia fotonu (zmienna dwuwymiarowa

o licznosci: 4395),
- z_vertex — polozenie wierzchotka oddziatywania, w cm (licznos¢: 4395).

Estymaty rozktadow tychze zmiennych uzyskane przy uzyciu tej samej metodologii jak

w przypadku rozktadow w zjawisku fotoprodukcji przedstawiaja rysunki 3.28 — 3.31.
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Rysunek 3.28. Rozklad energii elektronu mierzonej przez kalorymetr elektronowy
w symulacji zjawiska bremsstrahlungu /h = 0,17/
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Rysunek 3.29. Rozklad energii fotonu mierzonej przez kalorymetr fotonowy w symulacji
zjawiska bremsstrahlungu /h = 0,01/
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20

Rysunek 3.30. Rozklad energii elektronu wzgledem fotonu mierzonej w symulacji zjawiska
bremsstrahlungu /h = 0,20/
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Rysunek 3.31. Symulowany rozklad polozenia wierzcholka oddziatywania elektron-proton
/h=2,52/
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Rozktad energii elektronu posiada szerokie maksimum w zakresie 10-13 GeV oraz
silne maksimum w zerze. Wiasnosci tego rozktadu sa w bardzo duzym stopniu okreslone
poprzez wlasnosci geometryczne i dynamiczne wiazki elektronowej oraz wlasnosci

geometryczne 1 pomiarowe kalorymetru elektronowego.

Krzywa rozktadu energii fotonu jest zblizona do idealnej, przewidywanej przez
teori¢ krzywej logarytmicznej. Maksimum w zerze jest zwiazane z budowa uktadu

kalorymetru fotonowego, a zwlaszcza z jego akceptancja geometryczna i energetyczna.

Ksztalt rozktadu elumevsg dla niewielkiej energii fotonu (ponizej 3GeV) jest
wynikiem skomplikowanego zlozenia czynnikow takich jak: geometria aparatury, wiazki

elektronowej 1 zdolnosci rozdzielczej przyrzadow pomiarowych.

Rozktad wierzchotka oddziatywania jest roztozony symetrycznie wzgledem zera,

w ktorym posiada wyrazne maksimum, i zanika dla ok. 100 cm.

Przedstawione rezultaty estymacji sa zgodnie z wynikami wcze$niej
przeprowadzanych badan w zakresie rozkladow energii w zjawiskach fotoprodukcji
1 bremsstrahlungu. Pozwalaja rowniez na wyciagnigcie podobnych wnioskow dotyczacych
natury rozwazanych zjawisk. Metodyka estymatorow jadrowych znajduje zatem swe
efektywne zastosowanie rowniez w ztozonej, acz interesujacej dziedzinie fizyki wysokich

energii.
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W niniejszej pracy przedstawiono problem konstruowania estymatora jadrowego
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej. W celu przeprowadzenia numeryczne;j,
eksperymentalnej analizy danych przy uzyciu tej metody, stworzono program
komputerowy KDEstim. Pozwala on na wyznaczenie estymatora jadrowego zmienngj
losowej na podstawie danej proby, obliczenie kilkoma metodami wspotczynnika
wygladzania wilasciwego dla rozwazanego problemu, a takze wizualizacj¢ i1 zapis

otrzymanych wynikéw.

W programie zaimplementowano trzy procedury pozwalajace na popraweg jakosci
estymatora: transformacj¢ liniowa, modyfikacj¢ parametru wygladzania oraz ograniczenie
nos$nika zmiennej losowej. Warto rowniez podkresli¢, ze nie ograniczono si¢ jedynie do
przypadku rozktadow jedno- i dwuwymiarowych. Program KDEstim pozwala bowiem na
rozwazanie proby n-wymiarowej — jedynym ograniczeniem sa tu: wielko$¢ pamigci 1 moc
obliczeniowa komputera na ktorym program ow dziala. O otwartosci przedstawionego
narzedzia §wiadczy takze uzycie plikow tekstowych jako formatu obstugiwanych danych.
Sa one dogodne do uzyskania — jako zrédta prob i odpowiednie do dalszej analizy — jesli

zawieraja wyniki estymacji.

W toku pracy poddano analizie kilka rozktadow pochodzacych z wybranych
systemow rzeczywistych z zakresu inzynierii, nauk przyrodniczych i socjologicznych.
Analiza ta, poza dostarczeniem interesujacych wnioskow (podanych w kazdym
z rozdziatow jej poswigconych), zweryfikowata pozytywnie skuteczno$¢ zastosowanej

metodologii oraz jako$¢ stworzonego programu.

Praca niniejsza stanowi rowniez cenny impuls w zakresie przyszlych badan
prowadzonych w dziedzinie estymatoréw jadrowych. Zauwazono problem w zastosowaniu

metody krzyzowego uwiarygodniania w przypadku skwantowanych danych oraz
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zweryfikowano skuteczno$¢ randomizacji jako przyktadowego sposobu jego rozwiazania.
Roéwniez drastycznie wzrastajacy, z liczno$cia i wymiarem proby, czas obliczen nasunat
pomyst zastosowania metod przetwarzania rownoleglego w celu wyznaczenia estymatora

jadrowego zmiennej losowej wielowymiarowe;.

Praca, poza warto$cia naukowo-dydaktyczna, posiada réwniez znaczenie
popularyzatorskie, przedstawiajac zastosowania metody estymatorow jadrowych, ktora jest
w Polsce stosunkowo nieznana i rzadko stosowana. W tym celu dolaczono do niej takze
krotki opis implementacji metody estymacji jadrowej w istniejacych narzedziach
statystycznych (patrz: dodatek B). Jest to o tyle cenne, Ze analizujac wyniki otrzymane
w wyniku uzycia tej metody oraz duzy potencjal mozliwosci, jakie ona posiada, mozna
zaleca¢ jej czgstsze stosowanie w wielu problemach z dziedziny szeroko rozumianej

analizy 1 eksploracji danych.
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DODATEK A. OPIS ZAWARTOSCI PLYTY CD

Do niniejszej pracy dotaczono no$nik CD zawierajacy:

e program KDEstim (w wersji instalacyjnej i wykonywalnej) oraz jego kod zrodtowy

— w katalogu \KDEstim,

e proby badanych rozktadow oraz wyniki estymacji

— w katalogu \data,

e kod zrédlowy programu w jezyku Visual Basic pakietu Statistica wyznaczajacego
estymator jadrowy ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
wielowymiarowej (patrz: dodatek B)

— w katalogu \Statistica,

e dokument Microsoft Word zawierajacy tekst pracy

— w katalogu \documentation.
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DODATEK B. ESTYMATORY JADROWE
W DOSTEPNYCH NARZEDZIACH
STATYSTYCZNYCH

Skuteczna 1 szybka analiz¢ statystyczna mozna przeprowadzi¢ przy uzyciu wielu
istniejacych na rynku programéw ku temu celu przeznaczonych. Celem niniejszego
rozdziatu jest przedstawienie metodologii procesu estymacji przy uzyciu estymatorow
jadrowych w dwoch liczacych si¢ $srodowiskach stluzacych do obliczen statystycznych:

w darmowym programie R (http://www.r-project.org/) i w rozwijanym przez firme Statsoft

pakiecie Statistica (http://www.statsoft.pl/)

Jak podaje internetowa encyklopedia WikiPedia ,,GNU R jest jezykiem
programowania i srodowiskiem do obliczen statystycznych i wizualizacji wynikow. Jest to
projekt GNU podobny do jezyka i srodowiska S stworzonego w Bell Laboratories
(dawniejsze AT&T, obecnie Lucent Technologies) przez Johna Chambersa i1 jego
wspotpracownikow. R moze by¢ traktowane jako implementacja jgzyka 1 catego
srodowiska S [16].

W R proces estymacji ggstosci rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej losowej
jedno- lub dwuwymiarowej mozna przeprowadzi¢ przy uzyciu odpowiednich funkcji
z pakietow stats i MASS. 1 tak: funkcja density (pakiet stats) pozwala na uzyskanie
estymatora gestosci dla zmiennej jednowymiarowej, z okreslonym jadrem (w wersji 2.1.1
pakietu stats dostgpne sa jadra Epanecznikowa, jednostajne, dwuwagowe, normalne,
trojkatne 1 cosinusowe) 1 podanym parametrem wygtadzania (mozliwy jest réwniez dobor
tego parametru przy pomocy metod opisanych w rozdziale 1.5). Natomiast estymator
rozktadu zmiennej losowej dwuwymiarowej otrzymuje si¢ w R przy uzyciu funkcji kde2d
z pakietu MASS.
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Rysunek B.1 zostat wykonany w programie R. Przedstawia on pordwnanie
wynikow estymacji dla wyzej wymienionych typow jader. Kod napisany w jezyku R ma

nastepujaca postac:

u=c(-0.5,0,0.5,2,4)

(kernels <- eval (formals(density.default) Skernel))

h.f <- sapply(kernels, function(k)density(kern = k, give.Rkern = TRUE))

(h.f <= (h.f["gaussian"] / h.f)" .2)

bw <- bw.SJ(u) ## sensible automatic choice

plot (density(u, bw = bw, n = 2713))

for(i in 2:length(kernels))

lines (density(u, bw = bw, adjust = h.f[i], kern = kernels[i],

n = 2"13), col = 1)

legend (55, 0.035, legend = kernels, col = seq(kernels), lty = 1)

points (u, 0*u,pch="|", cex=3)
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Rysunek B.1. Poréwnanie kilku typow jader (program R)

Statistica jest uniwersalnym, zintegrowanym systemem stuzacym do statystycznej
analizy danych, tworzenia wykresow, operowania na bazach danych, wykonywania
transformacji danych i tworzenia aplikacji. W sktad systemu wchodzi wszechstronny
zestaw zaawansowanych procedur analitycznych, stosowanych w nauce, biznesie, technice

oraz zgltebianiu danych” [15].

Pakiet Statistica nie zawiera, w swej podstawowe] wersji, procedur pozwalajacych
na sprawne wyznaczenie estymatora gestosci prawdopodobienstwa metodyka estymatorow
jadrowych. Pozwala jednakze na tworzenie wiasnych programéw w jezyku Visual Basic —
nic nie stoi zatem na przeszkodzie by zaimplementowac ta metode estymacji. Ponizej

przedstawiono listing prostego programu realizujacego estymacje gestosci rozkladu
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prawdopodobienstwa n-wymiarowej zmiennej losowej (ktorej proba zawarta jest
w aktywnym arkuszu Statistica). Program wymaga podania wspotczynnika wygtadzania
- dodanie funkcjonalnosci doboru tego wspotczynnika na podstawie metod opisanych
w rozdziale 1.5 nie stanowitoby jednak wigkszej trudno$ci. Zastosowano w nim estymator

o0 jadrze normalnym radialnym.

Sub Main
Dim s As Spreadsheet
Dim res s As New Spreadsheet
Dim tempstring As String
Dim
h,Minx () ,Maxx (), Stepx (), Tempx (), pierw,data length, kernel value,eksp As
Double
Dim dimension, results no,i,Jj,p,k,1,m As Integer
' first we should "load data" from active spreadsheet
Set s = ActiveSpreadsheet
If s Is Nothing Then GoTo Leave
' check dimension
dimension = s.Variables.Count
data length = s.Cases.Count
ReDim Minx (dimension)
ReDim Maxx (dimension)
ReDim Stepx (dimension)
ReDim Tempx (dimension)
' get estimation ranges:
results no=l
For i=1 To dimension
' minimum
tempstring = InputBox ("Enter x"+CStr(i)+" min:")
If tempstring = vbNullString Then
MsgBox "No value entered"
GoTo Leave
End If
Minx (i) =CDbl (tempstring)

' maximum
tempstring = InputBox ("Enter x"+CStr (i)+" max:")
If tempstring = vbNullString Then
MsgBox "No value entered"
GoTo Leave
End If
Maxx (1)=CDbl (tempstring)

' step
tempstring = InputBox ("Enter x"+CStr (i)+" step:")
If tempstring = vbNullString Then
MsgBox "No value entered"
GoTo Leave
End If
Stepx (1) =CDbl (tempstring)
' count overall number of points
results no=results no* ((Maxx(i)-Minx(i))/Stepx(1l)+1)
Tempx (1) =Minx (i)
Next i
' get bandwidth
tempstring = InputBox ("Enter bandwidth:")
If tempstring = vbNullString Then

Zenon Cyganek, Szymon tukasik 82



Dodatek B Estymatory jgdrowe w dostepnych narzedziach statystycznych

MsgBox "No value entered"
GoTo Leave
End If
h=CDbl (tempstring)
' calculate kernel (result saved into a new spreadsheet)
first prepare clean spreadsheet
' delete old variables
' add new ones
res s.AddVariables ("Results",0,dimension)
res_s.AddCases (0, results no)
res_s.SetSize(results no,dimension+l)
' then perform calculations
For i=1 To results no
' loop through data set
kernel value=0
For k=1 To data_ length
pierw=0
' loop through dimensions
For 1=1 To dimension
pierw=pierw+ (Tempx (1) -s.Value(k,1))"2
Next 1
' underflow protection - this part is optional
(when working without this protection on complex data
“invalid floating point operation” may occur)
eksp=Exp (-pierw/2/h"2)
If Abs (eksp)<1E-308 Then
kernel value=0

A}

A}

Else
kernel value=kernel value+teksp
End If
Next k
' normalize & save kernel value
res_s.Value (i,dimension+l)=((kernel value* (2*PI)" (-
dimension/2)) /data length)/ (h"dimension)
' save point coordinates
For m=1 To dimension
res_ s.Value (i,m)=Tempx (m)
Next m
' if last one was calculated - leave
If i=results no Then
GoTo SaveAndLeave
End If
' generate next estimated point
j=dimension
While (Abs(Tempx(j) - Maxx(j))<1lE-6)
j=j-1
Wend
Tempx () =Tempx (Jj) +Stepx(7)
If Tempx (j)>=Maxx(j) Then
Tempx () =Maxx (J)
End If
For p=3j+1 To dimension
Tempx (p) =Minx (p)
Next p
Next i
' here save and leave
SaveAndLeave:
res_s.Activate
res_s.Visible=True
' do not save - just leave (some error?)
Leave:
End Sub
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Uzyskane w programie Statistica przykladowe wizualizacje rozkladu zmiennej
dwuwymiarowej o probie 5 elementowej: [/, 4, 3,2,;2,2, 5,5, 2,3] przedstawia

rysunek B.2 (uzyto wspdtczynnika wygtadzania 7 = 0,5 ).
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Rysunek B.2. Estymacja jadrowa w programie Statistica
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