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1. Wprowadzenie

Estymacja funkcji gestosci rozkladu zmiennej losowej jest jednym z glownych
zagadnien z zakresu Stosowania metod statystycznych. Tradycyjne metody estymacji
polegaja na zatozeniu z goéry ustalonego typu rozkladu zmiennej losowej, a nastgpnie
okresleniu parametréw definiujacych ten rozktad. Z tego tez powodu og6lnie nazywa si¢ je
metodami parametrycznymi.

Istnieje bogata literatura przedmiotowa opisujgca algorytmy pomocne przy ich
stosowaniu (np. [5,6]), jednak w obecnych czasach mozliwosci ich uzycia do modelowania
systemoOw rzeczywistych stajg si¢ coraz bardziej niewystarczajace.

Oznaczenia
X — rozwazana zmienna losowa
n — wymiar zmiennej losowej X
X,y X,s...y X, — proba losowa zmiennej X
m — liczno$¢ elementow proby
f(x) — funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowej X
f (%) — estymator funkcji gegstosci rozktadu skonstruowany na podstawie proby X
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Glownym powodem takiego stanu jest wlasnie konieczno$¢ ograniczenia si¢ w praktyce do
kilkunastu dostgpnych typéw rozkladow. Sytuacja staje si¢ jeszcze bardziej ztozona w
przypadku rozwazania wielowymiarowych zmiennych losowych.

Wymienionej powyzej wady nie posiadaja metody nieparametryczne, takie jak np.
najprostsze histogramy czy, bedace tematem niniejszego artykutu, estymatory jgdrowe
(ang. Kernel Density Estimators — KDE). W metodach tych nie okresla si¢ a priori typu
rozktadu charakteryzujacego badane zmienne. Doboru funkcji opisujacych rozklad i ich
wspotczynnikow dokonuje si¢ stosujac odpowiednie kryteria optymalizacyjne. Kolejnym
przyczyna coraz czgstszego si¢gania po metody nieparametryczne jest gwattowny wzrost
mocy obliczeniowej wspotczesnych komputeréw, umozliwiajacy rozwigzywanie w coraz
krotszym czasie coraz bardziej ztozonych problemow.

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie zarysu wiedzy na temat estymatorow
jadrowych (praktycznie w polskiej literaturze, poza pozycjami [7,8], pomijanymi) oraz
zaprezentowanie praktycznego zastosowania tychze estymatoréw do identyfikacji rozktadu
konkretnych systemow rzeczywistych.

Rozdziat 2 niniejszej publikacji zawiera podstawowe informacje teoretyczne na temat
estymatoréw jadrowych, doboru jgdra — funkcji stanowiacej o postaci estymatora oraz
wspolczynnika wygladzania — zapewniajacego ,,skalowanie” jader dla rozwazanego
problemu.

Rozdzial 3 opisuje praktyczng implementacj¢ metody estymatoréw jadrowych
wykorzystywang w niniejszej publikacji oraz prezentuje rezultaty identyfikacji Kilku
wybranych systemow rzeczywistych uzyskane opisywang we wczesniejszym rozdziale
metodyka.

2. Estymatory jadrowe

Estymator jadrowy funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X
definiuje si¢ jako:

f(x)=— iK(X_hXiJ )

mh" =
gdzie:
h>0 — tzw. wspotczynnik wygtadzania.
K:IR" —[0,00) - funkcja spetniajaca warunki:
[Kdx =1 (2)
et
KX)=K(-x) V xelR" 3)
K(0)2K(x) V xelR" (4)

Odwzorowanie K jest nazywane jgdrem (ang. kernel) przez analogie do jadra operatora
catkowego.
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Na jakos$¢ estymacji jadrowej duzy wptyw maja: wybor postaci jadra oraz zastosowanie
odpowiedniej warto$ci parametru wygladzania. Zagadnienia te zostang one omowione
pokrotce w kolejnych podrozdziatach.

2.1. Wybor postaci jadra

W praktyce wymagania wobec funkcji jadra przedstawione na poczatku niniejszego
rozdziatu spetnia wiele funkcji analitycznych (najcze$ciej stosowane wymieniono w [8]).
Wybér jadra przeprowadza si¢ zatem biorac pod uwage rozmaite dodatkowe kryteria
wynikajace z rozwazanego problemu. Przykladowo, gdy wymagane jest by rozktad
posiadat pochodne dowolnie wysokiego rzedu mozna stosowaé jadro normalne, gdy
natomiast pozadane jest ograniczenie no$nika zmiennej losowej mozna uzy¢ jadra typu
dwuwagowego lub Epanecznikowa.

Przy wyborze typu jadra istotna jest rowniez jego efektywnos$¢ tj. stopien, w jakim
minimalizowana jest przy jego zastosowaniu warto§¢ scatkowanego Dbledu
sredniokwadratowego MISE (ang. Mean Integrated Square Error). Najwyzsza efektywno$é
posiada jadro Epanecznikowa. Warto nadmieni¢ jednak, ze spadek efektywnosci w
przypadku stosowania innych standardowych typow jader jest niewielki np. w przypadku
jadra normalnego wynosi on 5%, tak wiec bez wielkiej szkody dla przebiegu estymacji przy
wyborze funkcji jadra mozna kierowac si¢ innymi, wspomnianymi wyzej, przestankami.
Przedstawione w pracy wyniki uzyskano przy uzyciu estymatorow z jadrem normalnym.

W przypadku wielowymiarowym stosuje sie jadra dwoch rodzajow: jadra radialne lub
jadra produktowe.

Nazwa jadra radialnego wywodzi si¢ od symetrii radialnej, ktora to jadro wykazuje.
Definiuje sie je nastepujaco:
J ®)

gdzie: K* oznacza jednowymiarowa funkcje jadra, a c, - stalg zapewniajaca spelnienie
przez jadro K warunku (2).

X=X
h

K(x):cnKl[

Z kolei jadro produktowe stanowi iloczyn (ang. product) jader jednowymiarowych:
X
KX)=K[ |7 ]]|=K(x) K (x,)-....K*(x,) (6)

Kazde z jader Kl(xi) moze by¢ definiowane przez funkcje réznego typu (choé ze
wzgledow praktycznych nie jest to zalecane). Jadra te wyrdzniaja rowniez przypisane do
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nich wspotczynniki wygtadzania h, (zatem czynnik normujacy h" w definicji (1) przyjmuje
posta¢ h" =] Th, .
i=1

Mimo iz wigksza efektywno$¢ (o 2% przyktadowo - dla jader Epanecznikowa
i wymiaru n=2) wykazuje jadro radialne, to w przypadku wielowymiarowej zmiennej
losowej mozna zalecaé stosowanie jadra produktowego. Sugestia ta wynika z praktycznych
zalet tej postaci jadra, takich jak: tatwos$¢ wyznaczenia wspotczynnika wygladzania czy tez
bezproblemowe przeprowadzanie estymacji w przypadku, gdy zmienna losowa posiada
rozne skale poszczegolnych wspotrzgdnych (wybor jadro radialnego w takiej sytuacji wigze
si¢ z przeprowadzeniem dodatkowej transformacji liniowej).

2.2. Wyznaczanie parametru wygladzania

Kluczowe znaczenie dla uzyskania wysokiej jakosci estymacji ma wiasciwy dobor
wspoétczynnika wygladzania. Zbyt duza jego warto$¢ powoduje nadmierne ,,rozmycie”
funkcji gestosei rozktadu prawdopodobienstwa, zbyt mata — jego przesadne ,,wyostrzenie”.

Wiekszo$¢ opracowanych, w celu wyznaczenia optymalnej wartosci wspotczynnika
wygtadzania, metod opiera si¢ o kryterium minimalizacji MISE. Do najczgsciej
stosowanych naleza: metoda podstawien (ang. plug-in) i krzyzowego uwiarygodniania
(ang. cross validation).

Metoda podstawien jest zalecana w przypadku estymacji jednowymiarowej zmiennej
losowej oraz dla zmiennej wielowymiarowej, gdy estymator konstruowany jest w oparciu o
jadro produktowe. Natomiast metode krzyzowego uwiarygodniania warto stosowaé dla
zmiennych wielowymiarowych i estymatora z jadrem radialnym. Obie przedstawione
metody szczegdtowo omawia monografia [8].

Dla lepszego dopasowania estymatora do rzeczywistego rozkladu mozna réwniez
zastosowac adaptacje parametru wygtadzania (inaczej modyfikacje parametru wygtadzania
[8]). Polega ona na wstgpnym wyznaczeniu h jedng z w/w. metod oraz warto$ci estymatora

dla poszczegdlnych elementow proby f (x,), a nastgpnie okreleniu dla kazdego x;

wspotczynnika modyfikujacego Si, zaleznego od stosunku warto$ci estymatora f (x,) do

sredniej geometrycznej warto$ci estymatorow dla i=1..m. Wspotezynniki te modyfikuja
(przez przemnozenie) warto$¢ obecnego w liczniku (1) parametru wygladzania h. Tak
skonstruowany estymator cechuje zindywidualizowanie wptywu, jaki ma parametr
wygladzania na jadra stowarzyszone Z poszczego6lnymi elementami proby losowe;.

3. Przyklady zastosowan w identyfikacji systemow rzeczywistych
Wyniki przedstawione w publikacji uzyskano przy uzyciu programu KDESstim,
napisanego wraz z mgr inz. Zenonem Cygankiem.

Program pozwala na wyznaczenie estymatora jadrowego rozktadu zmiennej losowej
wielowymiarowej, okreslenie optymalnej wartosci wspotczynnika wygladzania metodami
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krzyzowego uwiarygodniania i podstawien, a takze wizualizacje i zapis otrzymanych
wynikéw. Umozliwia on réwniez uzyskanie estymatora innych charakterystyk
probabilistycznych: dystrybuanty i kwantyla (zgodnie z opisanymi w [8] procedurami).
Przy stworzeniu aplikacji wykorzystano $rodowisko programistyczne Microsoft Visual
Studio.

Przyktadowe zastosowania opisywanego narz¢dzia w estymacji nieparametrycznej dla
wybranych systemdw rzeczywistych przedstawiono w kolejnych podrozdziatach.

3.1. Analiza wybranych rozktadow z zakresu fizyki wysokich energii

Obiektem rozwazan w tej czesci publikacji jest identyfikacja rozktadu zmiennych
losowych, mierzonych w eksperymencie fizyki wysokich energii, metoda estymatorow
jadrowych oraz poréwnanie otrzymanych wynikow z efektami dzialania histogramow -
celem weryfikacji zaproponowanej metody badawczej i podkre$lenia zalet jakie ona
posiada.

Przedstawione proby zostaly uzyskane przy pomocy detektora ZEUS na akceleratorze
HERA w DESY w Hamburgu. Dane do$wiadczalne zgromadzono w dedykowanych
pomiarach majacych na celu precyzyjne wyznaczenie wartosci przekroju czynnego na
fotoprodukcje [1,4].

W procesie fotoprodukcji rzeczywiste fotony oddziatywujac z materia (w tym wypadku
z protonami) produkujg hadrony w stanie koncowym. Przypadki oddziatywan, dla ktérych
obserwowano pozytron (antyczastke elektronu) w dedykowanym kalorymetrze
elektronowym [1] i jednocze$nie obserwowano znaczgcg aktywno$¢ w gldwnym
kalorymetrze detektora ZEUS, byty akceptowane i zapisywane na dysku. W czasie trwania
eksperymentu wybrano szerszg klas¢ oddziatywan (spetniajacych tagodniejsze zadania) do
zapisania na dysku. Miato to na celu z jednej strony mozliwo$¢ kalibracji aparatury
doswiadczalnej a z drugiej kontrole procesow sktadajacych si¢ na tto. W szczegdlnosci
dane te zwieraly znaczny procent danych pochodzacych z procesu bremsstrahlungu czy tez
promieniowania w stanie poczatkowym (patrz: [4]). Dane te pochodza z 1996 roku, gdy
akcelerator HERA zderzal ze soba wigzke pozytronéow o energii 27,5 GeV z wiazka
protonéw o energii 820 GeV.

Z otrzymanych w ten sposob danych wyodrgbniono proby nastgpujacych zmiennych
losowych:

- elume — energia elektronu, mierzona przez kalorymetr elektrondw, wyrazona w
GeV (licznosé: 4395),

- elumg — energia fotonu, mierzona przez kalorymetr fotonowy [1], wyrazona w
GeV (licznosé: 4395),

Rysunki 1-2 prezentuja rozklady prawdopodobiefistwa wyzej wymienionych
zmiennych losowych — uzyskane poprzez zastosowanie estymatoréw jadrowych o
wspotczynnikach wygtadzania uzyskanych metoda plug-in. Zestawiono je z histogramami
uzyskanymi wg. wzoru:



f(x) :#{Xi—er} (7)

mh

tzn. dla kazdego przedziatu H, histogram definiuje si¢ jako funkcje réwna liczbie tych
warto$ci proby losowej, ktore naleza do tego przedziatu (oznaczanej jako #{xi € Hk})
podzielonej przez mh (normalizacja).
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Rys. 1,2. Estymatory gestosci rozkladu zmiennych losowych elume i elumg uzyskane met.
histogramow i estymatorami jadrowymi

Fig. 1,2. Density function estimates of elume and elumg variables distributions obtained using
histograms and kernel estimators

Obie metody daja w tym przypadku bardzo podobne wyniki. Jesli jednak do konstrukcji
estymatora rozktadu uzyta zostanie proba o znacznie zredukowanej licznosci (20
elementdw), a rozktad nie posiada bardzo wyraznie zarysowanego maksimum (jak elumg)
to przewaga zaproponowanej metody estymacji nad histogramami jest zauwazalna — co
pokazano na przyktadzie rozktadu elume zaprezentowanego na rys. 3.

Estymatory jadrowe znacznie lepiej oddaja zatem charakter badanego rozkladu gdy
dostepna jest skapa ilo§¢ danych doswiadczalnych (co czgsto ma miejsce gdy istnieja
problemy z powtarzalnoscia eksperymentu). Estymatory te nie posiadaja rowniez wad
charakterystycznych dla histogramow: duzej zaleznosci ksztattu rozktadu od szerokosci
bindw oraz punktu zaczepienia pierwszego z nich. Mozna wigc zaleca¢, tam gdzie jest to
mozliwe, stosowanie, jako narzg¢dzia identyfikacji ggstosci rozktadow badanych zmiennych
losowych, estymatoréw jadrowych zamiast histogramow.
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Rys. 3. Estymator gestosci rozktadu zmiennej losowej elume uzyskany met. histograméw i
estymatorami jadrowymi dla zredukowanej licznosci proby

Fig. 3. Density function estimate of elume variable distribution obtained using histograms and kernel
estimators for reduced sample size

3.2. Wykrywanie uszkodzen silnika asynchronicznego

Jedna z mozliwo$ci wykorzystania estymatoréw jadrowych jest ich uzycie do detekcji i
diagnozy uszkodzen. Niniejszy podrozdzial poswigcony zostanie wynikom badan
przydatno$ci estymacji jadrowej w zastosowaniu do wykrycia uszkodzenia i probie
oszacowania jego wielkosci w przypadku trojfazowego silnika asynchronicznego
klatkowego.

Zebrane dane zostaly wygenerowane na podstawie modelu matematycznego opisanego
szczegblowo w [9]. Zawieraja one wyniki pomiaréw wartosci sktadowych harmonicznych
pradu dla faz 1_,1, i |, uzwojenia stojana, (polaczonego w gwiazde¢ bez przewodu

zerowego) wraz numerami f tych harmonicznych (w zakresie 0 do 200). Dane te dotycza 4
stanow silnika:

1) silnik nieuszkodzony

2) silnik o rezystancji jednego preta zwigkszonej o 10%

3) silnik o rezystancji jednego preta zwigkszonej o 100%

4) silnik o rezystancji jednego preta zwigkszonej o 1900%
Dla kazdego z 4 w/w. standow wykorzystano 120 przypadkéw o réznych wartos$ciach
ekscentrycznosci statycznej i dynamicznej przy statym poslizgu s=0,5. Analizie poddano
funkcje gestosci rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej X o probie zdefiniowanej
nastepujgco: X, =[f,,log, (| 1, =1, [+1)] .

Otrzymane w ten sposob wyniki porownano dla 4 wyodrebnionych stanow silnika
(rys.4-7).
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Rys. 4,5,6,7. Estymator gestosci rozktadu zmiennej losowej X dla 4 stanow silnika
(gradient szaro$ci w skali logarytmicznej)
Fig. 4,5,6,7. Density function estimate of X variable distribution for 4 engine states
(grey gradient in logarithmic scale)

Mozna zauwazy¢, ze rozktad dla silnika nieuszkodzonego posiada uporzadkowang
strukture: najbardziej prawdopodobne sg roznice pradow w zakresie pasma 0—2-107°, dla
wigkszych roznic pojawiaja si¢ ,,prazki” skojarzone z wybranymi zakresami czgstotliwosci
(w rozwazanym zakresie mozna wyr6zni¢ 9 takich réwnomiernie roztozonych prazkow).
W miare wzrostu uszkodzenia prazki ulegaja stopniowemu rozmyciu, coraz mniej staja si¢
tez prawdopodobne mate roznice pradow. W przypadku skrajnie powigkszonej rezystancji

preta (rys. 7) prazki praktycznie nie wystgpuja, a rozklad uzyskuje znacznie mniej
uporzadkowang strukture.

Obserwacje te moga postuzy¢ do konstrukcji uktadu monitorujgcego stan silnika,
pozwalajacego na wykrycie uszkodzenia jednego z jego pretow. Dalsze badania dotyczace
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omawianego tematu obejmowaé powinny analize¢ wptywu uszkodzen kilku pretow,
wystepowania ekscentrycznosci oraz weryfikacje sformulowanych wnioskow przy uzyciu
danych rzeczywistych.

3.3. Analiza wynikéw sondazu PGSS

Wspolczesna analiza systemowa zajmuje si¢ czesto uktadami, ktére reprezentujg
zjawiska i procesy z dziedzin spoza szeroko rozumianych dyscyplin technicznych — takich
jak: socjologia, zarzadzanie i marketing, handel itp.

Przedmiotem rozwazan W niniejszym podrozdziale jest zastosowanie estymatorow
jadrowych w celu uzyskania gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej,
ktérej proba pobrana zostata z ogoélnodostgpnych danych socjologicznych stanowigcych
wyniki Polskich Generalnych Sondazy Spotecznych (w skrécie PGSS) [2].

Sondaze PGSS, przeprowadzano kolejno w latach 1993, 1994, 1995, 1997, 1999, 2002.
Ich obszerne podsumowanie stanowi publikacja [3]. Ogélnym celem omawianego Sondazu
jest ,,systematyczny pomiar trendow i skutkdw zmian spotecznych w Polsce” [3].

Do analizy w niniejszej publikacji wybrano wyniki uzyskane w roku 2002, a konkretnie
probe dla zmiennej losowej AGE okre$lajaca wiek respondenta. Odniesiono ja do wartosci
przyjmowanych przez zmienng losowg WHOQO_1. Okre$la ona odpowiedz respondenta na
pytanie: ,,Na kogo oddat(a) Pan(i) gtos w wyborach prezydenckich w 2000 r.?”.

Po przeniesieniu danych z formatu SPSS do postaci obstugiwanej przez program
KDEstim wydzielono klasy odpowiadajace poszczegdlnym kandydatom, na ktorych
respondenci oddali swoj glos. Kazda z klas zawiera probe losowa reprezentujaca wiek
respondentéw (w roku wyborczym) ktorzy zaglosowali na dang osobg¢ ubiegajaca si¢ o
urzad Prezydenta Rzeczpospolitej Polskiej w 2000 roku. Proby o licznoséci mniejszej niz 70
zostaty odrzucone.

Dla kazdej z klas wyznaczono ggsto§¢ rozkltadu prawdopodobienstwa stosujac
estymatory jadrowe o wspotczynnikach wygtadzania wyznaczonych metoda plug-in. Aby
oddaé rzeczywista wlasno$¢ populacji zastosowano ograniczenie lewostronnie no$nika
zmiennej losowej dla warto$ci 18 (czynne prawo wyborcze przystuguje w Polsce
obywatelom polskim, ktorzy ukonczyli 18 lat). Metodologia ograniczen no$nika zmiennej
losowej opisana zostata szczegdtowo w [8].

Uzyskane wyniki dla trzech liderow sondazu przedstawia rys. 8.
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Rys. 8. Estymatory gestosci rozktadu zmiennej losowej AGE dla 3 lideréw sondazu
Fig. 8. Density function estimates of AGE variable distributions for 3 poll leaders

Doktadna analiza otrzymanych wynikow lezy poza zakresem merytorycznym niniejszej
publikacji. Mozna jednak poczynié¢ parg interesujacych obserwacji. Nietrudno zauwazy¢, ze
maksima rozktadow dla wszystkich kandydatow wystepuja dla wieku w przedziale 40-50
lat. W przypadku Mariana Krzaklewskiego maksimum to jest najmniej zarysowane —
relatywnie sporg cze$¢ jego elektoratu stanowia ludzie starsi (drugie maksimum lokalne dla
wieku ok. 70 lat). Natomiast wsrdd potencjalnych wyborcéw Andrzeja Olechowskiego
wystepuje najwigkszy odsetek ludzi mtodych.

Dowodem na reprezentatywno$¢ danych sondazowych oraz skuteczno$¢ zastosowane;j
metody badawczej moze by¢ poréownanie zaprezentowanych rezultatow z uzyskanymi
poprzez tzw. exit-polls czyli sondazu prowadzonego w czasie wyborow w ktorym wyborcy
wychodzacy z lokali wyborczych odpowiadajg na pytanie na kogo glosowali. Skrot
wynikow takiego badania przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Wyniki sondazu exit-polls w trakcie wyboréw prezydenckich w 2000 r.
[ podano za INTERIA.PL ]
Wiek Marian Aleksander Andrzej
Krzaklewski Kwasniewski Olechowski
18-24 10,2 % 15,8 % 18,9 %
25-39 23,0% 26,7 % 31,3%
40-59 385 % 40,9 % 384 %
60 i wigcej 282 % 16,6 % 11,4 %
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Rezultat tak przeprowadzonej weryfikacji jest pozytywny. Potwierdzone zostajg
zaobserwowane wczes$niej tendencje. Estymatory jadrowe moga by¢ zatem skutecznie
stosowane do celow analizy danych socjologicznych zebranych w ramach sondazy PGSS.

5. Podsumowanie

W niniejszej publikacji przedstawiono koncepcje¢ estymatoréw jadrowych — jednych z
podstawowych narzgdzi wspotczesnej nieparametrycznej analizy danych. Zaprezentowano
rowniez przyktady z réznych dziedzin nauki, ktore dowodzg skuteczno$ci opisywanej
metody w identyfikacji rozktadow zmiennych losowych oraz jej przewagi nad powszechnie
stosowanymi obecnie histogramami. Uzyskane wyniki, zwlaszcza w dziedzinie
wykrywania uszkodzen silnika asynchronicznego, zachgcaja do kontynuacji badan w
zawezonym, bardziej wyspecjalizowanym zakresie.

Warto jednak przy okazji nadmienié, ze tak przeprowadzona estymacja posiada jedng
praktyczng wad¢ — duza zlozonos¢ obliczeniowa, ktora sprawia, ze otrzymanie wyniku dla
licznej (np. 100 000) proby wymaga dhugiego czasu obliczen. Przedmiotem dalszych badan
prowadzonych przez autora niniejszej publikacji bedzie wiec rowniez mozliwo$é
przeprowadzenia procesu estymacji w srodowisku rownolegtym.
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Streszczenie

Metody nieparametryczne znajduja coraz szersze zastosowanie w zagadnieniach wspotczesnej
analizy i eksploracji danych. W artykule przedstawiono najpopularniejsze narzedzie powyzszych
metod — estymatory jadrowe. Poza koncepcja tychze estymatorow zaprezentowano takze praktyczne
aspekty estymacji oraz przyklady jej zastosowan do wyznaczania rozktadéw z dziedziny fizyki
wysokich energii, wykrywania uszkodzen silnika asynchronicznego oraz analizy danych
socjologicznych.

Stowa kluczowe: estymacja nieparametryczna, statystyczne estymatory jgdrowe, fizyka jgdrowa,
wykrywanie uszkodzen, silniki asynchroniczne, Polskie Generalne Sondaze Spoteczne

Abstract

Nonparametric methods find increasing number of applications in the area of data analysis and
data exploration. In this paper the most popular tool of those methods was presented — kernel
estimators. Beside of kernel estimators’ concept, practical estimation aspects and examples of
applications in determining distributions from nuclear physics experiments, induction motors’
damage detection and analysis of sociological data were shown as well.

Key words: nonparametric estimation, statistical kernel estimators, nuclear physics, damage
detection, induction motors, Polish General Social Survey



