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Przedmowa

Wtedy Bog rzekt: ,Niechaj sie stanie swiatto$é¢ 7 wg Biblii
I rzekt Bag: ,Niech sie stanie $wiatto I” wg Tory

Fizyka jest bliska czlowiekowi od samego poczecia, az do konca $wiata i
dhugo jeszcze potem. Mimo, ze ma jak najbardziej charakter do$wiadczalny,
data takze poczatek nurtowi abstrakcyjnemu, ktéry zaowocowal wspaniatymi
osiaggnieciami, takimi jak choc¢by teoria wzglednosci. Wspotcezesnie, dzieki
nowym odkryciom w fizyce i postepowi w technice komputerowej, obszar
zastosowan fizyki wykroczyt daleko poza jej klasyczny zasieg, nieodmiennie
zwigzany z wyobrazeniami o przestrzeni, ktore siegaja w naszej $wiadomo-
Sci czasOw najdawniejszych. W zrozumieniu sensu fizyki jest niezmiernie
wazna niezmienniczos¢ jej podstawowych poje¢. Te niezmienniczo$¢é mozna
odnosi¢ do tak oczywistych umownych praktyk, jak wybér konwencji sys-
temu liczbowego (babilonski, majanski, rzymski, obecny arabski dziesigtny,
6semkowy, dwojkowy i.t.d. ), ale takze konwencji fizycznych w ktérych sg
ustalane wzorce podstawowych jednostek (uktad calowy, metryczny, uklad
miedzynarodowy SI, ale tez naturalny uktad jednostek stosowany w fizyce
teoretycznej ze statag Plancka A = 1, predkoscia swiatta ¢ = 1 i tadunkiem
elektronu e = 1). Ta ostatnia, naturalna konwencja, ma te przewage nad
wszystkimi innymi, ze nie wymaga przechowywania wzorcéw w postaci ma-
terialnej. Dlatego jest dostepna takze wszedzie poza Ziemig. Mogg sie wiec
postugiwaé nig inne inteligentne istoty, podobnie jak my, o ile poznalty pod-
stawowe prawa fizyki.
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Rozdziat 1

Ruch i czasoprzestrzen zdarzen

Wszystko na tym swiecie jest w ruchu. Wszystkie jego sktadniki zmieniajg
wzgledem siebie potozenie. Nawet pozornie nieruchome obiekty, jak droga po
ktorej poruszaja sie samochody, tez jest w ruchu obrotowym razem z Ziemia,
ktora nie dos¢, ze wiruje wokot wlasnej osi, to jeszcze krazy wokot Stonca.
Stonce takze zmienia swoje potozenie wzgledem innych gwiazd Drogi Mlecz-
nej, czyli naszej galaktyki. Galaktyki przemieszczaja si¢ rowniez wzgledem
innych galaktyk wypetniajacych wszechswiat.

Ale nie tylko w makrokosmosie ruch jest wszechobecny. Ruch jest obecny
rowniez w mikrokosmosie. Atomy, z ktérych zbudowana jest wszelka materia,
wykonujg intensywne drgania cieplne, ktére nie zanikaja catkowicie nawet w
najnizszych temperaturach. W atomach elektrony pozostaja w nieustannym
ruchu wzgledem jader. Takze nukleony, z ktorych sktadaja sie jadra, nie
pozostaja w bezruchu. Widzimy wiec, ze siegajac coraz to dalej i coraz to
glebiej ruch jest wszedzie. Ruch $wiatta jest w tych obserwacjach zjawiskiem
wyjatkowym. Jego predkosé jest najwicksza ze wszystkich mozliwych i taka
sama, dla wszystkich obserwatorow na tym Swiecie.

Jesli pominiemy w opisie ruchu obiektéow wszelkie cechy, za wyjatkiem
potozenia w przestrzeni i chwili czasowej, to powiemy, ze zaobserwowaliSmy
zdarzenie elementarne. Jest faktem doswiadczalnym, ze nasza przestrzen
jest trojwymiarowa, natomiast czas jest jednowymiarowy. Zbiér wszystkich,
tak okreslonych zdarzen elementarnych, tworzy czterowymiarowa czasoprze-
strzen.

1.1 Pomiary
Fizyka jest nauka, w ktérej pomiary odgrywaja pierwszorzedna role.

Przyktad . Lezgc na plazy obserwujemy zachodzgce Stonce. Gdy Slonce
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Rysunek 1.1.1: Linia, wzdtuz ktorej patrzysz na zachodzace Storice za hory-
zontem obraca sie o kat © gdy wstajesz.

znika za horyzontem wlgczamy stoper. Nastepnie wstajemy @ z wysokosci
h = 1.7m obserwujemy Stonce, ktore znika znowu za horyzontem, wytgczamy
stoper i odczytujemy czas t = 11.1s. Ile wynosi promien promien Ziemi r ?.
Rozwigzanie.

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AOCA" mamy:

d*+1*=(r+h)>=r?+2rh+h*> = r*+2rh, (1.1.1)

wynika stod, ze d*> = 2rh.
Stonce w ciggu doby (24h) zakresla pelny kat 360°, mamy wiec:

© t 360°11.1s
- = o g, = 0-04625°. 1.1.2
360° 24]1’ 24h607])1nn 7?,22 0.04625 ( )
Poniewaz d = rtan ©, zatem
2h 21.7m

d* =r’tan®*© = 2rh,r = >~ 5.2210%n. (1.1.3)

tan?@’ ' tan?(0.04625°)

Poniewaz doktadny promien Ziemi jest réwny r, = 6.5710%m, blad wzgledny

maerzone] wielkosci wynosi: % =~ 20%.
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1.1. POMIARY

Tablica 1.1.1: Jednostki SI

Wielkosé Jednostka | Symbol
dhugos¢ metr m
czas sekunda s
masa kilogram kg
prad elektryczny amper A
temperatura kelwin K
licznos¢ materii mol mol
Swiattosé kandela cd

1.1.1 Wielkosci fizyczne, wzorce i jednostki

e Podstawowe wielkosci fizyczne, ktére mierzymy sg to: dtugosé, czas i
masa

e Wielko$ci fizyczne mierzymy poréwnujac ja z wzorcami ustalonymi we-
dlug pewnej konwencji (umowy)

e 7 pomiarow wielko$ci fizycznych dostajemy ich wartosci liczbowe w jed-
nostkach zdefiniowanych poprzez wzorce w ramach przyjetej konwencji.

e Gdy zmieniamy konwencje, zmieniaja si¢ wielkosci jednostek o pewien

wspotcezynnik przeliczeniowy. Odpowiednio zmieniajg sie wartosci licz-
bowe wielkosci.

1.1.2 Miedzynarodowy uktad jednostek

e Konwencja SI zostata przyjeta w 1971 roku na XIV Konferencji Ogolnej
ds. Miar i Wag ( Le Systeme International d’Units)

e Dokonano nastepujacego wyboru podstawowych wielkosci fizycznych:
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Tablica 1.1.2: Tabela przedrostkow

Czynnik | Przedrostek | Symbol | Czynnik | Przedrostek | Symbol
10% jota Y 10~ jokto y
102 zeta y/ 10-2¢ azepto z
1018 eksa E 1018 atto a
10t peta P 10°1° femto f
1012 tera T 1012 piko p
10° giga G 107? nano n
106 mega M 1076 mikro L
103 kilo k 1073 mili m
102 hekto h 1072 centy c
10* deka da 107! decy d

1.1.3 Zamiana jednostek

e Czesto stosujemy zamiany jednostek, w ktorych wyrazona jest jakas
wielkos¢ fizyczna, aby wartosci liczbowe nie roéznity sie za bardzo od
wartodci zwyczajowo stosowanych, bedacych spuscizng wielowiekowych
tradycji historycznych.

e Wygodnym sposobem zapisu wielkosci bardzo duzych i bardzo matych
jest zastosowanie przedrostkéw podanych w tabeli:

1.1.4 Dtugosé

e Uklad metryczny zostal ustanowiony w roku 1772 w Republice Fran-
cuskiej

e 1 metr zdefiniowany zostal wtedy jako 1/10 000 000. ( jedna dziesie-
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1.1. POMIARY

Tablica 1.1.3: Przyktady dtugosci

Wielko$é

Dhugos¢ w metrach

odlegtos¢ Ziemi od najstarszej galaktyki
odlegtos¢ Ziemi od galaktyki Andromedy
odleglos$¢ Ziemi od najblizszej gwiazdy (Proxima Centuri)
odlegtosé¢ Ziemi od Plutona
promien Ziemi
wysokos¢ Mt.Everestu
wysoko$¢ Homo Sapiens
grubosé¢ kartki
rozmiar wirusa
promien atomu wodoru

promien protonu

2 x 10%
2 x 10%2
7 x 1016
6 x 102
6 x 10°
9 x 103
1 x 10°
1x1074
1x10°8
5x 1071

1x 1071

ciomilionowa )czesé odlegtosci bieguna péinocnego do réwnika. Stad
bierze si¢ warto$¢ 40 000 km dla obwodu Ziemi (dtugosé réwnika).

e Podczas XVIII Konferencji Ogolnej ds. Miar i Wag w 1983 roku, przy-

jeto obecng definicje metra:

Metr jest dtugoscia drogi, ktora przebywa swiatlo w prozni w czasie

1/299 792 458 sekundy.

1.1.5 Czas

e Czas jest wielkoscia fizyczna, ktéra mowi nam jak dtugo trwa jakies

zjawisko.
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Tablica 1.1.4: Przyktady interwatow czasowych

Wielkosé Czas w sekundach
czas zycia protonu 1 x 10%
czas Wszech§wiata 5 x 107
czas piramidy Cheopsa 1 x 10"
czas zycia Homo 1 x 107
okres bicia serca 8 x 107!
czas zycia mionu 2 x 1076
czas najkrétszego impulsu $wietlnego 1x1071
czas zycia nietrwaltej czastki 1x107%
czas Plancka 1x 1074

e Wzorcem czasu moze by¢ dowolne zjawisko powtarzalne.

e Historycznie jednostki czasu byly oparte na obrocie Ziemi: rok=364
dni, doba=24 h, godzina=60 min, minuta=60 s.

e Sekunda jest to czas 9 192 631 770 ( dziewieé miliardow sto dziewiec-
dziesiglt dwa miliony szescset trzydziesci jeden tysiecy siedemset siedem-
dziesigl) drgan promieniowania (o ustalonej dtugosci fali) wysytanego
przez atom cezu-135 (C's'%7).

1.1.6 Masa

e Wzorcem masy Sl jest przechowywany w Miedzynarodowym Biurze
Miar i Wag pod Paryzem, walec z platyny i irydu, ktéremu na mocy
konwencji przypisuje si¢ mas¢ jednego kilograma.

e Atomowym wzorcem masy jest masa atomu wegla-12 (C'?), ktéra jest
réwna: lu = 1.6605402 x 10~2"kg.

18



1.1. POMIARY

Tablica 1.1.5: Przyktady mas

Obiekt Masa w kilogramach
Wszech$wiat 1 x 1053
nasza Galaktyka 2 x 10%
Storice 2 x 10%°
Ziemia 6 x 10%
Ksiezyc 7 x 10?2
wody oceandw 1.4 x 10%
czastka pytu 1x 10710
atom uranu 4 x 1072
proton 2 x 10727
elektron 9 x 10731
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

1.2 Ruch cial. Kinematyka

1.2.1 Ruch wzdluz prostej

e Polozenie punktu materialnego (czastki) na prostej mozna zadaé poda-
jac odlegtosé tego punktu od pewnego punktu odniesienia, ktory jest
poczatkiem uktadu wspotrzednych.

e Przestrzen potozen na prostej jest jednowymiarowa.

-3-2-10 1 2 3

Rysunek 1.2.1: O$ liczbowa

e Polozenie ciata na prostej jest okreslone przez podanie wspotrzednej x
na osi liczbowej.

e Na osi liczbowej mamy tylko dwa kierunki: dodatni gdy x > 01 ujemny
gdy x < 0.

e Przemieszczeniem nazywamy zmiang potozenia od punktu x; do punktu
€2
Axr =x9 — 121 . (1.2.1)

e Ruch ciata jest to zmiana jego potozenia w czasie, ktory mozemy na
osi liczbowej zadaé gtadka funkcja x(t) .

e Predkos¢ ciata jest pochodna przemieszczenia wzgledem czasu:

_xy—1m Ax ~dx(t)
v = AL (At —0) v= prll (1.2.2)

e Przyspieszenie cial jest pochodna predkosci wzgledem czasu:

Lo 2T Av . do(t)  d*x(t)
Cth—t At Codt de?

(At — 0) (1.2.3)
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1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

e Ruch opisany funkcja x(t) mozna rozwinaé¢ w szereg Taylora:

z(t) = x(ty) + % df;:)

1 d?x(t)
(t—to)+§ e

1 d3x(t)
3 dt?

(t—to)*+ (t—to)*+...

(1.2.4)

e Ruch jednostajnie przyspieszony dany jest nastepujacym rozwinieciem:

o) = x(to) + =20 ) 4 SOy 125)
z(t) = z(to) + vo(t — to) + %ag(t —t9)?, (1.2.6)
o(t) = dfli” — v+ ao(t — o) . (1.2.7)
alt) = dz(:) = qp. (1.2.8)
e Zwigzek miedzy predkoscia i droga;
o(t) = dzf), da(t) = o(t)dt , (1.2.9)
jd:c(t) — 7v(t)d(t) = 2(ty) — x(to) (1.2.10)

e Podobnie mamy zwiazek miedzy przyspieszeniem i predkoscia:

alt) = dig), do(t) = a(t)dt , (1.2.11)
/ do(t) = / a(D)d(t) = v(tr) — v(to) | (1.2.12)

1.2.2 Ruch na ptaszczyznie

e Polozenie punktu na ptaszczyznie mozna zada¢ podajac odlegtosé tego
punktu od dwoch prostych prostopadtych przecinajacych sie w pew-
nym punkcie odniesienia. Taki wybdér konwencji jest nazywany karte-
zjanskim uktadem odniesienia.

e Przestrzen potozen na ptaszczyznie jest dwuwymiarowa.
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

P

o (XY)

Rysunek 1.2.2: Kartezjanski uktad wspotrzednych na ptaszczyznie

e Polozenie punktu na ptaszczyznie jest zadane przez podanie wartosci
jego wspolrzednych (x,y).

e Na plaszczyznie mamy nieskonczenie wiele kierunkéw, zadanych katem
¢ np. wzgledem osi x. Polozenie punktu na ptaszczyznie mozemy
zadac podajac jego odlegto$é od poczatku odniesienia, oraz kat ¢. Jest
to biegunowy uktad wspotrzednych.

e Przemieszczeniem na ptaszezyznie nazywamy zmiane potozenia od punktu
(x1,y1) do punktu (zo,y). W zapisie wektorowym przemieszczenia za-
dane sa dwuwymiarowymi wektorami o postaci:

Ax Ty — T ) T
A(r) = = = — =Ty —T]

Ay Y2 — 1 Yo v

(1.2.13)

e Predkosé jest dwuwymiarowym wektorem.

L To—T . dr(t)

= At — 0 t) = ——= 1.2.14

v= T (Ar—0) () = S (12.14)

22



1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

=\

Rysunek 1.2.3: Biegunowy uktad wspoétrzednych

(wz, y2)

Ay=1p—y [E1Y

Ar = 19 — 11

Rysunek 1.2.4: Przemieszczenie punktu na plaszczyznie
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Przys$pieszenie jest dwuwymiarowym wektorem.

R . dvi(t)
=— (At—0 t) = 1.2.15
d= T (Ao 0) Al = (1215)

d*r(t)
3(t) = 1.2.16
() = s (1216)
Ruch jednostajnie przys$pieszony opisany jest réwnaniem:

I‘(t) = I‘(to) + Vo(t — tg) + §a0(t — to) s (1217)
V(t) = Vo + ap(t — to) - (1.2.18)

W ruchu jednostajnie przyspieszonym kierunek predkosci poczatkowe;j
Vo na og6l jest inny niz kierunek przyspieszenia a. Dlatego tor nie jest
prosta, ale parabola.

1.2.3 Ruch w przestrzeni

Potozenie punktu w przestrzeni mozna zada¢ podajac odlegtos¢ tego
punktu od trzech ptaszczyzn wzajemnie prostopadtych przecinajacych
siec wzdhuz trzech krawedzi majacych wspolny punkt odniesienia, be-
dacy poczatkiem wspotrzednych. Taki wybdr konwencji jest nazywany
kartezjanskim uktadem odniesienia w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Przestrzen potozen punktu w przestrzeni fizycznej jest co najwyzej tréj-
wymiarowa.

Potozenie punktu w przestrzeni jest zadane przez podanie wartosci jego
wspOtrzednych (x,y, 2).

W przestrzeni mamy nieskonczenie wiele kierunkéw, zadanych dwoma
katami (0, ¢). Polozenie punktu w przestrzeni mozemy zadaé¢ poda-
jac jego odlegto$¢ od poczatku odniesienia, oraz katy (0, ¢). Jest to
sferyczny uktad wspotrzednych.

Przemieszczeniem w przestrzeni nazywamy zmiang potozenia od punktu
(21, Y1, 21) do punktu (xg, Yo, 22). W zapisie wektorowym przemieszcze-
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1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

V4
(CC(), Yo, ZO)

<0

-

Rysunek 1.2.5: Kartezjanski uktad wspotrzednych w przestrzeni

nia zadane sg trojwymiarowymi wektorami o postaci:

Ax To — T T T
AR = Ay | =| wo—wn || ©o || wn |=T2— 71"
Az 29 — 21 2 21
(1.2.19)
e Predkos¢ jest trojwymiarowym wektorem.
L To—T . dr(t)
= At — 0 t) = 1.2.20
FoT (at-0) =T (1.2:20)
e Przyépieszenie jest trojwymiarowym wektorem.
. Vo — V1 . dV(t)
= At — 0 t) = 1.2.21
i T (o) &) = (1.221)
d*r(t)
a(t) = . 1.2.22
i) = "0 (1222)
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Rysunek 1.2.6: Sferyczny uktad wspotrzednych

e Ruch jednostajnie przyspieszony opisany jest rOwnaniem:
L S . 1,
I‘(t) = I'(to) + Vo(t — t()) + §a0(t - to)z s (1223)
V(t) = Vo + ayp(t — to) - (1.2.24)
e W ruchu jednostajnie przyspieszonym kierunek predkosci poczatkowe;j

Vo na og6l jest inny niz kierunek przyspieszenia a. Dlatego tor nie jest
prosta, ale parabola.
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(ﬂflayhzﬁ

Sy

Rysunek 1.2.7: Przemieszczenie punktu w przestrzeni
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Przyklad . Ruch jednostajny po okregu

_ z(t) = r cos(wt
2m = wl’ ygtg =7 sin&ut}

ﬁ

Rysunek 1.2.8: Przemieszczenie punktu w przestrzeni

e Predkosé

V(t) = dzg), v =rw, (1.2.25)
— sin(wt) — sin(wt)

V(t) = (rw) ( =v ( (1.2.26)
cos(wt) cos(wt)

[V(t)] = /v2(t) +vi(t) = v\/siHQ(wt) +cos?(wt) =v.  (1.2.27)

e Przyspieszenie ol

a(t) = ‘;i L (1.2.28)
cos(wt) cos(wt)

at) = —(vw) =—a (1.2.29)
sin(wt) sin(wt)

at) = —wr(t) . (1.2.30)



1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

o Przyspieszenie jest skierowane wzdluz promienia do Srodka, stqd bierze
sie nazwa przysSpieszenie dosrodkowe.
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Rozdziat 2

Podstawy mechaniki klasycznej

2.1 Sita i1 Ruch

Zjawiska ruchu sa powszechne w przyrodzie. W tym ciggu zdarzen, to nie
predkos¢ jest wielkoscia, ktora jest czulta na sity zewnetrzne, ale predkosé z
predkosci, czyli przys$pieszenie.

2.1.1 PrzySpieszenie w ruchu

e Aby zmieni¢ predko$¢ ciata, musi na nie oddzialywaé¢ w jakis sposéb
otocznie.

e Oddziatywanie, ktére moze nadac ciatu przyspieszenie, nazywamy sila.
Sity moga ciato przyciagac¢ jak i odpychac.

e Zjawiskami w ktorych wystepuje sita zajmuje siec mechanika.

2.1.2 Pierwsza zasada dynamika Newtona

e Do czaséw Galileusza wielu filozofow uwazato, ze do tego, aby utrzy-
mac ciato w ruchu potrzebna jest sita. Jesliby wyeliminowa¢ wszystkie
sity dziatajace na ciato, staje si¢ oczywiste, ze stan ruchu nie ulegnie
zmianie. A wiec, zeby cialo pozostawalo w ruchu nie jest potrzebna
zadna sita.

e Kazde ciato pozostaje w stanie spoczynku lub porusza sie ruchem jed-
nostajnym po linii prostej, dopoki nie zadziata na to ciato jakas sita.

e Jezeli na cialo nie dziala zadna sita, to nie moze ulec zmianie jego
predkosé, cialo nie moze ani zwolni¢ ani przyspieszyc¢.
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ROZDZIAL 2. PODSTAWY MECHANIKI KLASYCZNEJ

2.1.3 Sila

Zmanymi sitami, ktore rzadza Swiatem sa oddzialywania grawitacyjne,
elektromagnetyczne, oraz sity jadrowe stabe i silne.

Whrew ztudnemu przekonaniu, ze ciato nie moze dziata¢ tam gdzie go
nie ma, znane oddziatywania dziatajg na odlegtosc.

Sita zmienia ruch ciata nadajac mu przyspieszenie. Sita jest wektorem,
F, bo moze dziata¢ w réznych kierunkach.

Jezeli nie oddzialywaja na ciato zadne sity i ciato obserwowane z jakie-
gos uktadu odniesienia porusza sie jednostajnie po linii prostej to taki
uktad nazywamy inercjalnym.

W inercjalnym uktadzie odniesienia, jezeli na ciato dziataja sity F‘i,
ktorych suma jest réwna zeru, » ;F; = 0, to cialo nie moze zmieni¢
predkosci. Musi sie porusza¢ po linii prostej, ruchem jednostajnym.

2.1.4 Masa

Masa ciata jest skalarem i jest jego charakterystyka wtasng. Ta sama
sita r6znym ciatlom moze nadawacé rézne przyspieszenia, ciatom o tej
samej masie nadaje jednakowe przys$pieszenia

Jezeli sita dziata na wzorzec o masie 1kg i nadaje mu przys$pieszenie
1m/s?, to wektor sity ma wielko$¢ 1N (Newtona), a kierunek i zwrot
zgodny z wektorem przyspieszenia.

2.1.5 Druga zasada Newtona

e Sita wypadkowa dziatajaca na ciato jest rowna iloczynowi masy tego

ciala i przyspieszenia

F =ma, (2.1.1)
lub w postaci macierzowej
F, Qg
F, a,
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2.1. SILA I RUCH

Réwnanie Newtona mozna zapisa¢ takze w nastepujacej postaci réz-
niczkowej:
_ v d*r
F=ma=m—=m—. 2.1.3
dt dt? ( )

e W ruchu kazdego ciata wektor sity F ma taki sam kierunek i kieru-
nek jak wektor przyépieszenia a, a diugosé otrzymamy z podzielenia
przyspieszenia przez skalarny czynnik rowny masie ciata.

a vy .
- Ty
T2 fl
28° 47° X
F, =
2
b) c)

Rysunek 2.1.1: Klocek o masie m jest zawieszony na trzech niciach, pota-
czonych weztem. b) Diagram sit dziatajacych na klocek. b) Diagram sit
dziatajacych n wezet

Przyktad . Klocek o masie m = 15kg wisi na nici, prowadzgcej do wezta
W o masie m,,, z ktorego biegng do sufitu dwie inne nici. Mase nici mozna
pomingc, a wielko$¢ sity ciezkosci dziatajgcej na wezel jest do pominiecia w
stosunku od sily ciezkosci dziatajgcej na klocek. Wyznacz naprezenia wszyst-
kich trzech sit Rozwigzanie.

e Gdy do klocka dolgczona jest tylko jedna nic, z diagramu sit na rysunku
b) widzimy, ze sile ciezkosci F = mg rownowazy sita T, ze strony nici.
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o Wypadkowa sita dzialajgca na nieruchomy wezel jest rowna zeru:
T4+ Ty+T5=0, (2.1.4)

stgd mamy nastepujgce dwa rownania, dla kazdej ze wspotrzednych:

—cos(28°)  cos(47°) T, 0
- (2.1.5)
sin(28°)  sin(47°) Ty —mg
Rozwigzanie tego ukladu réwnan mozna zapisac jako:
Ty 1 sin(47°)  —cos(47°) 0
=5 (2.1.6)
Ty —sin(28°)  — cos(28°) —mg
gdzie
A = —c0s(28°) sin(47°) — sin(28°) cos(47°) = —sin(75°) = —0.9659
(2.1.7)

Podstawiajgc wartosci numeryczne otrzymamy ostatecznie rozwigzanie:

Ty 0.7572  -0.7061 0 103.902
T, -0.4860 -0.9141 “147.13 134.500
(2.1.8)

Przyklad . Na rysunku widzimy obywatela o masie m = 72.2kg, stojgcego
na wadze w windzie. interesujqg nas wskazania wagi, gdy winda nie porusza
sie, oraz gdy porusza sie w gore lub w dot. Rozwigzanie.

o Gdy winda stoi, waga wskazuje site normalng 1<I, ktorej wartosé jest
rowna f‘g. Gdy winda porusza si¢ w gore, lub w dot i przyspiesza (a >
0) lub hamuje (a < 0) wtedy z drugiego réwnania Newlona mamy:
N — F, = ma, ale F, = mg, zatem N = m(g+ a). Ciezar obywatela
mg = (72.2kg)(9.81m/s?) = T08N.

o Wskazania wagi rosng, gdy winda porusza sie do gory z coraz wiekszq
predkoscig, lub gdy widna porusza sie w dot z coraz mniejszq predkosciq
(a>0).

o Wiskazania wagi malejg, gdy winda porusza sie do gory z coraz mniejszqg
predkoscig, lub gdy winda porusza sie w dot z coraz wiekszq predkosciq
(a<0).
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Rysunek 2.1.2: Obywatel stoi na wadze, ktora wskazuje jego ciezar. Diagram
przedstawia site normalng z jaka waga dziala na obywatela, oraz site ciezkosci
jaka Ziemia przycigga obywatela

2.1.6 Trzecia zasada Newtona

e Gdy ciato C dziata na ciato B sitg F BC, ciato B dziata na cialo sitg Fop.
Sity te sg sobie rowne co do wartosci bezwzglednej i maja przeciwne
kierunki: B .

Fpc=—-F¢p (2.1.9)
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Rozdziat 3

Energia i pola potencjalne

3.1 Praca i energia kinetyczna

e Praca IV wykonana nad czastka przez stala site ﬁ, podczas gdy czastka
doznaje przemieszczenia d jest rowna:

W = Fdcos¢ =F -d (3.1.1)

e Jednostks pracy w uktadzie SI, jest dzul

1J =1kg-m/s* - Im = 1N -m (3.1.2)

e Energia kinetyczna FEj, zwiazana z ruchem czastki o masie m i pred-
kosci v jest rowna:

1
B, = §mv2 (3.1.3)

3.1.1 Praca wykonana przez site zmienng

e Sila F wykonuje nad czastka podczas jej przemieszczenia o dr prace
dW roéwna:
dW =F - dr = Fydx + F,dy + F.dz (3.1.4)

e Praca W, wykonana przez sit¢ zmienng na torze o poczatku w punkcie
a i koncu w punkcie b dana jest catka:

b

b b b b
Wab:/dW:/F‘-dF:/Fggdz%—/Fydij/dez (3.1.5)

a
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ROZDZIAL 3. ENERGIA I POLA POTENCJALNE

3.1.2 Praca jako zmiana energii kinetycznej

Praca wykonana przez site F na dowolnej drodze jest réwna zmianie energii
kinetycznej.

e Rozwazmy czastke o masie m, poruszajaca sie wzdtuz osi x, na ktorg
dziata tylko sita F'(z):

b b
W = /F(x)d:)s = /madx (3.1.6)

e Skorzystamy z nastepujacych tozsamosci

dv dv @ v 1 dv?

- = = 3.1.7

“Tdt T drdt  dr 2de (3.L.7)
e Powracamy do wyrazenia na prace

W /1dv2d_1 s 1 (3.1.8)

a=m [ 5——dv =cmv, — omu, 1.
o Jesli przez energie kinetyczna rozumiemy wielko$¢ £y = %va to za-

wsze jej zmiana jest rOwna wykonanej pracy:

Wab = Ek(b) — Ek(&) (319)

3.1.3 Praca jako zmiana energii potencjalnej

Praca wykonana przez site F w polu zachowawczym, zalezy tylko od potoze-
nia punktu poczatkowego i konicowego. Nie zalezy od ksztattu toru.

e Praca jest rOwna ujemnej zmianie energii potencjalnej
b
W = /ﬁ -dF = E,(a) — E,(b). (3.1.10)

a

e Jesli tor jest zamknigty to poczatek i koniec toru sa w tym samym
punkcie, a = b, dlatego w polu zachowawczym praca wykonana na
torze zamknietym jest réwna zeru.

Woe = /F - dF = E,(a) — E,(a) = 0. (3.1.11)
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3.2. MOC

Rysunek 3.1.1: Praca w polu zachowawczym nie zalezy od ksztattu toru

e Poniewaz praca jest zawsze rowna zmianie energii kinetycznej, dlatego
w polach zachowawczych zachodzi réwnos¢:

Wab = Ek(b) — Ek(a) = Ep(a) — Ep(b) (3.1.12)

e W polu zachowawczym energia catkowita, bedaca suma energii kine-
tycznej i energii potencjalnej jest zachowana.

Ei(a) + Ey(a) = Ei(b) + E,(b) (3.1.13)
3.2 Moc
Szybkos¢, z jaka sita wykonuje prace, nazywamy moca:
aw
pP=— 3.2.1
7 (3.2.1)
Jednostka mocy w uktadzie SI jest wat, czyli dzul na sekunde,
IW =1J/s. (3.2.2)
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Rozdziat 4

Ruch wielu ciat i ped

Gdy obserwujemy ruch co$ takiego, jak rzut mtotkiem, widzimy ze jest on
do$¢ skomplikowany, czesto z wirujacym trzonkiem wokot obucha. Ale gdy
obserwujemy ruch pitki, szybko spostrzezemy, ze jej srodek porusza si¢ po
paraboli. Okazuje sie, ze i mtotek ma taki szczegolny punkt, ktory porusza
sie po paraboli. I nie jest wazne co dzieje sie z trzonkiem, czy obuchem.
Tym szczegdlnym punktem jest srodek masy. Ale zanim znajdziemy jego
wspolrzedne, popatrzmy na réwnania ruchu Newtona, zamiast w terminach
przyspieszania w terminach pedu.

4.1 Ped czastki

e Rownaniu Newtona, dla pojedynczej czastkil2.1.3, nadamy teraz nieco
inng posta¢. Ale najpierw zdefiniujemy ped p czastki jako:

p =mv (4.1.1)

dv  d(mv) dp
_ _ % A1.
i dt dt (4.1.2)

F =ma =
e 7 rownania ruchu odczytujemy, ze pochodna z pedu jest réwna

sile. W takiej to wlasnie postaci Newton odkryt to prawo.

Szybkos¢ zmian pedu czastki jest rowna wypadkowej sile
dziatajacej na czastke i ma kierunek tej sity.
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ROZDZIAYL 4. RUCH WIELU CIAL I PED

Rysunek 4.1.1: Gdy pocisk eksploduje w locie, to srodek masy odtamkdow
porusza si¢ torze parabolicznym. Po takim samym torze poruszaltby sie $ro-
dek masy pocisku, gdyby pocisk nie eksplodowal, poniewaz wypadkowa sita
zewnetrzna nie ulegta zmianie.

4.1.1 Ped uktadu czastek i ruch srodka masy

e PrzejdZzmy nastepnie do definicji Srodka masy r, uktadu zbudowa-
nego z wielu czastek o masach mq, mo, ms, ..., ktéra w naturalny spo-
sob jawi nam si¢, jako wazona $rednia arytmetyczna z potozen czastek
Iy, T, T3, ... z wagami proporcjonalnym do mas czastek:

Z m;T;
1

5 mlfl + mQI_"2 + 777/31_"3 + -

= 4.1.3
To i M ( )

e 7 definicji srodka masy wynika ponizsza réwnosc:
MFO = mlﬂ + mQFQ + ... (414)

e Rozniczkujac po czasie obydwie strony 4.1.4 znajdziemy predkosé srodka
masy vy
dr dry Ty
— =my— —+... 4.1.5
a Mg T T (4.1.5)
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4.1.

PED CZASTKI

i podobnie znajdziemy przyspieszenie srodka masy

d’t, A7 >,
M—— = — —_— 4+ ... 4.1.6
az - Mge T (4.1.6)
gdzie
M&y = ma) + mady+ ... =F1 4+ o+ ... =F.p + Fuew  (4.1.7)

—

W wyrazeniu [4.1.7 wektor ay jest przyspieszeniem $rodka mas, za$ f;
oznacza site dziatajaca na i-ta czastke. Suma wszystkich tych sit daje
nam site wypadkows, ktora sktada sie z wypadkowej sit wewnetrznych
i wypadkowej sit zewnetrznych.

7 3-zasady Newtona sity wewnetrzne musza si¢ rownowazy¢ Fooew =0
May = F,., (4.1.8)

Réwnanie [4.1.8 mozemy odczytaé, jako réwnanie ruchu srodka masy w
ktorym jest umieszczona czastka o masie M i poddana jedynie dziataniu
sity zewnetrznej F.... Bez wnikania zatem w strukture ciata mozemy
wyznaczy¢ trajektorie ruchu jego srodka masy o ile tylko znamy site
wypadkowsq dzialajaca na to ciato. Taka sytuacja zostat zilustrowana

na rys. 4.1.1.

Policzymy teraz ped takiego uktadu, sumujac wektorowo wszystkie
pedy czastek z ktorych sktada si¢ uktad

—

P:51+52+...=m1\71+m2\7’2+...:M\70 (419)

Korzystajac ze wzoru stwierdzamy, ze ped uktadu czastek jest
dany podobnym wzorem jak ped pojedynczej czastki:

Ped uktadu czastek jest réwny iloczynowi catkowitej masy
uktadu oraz predkosci jego srodka masy.

Roézniczkujac rownanie [4.1.9] wzgledem czasu otrzymamy:

dP B
%:MaOI zew

=

(4.1.10)

—

Jesli wypadkowa sita dziatajaca na uktad jest rowna zero, F,., = 0,
wtedy pochodna z pedu P jest rowna zero
dP
— =0. 4.1.11
o ( )

Znikanie pochodnej w wyrazeniu jest tresciag zasady zachowania pedu
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ROZDZIAYL 4. RUCH WIELU CIAL I PED

Jesli na uktad czastek nie dziataja sity zewnetrzne lub ich
wypadkowa jest rowna zeru, to catkowity ped P uktadu nie
ulega zmianie.

4.1.2 Rakiety i ruch uktadéw o zmiennej masie

Rysunek 4.1.2: Start rakiety napedzanej silnikami odrzutowymi.

e Dotychczas zajmowaliSmy sie uktadami, ktérych masa pozostaje stata
podczas ruchu. Ale nie zawsze tak jest, na przyktad dla samolotéw
odrzutowych czy rakiet, ich masa maleje. Dzieje sie tak, bo w chwili
startu rakiety wiekszo$¢ jej masy stanowi paliwo, ktére jest spalane i
wyrzucane przez dysze silnika odrzutowego rys. 4.1.2.

Aby uwzgledni¢ zmiane masy rakiety w czasie jej ruchu, zastosujemy
druga zasade dynamiki Newtona nie dla samej rakiety, lecz dla uktadu,
jaki stanowig tacznie rakieta i wyrzucane przez nig produkty spala-
nia paliwa. Masa tego ztozonego uktadu nie zmienia si¢ w czasie lotu
rakiety i jest réwna masie rakiety m, w chili startu.

Rozwazmy uktad, ztozony z rakiety i produktéw spalania wyrzuconych
z silnika w czasie dt. Uktad ten jest zamkniety i izolowany, a zatem jego
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4.1.

PED CZASTKI

ped musi byé¢ zachowany w przedziale czasu dt, czyli musi zachodzié¢
zwiazek:
Ppocz - Pkonc (4112)

Rakieta po czasie dt ma predkos¢ v+dv oraz mase m, +dm,,, przy czym
zmiana masy dm,, jest ujemna. Produkty spalania paliwa, wyrzucone
przez rakiete w przedziale czasu dt, maja mase —dm,,, a ich predkosé¢
wynosi u. Dlatego réwnanie [4.1.12] przybiera postac:

my,v = —dmyu + (m, + dm,)(v + dv). (4.1.13)

Pierwszy wyraz po prawej stronie réwnania [4.1.13jest pedem spalin
wyrzuconych z predkoscia u w przedziale czasu dt, a drugi wyraz -
pedem rakiety na koncu przedziatu dt o predkosci v + dv. Zaréwno
predkosé spalin jak i predkosé rakiety wyrazamy wzgledem tego samego
uktadu inercjalnego, ktorym moze by¢ Ziemia.

Réwnanie mozna zapisa¢ w prostszej postaci, przez wprowadze-
nie predkosci rakiety vy, wzgledem spalin, ktore to predkosci sa po-
wiazane zalezno$cia:

U+ dv = Vyzg +u (4.1.14)

Roéwnanie 4.1.14 wyraza po prostu fakt, ze predkos¢ rakiety postrze-
gana w uktadzie inercjalnym jest rowna sumie predkosci spalin w tymze
uktadzie i predkosci rakiety wzgledem spalin. Stad otrzymamy, ze

U=1V4dv — Uyg (4.1.15)

Podstawiajac wyrazenie na u do rownanial4.1.13 i wykonaniu prostych
przeksztalcen algebraicznych dostajemy:

— dmyVyzg = My dv (4.1.16)

Dzielac obie strony réwnania przez dt, otrzymujemy

dm,, dv
o Vgl = mu% (4.1.17)

W réwnaniu 4.1.17) oznaczmy przez R = d?;—t“ szybkos¢ z jaka spalane

jest paliwo (zawsze dodatnia), skad otrzymamy

Ry = mya (4.1.18)
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o Zauwazmy ze, zaré6wno R jak i vy.4 sa to wielkosci, ktore charakte-
ryzuja tylko parametry silnika odrzutowego, bo sa to szybkos¢ zuzycia
paliwa i predkos¢ wzgledna z jaka wyrzucane sa spaliny wzgledem ra-
kiety. Wielkos¢ T' = Ru,.q nazywamy silg ciggu rakiety. Nadajac
rownaniul4.1.18 postaé¢ T' = mya rozpoznajemy w nim bez trudu druga
zasade dynamiki Newtona, przy czym a jest przyspieszeniem rakiety w
chwili, w ktorej ma ona mase rownag m,,.

e Zmiane predkosci rakiety w miare spalania paliwa znajdziemy catkujac

réwnanie 4.1.16 .
onc Mugone
dm,
/ dv = Vgl / -~ (4.1.19)
Upocz mupocz

Wykonujac catkowania w4.1.19/ otrzymamy zmiane predkosci rakiety

konc
My,
. o pocz
/ dV = Vkone — Upocz = Vyzgi I (4.1.20)
Ukonc
Vpocz

e 7 réwnania ze korzystne jest stosowanie rakiet wielostopnio-
wych, dla ktérych odrzucanie kolejnych czesci rakiety po zuzyciu za-
wartego w nich paliwa daje dodatkowe zmniejszenie wartosci my,,, .
Najlepsza rakieta to taka. ktora w chwili osiagniecia celu zawiera tylko
wlasny tadunek.

4.2 Zderzenia

W zderzeniach elastycznych, jak we wszystkich innych zjawiskach fizycznych,
zaréwno energia catkowita jak i ped catego uktadu sa zachowane. 7 zasady
zachowania pedu i energii kinetycznej (energia potencjalna jest réwna zero)
mamy ponizszy uktad dwdch rownan:

mMiv] + Moty = mw’l + mQ’u; ; ped
(4.2.1)

1 2 1 2 _ 1 2 1 2. ;
5MIVY + 5Mav; = $M1V" + 5Maly” | energia

Uktad réwnan 4.2.1 mozna rozwigzaé¢ wzgledem v; i vy w nastepujacy sposob:
my(vy — ) + ma(vy —vy) =0
(4.2.2)

my (v — v’l)(vl + v’l) + mao(vy — v;)(vg + v;) =0
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4.2. ZDERZENIA

Przed zderzeniem

mi mo
C C

Po zderzeniu

ma mo
o O /
/
v T )

Rysunek 4.2.1: Zderzenie dwoéch cial na tej samej proste;j

(=)

ma (v2 = v3) (4.2.3)

my (vl—vll) , ,
L L +0)) 4 (vp+wy) =0
Mo (UQ—UQ)( 1 1) ( 2 2)

my(v; —v)) + ma(vy —vy) =0

(4.2.4)
—(v1+v)) + (v2tvy) =0
mlvll + mg?/2 = MU + Moo
(4.2.5)
v/l —0/2 = —v/1+v/2

Po tych przeksztatceniach otrzymamy rozwigzanie, symetryczne wzgledem
indeksow (1) i (2), zderzajacych sie czastek:

r (m1 — mg)’Ul + 2m2212

My My (4.2.6)
r (m2 — ml)’Ug + 2m1U1

mi + Mo
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Rozwazmy takie szczegdlne trzy przypadki:

o my >> my, (Mg =0)

(4.2.7)
, —myvy + 2myv;
vy = - = 201 — Uy
® My =My
'Ull = V2
(4.2.8)
Ulz = U1
e my >>myq, (my =0)
/ — 2
v = MaV1 + 2MaUs — oyt 21}2
ma (4.2.9)
’0/2 = U2
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Rozdziat 5

Ruch obrotowy i moment pedu

Sposrod uktadoéw makroskopowych zbudowanych z wielu czastek, wyrdzniaja
sie ciata state, w ktore w ruchu nie ulegaja deformacji. Odlegtosci miedzy
dowolnymi punktami w takim ciele sg state, dlatego o takim uktadzie mo-
wimy ze jest bryta sztywna. Dotychczas zajmowalismy si¢ przede wszystkim
ruchem postepowym takich uktadéw, sledzac ich ruch obserwujac potozenie
srodka masy, ktéry sa opisane rownaniem ruchu Newtona takim samym jak
dla pojedynczej czastki. Ruch $rodka masy jest czystym ruchem postepo-
wym. Do petnego opisu ruchu bryty sztywnej nie wystarcza tylko informacja

IP= i 7
q d_é’__)
7/ da =¥
y—» — —
T=WXT

Rysunek 5.0.1: Przemieszczenie i predkosé¢ w ruchu obrotowym
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o zmianach potozenia $rodka masy w czasie, bo ciata takie moga jeszcze ob-
raca¢ si¢ wokot jakies osi, zmieniajac orientacje wzgledem otoczenia. Ruch
obrotowy, o ktorym bedziemy moéwi¢ w tym rozdziale, wykonuja kota roz-
nych pojazdow, wirniki w silnikach, wskazoéwki w zegarach, czy tez Smigta
helikopterow. Jesli taka bryta obraca sie wokoét pewnej osi z to wszystkie jej
punkty tez obracaja sie wokét osi z, bo obroty nie deformuja bryty sztywnej
i odlegtosci miedzy dowolnym punktami w takie bryle sa stale. Wyobrazmy
sobie punkt, ktory obraca sie wokot osi z tak jak to widzimy na rysunku
5.0.1. Poczatek uktadu wspoélrzednych umiescilismy w $rodku masy, ktéry
jest w spoczynku o ile tylko sity wypadkowe dzialajace na caty uklad sie
rownowazg. Jesli w czasie dt bryta obrécita sie o kat d¢, to potozenie punktu
r zmienito sie o wielko$¢ dang ponizszym iloczynem wektorowym

dF = dé x ¥ (5.0.1)

W wyrazeniu obrét o nieskonczenie maty kat d¢, jest zapisany wek-
torem dqg = nd¢p, a ktorego kierunek i zwrot pokrywa si¢ z kierunkiem i
zwrotem wektora jednostkowego n wyznaczajacego os obrotéw. Dzielac oby-
dwie strony réownania 5.0.1 przez dt otrzymamy predkosé punktéw w bryle

V=0 xT (5.0.2)

Jedli bryta obraca sie wokot jakies osi, ktéra nie zmienia sie w czasie, wtedy
przyspieszenie punktéw otrzymamy wykonujac roézniczkowanie po czasie we
wzorze [5.0.2]

A=W XV (5.0.3)

5.1 Wtlasnosci obrotéw w przestrzeni

Przemieszczenie, predkosé i przyspieszenie pojedynczej czastki w przestrzeni
mozna opisa¢ za pomocy trojwymiarowych wektorow, podajac wartosci licz-
bowe ich trzech sktadowych. Polozenie ciata sztywnego obracajacego sie
wokot pewniej osi mozemy rowniez opisa¢ za pomoca trzech wartosci licz-
bowych, podajac wartos¢ liczbowa kata obrotu i dwie wspotrzedne wektora
jednostkowego lezacego na osi obrotu. Nasuwa sie wiec pytanie, czy prze-
mieszczenie, predkos¢ i przyspieszenie katowe obracajacego sie ciata sztyw-
nego mozna opisaé¢ za pomocg wektoréow. OdpowiedZ nie jest oczywista, bo
sktadanie obrotow nie jest w przestrzeni tréjwymiarowej przemienne. A teraz
zastrzezenie, o ktérym juz wspomnieliSmy. Przemieszczeniom katowym (o ile
nie sa bardzo male) nie mozna przypisa¢ wektoréw. Dlaczego? Przeciez bez
trudu mozemy im przypisa¢ wartos¢ i kierunek, tak samo jak okreslilismy
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5.1. WEASNOSCI OBROTOW W PRZESTRZENI

4 & &

o4 obrotu 0% obrotu 0% obrotu

trzpien talerza

Rysunek 5.1.1: a) Plyta obracajaca sie wokét osi pionowej zgodnej z kierun-
kiem trzpienia talerza gramofonu. b) Predkosé katowa obracajacej sie plyty
mozna opisaé za pomocg wektora & lezgcego na osi obrotu i skierowanego
w dol. ¢) Ustalilidmy, ze zwrot wektora predkosci katowej & to zwrot w dot
korzystajac z regulty prawej dtoni. Gdy palce zwinietej prawej dtoni otaczaja
o$ obrotu tak, ze konce palcéow wskazuja kierunek obrotu. odchylony kciuk
wskazuje zwrot wektora &.

wektor predkosci katowej na rysunku [5.1.1. To jednak nie wystarczy - aby
pewng wielko$¢ mozna byto uwaza¢ za wektor, musza by¢ dla niej ponadto
spelione prawa dziatan na wektorach, ktore miedzy innymi mowia, ze suma
dwoch wektorow nie zalezy od kolejnosci, w jakiej je do siebie dodajemy.
Obroty w przestrzeni nie spetiaja tego kryterium. Pokazemy to na przy-
ktadzie przedstawionym na rysunku(5.1.2. Ksigzka, ktéra jest poczatkowo w
pozycji poziomej zostaje poddana dwom przemieszczeniom katowym o 90°,
najpierw w kolejnosci z rysunku [5.1.2a, a nastepnie w kolejnosci z rysunku
5.1.2b. Choé¢ przesuniecia katowe sa w obydwu przypadkach takie same, to
ich kolejnos¢ jest inna i ustawienia koncowe ksiazki sa rézne. Suma dwdch
przemieszczen katowych zalezy zatem od kolejnosci ich dodawania. a wiec
nie mozna ich opisa¢ za pomoca wektorow.
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Rysunek 5.1.2: a) Ksiazka zostaje poddana dwém kolejnym obrotom o 90°,
najpierw woko6t osi  (poziomej), a potem wokét osi y (pionowej). b) Ksigzka
zostaje poddana tym samym dwoém obrotom lecz w odwrotnej kolejnosci.
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5.2. ENERGIA KINETYCZNA

5.2 Energia kinetyczna ciala w ruchu obroto-
wym

Energia kinetyczna ciata o masie m obracajacego sie wokot osi n jest réwna:
= IS e = 2 miraw) = 2e? Y ma?, = 1A (5.21)
2 - ! 2 - 2 - ! 2

gdzie r;; jest odlegloscia elementu o masie m; od osi zadanej wektorem jed-
nostkowym n. Wielko$¢ I(n) nazywamy momentem bezwladnosci

= Zmira = /almr?L (5.2.2)

Jest to wielko$é¢ stata dla danego ciala sztywnego i okredlonej osi obrotu
n. Rozwazmy blizej wlasnosci momentu bezwladnosci ciata, wzgledem osi
przechodzacej przez srodek masy tego ciata, ale wzgledem osi zadanej roz-
nymi wektorami & = nw. Zapiszmy kwadrat odlegtos¢ od osi obrotu n w
nastepujacy sposob, korzystajac z faktu, ze n”'n =n-n =1

ri =1 — (A1)’ ="’ — ATF R =T (" — £ )R (5.2.3)

Moment bezwtadnosci5.2.2 mozemy teraz zapisa¢ w postaci, w ktérej zalez-
nos¢ od osi obrotu jest wyniesiona poza sume, a mianowicie

I(R) sz, — T T )R (5.2.4)

7 tego wyrazenia widzimy, ze moment bezwladnosci ciata mozna znalezé
dla dowolnej osi, z trojwymiarowej macierzy symetrycznej I, ktérej elementy
s wspolrzednymi momentu bezwtadnosci. O takich wielkosciach fizycznych
méwimy, ze sg tensorami. Ze wzoru [5.2.4 odezytujemy, ze tensor momentu
bezwtadnosci dany jest macierza

I= Zmz 1 — T 1)) (5.2.5)

lub w postaci macierzowej

Ipy ]a:y I, y2 + 22 —xy —Tz
Iyx Iyy Iyz - Z i —yx 22 + 22 —yz (5.2.6)
L Loy I —zx —zy 2+ yP
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Energie kinetyczna dana wzorem [5.2.1 mozemy zapisaé teraz jako

1
By == 1. (5.2.7)

Rownanie 5.2.7 na energie kinetyczng ciata sztywnego, wykonujacego wy-
tacznie ruch obrotowy jest katowym odpowiednikiem réwnania Ej = %va,
ktore opisuje energie kinetyczng ciata sztywnego w ruchu postepowym. Oby-
dwa wzory zawieraja czynnik 1/2, odpowiednikiem masy m jest I (tensor
momentu bezwladnosci). W kazdym z nich wystepuje czynnik réwny kwa-
dratowi predkosci - ruchu postepowego w jednym, a obrotowego w drugim.
Energia kinetyczna ruchu postepowego i ruchu obrotowego nie sg réznymi ro-
dzajami energii. Obie sg energia kinetyczng, ktora jest po prostu wyrazona
przez inne zmienne, stosownie do rozwazanego rodzaju ruchu ciata .

5.2.1 Twierdzenia Steinera

Czesto spotykamy sie z problemami, ze potrzebny jest nam moment bez-
wladnosci [ ciala o masie m wzgledem pewnej osi, ktora niekoniecznie musi
przechodzié¢ przez $rodek masy. W tej sytuacji zawsze mozemy obliczy¢ ener-

gie kinetyczna korzystajac ze wzoru Ej = %Z m;v?. Zauwazmy przy tym,

i
(2
ze jesli znamy tensor momentu bezwtadnosci Iy tego ciata w uktadzie wspot-

rzednych $rodka masy, to przesuwajac rownolegle uktad na odlegtos¢ h tych
moment bezwladnosci wzgledem zmieni sie w nastepujacy sposob:

I,(7) = Io(n) +mh* . (5.2.8)

Réwnanie to jest wlasnie trescig twierdzenia Steinera.
Dowdéd.
Jesli przesuniemy w réwnaniu wektory r; o wektor h otrzymamy

L= S |(F+ 02— 5+ B) (7 + 8]
- zmi{<r2+2f-ﬁ+h2)1_(f;f’%ﬁf%ﬁf%ﬁﬁw
= Y1 —FE) + Y m [2(fi-ﬁ)1_(ﬁf'T+ﬁf’T)

+ m(h*1—h HT)
(5.2.9)

Drugi czton w wyrazeniu jest rowny zeru, poniewaz w uktadzie $rodka

masy »_ mr; = 0. Dlatego tensor momentu bezwladnosci transformuje sie
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of chrotu,

przechodzgea r y—b
przcz punkt F-l I

E
5 b,

przechodzaca
przez drodek masy

Rysunek 5.2.1: Przekroj ciata sztywnego o $rodku masy w punkcie O. Twier-
dzenie Steinera (réwnanie|5.2.8) opisuje zwiazek momentu bezwtadnosci ciata
wzgledem osi, przechodzacej przez punkt O, z momentem bezwtadnosci tego
ciata wzgledem osi do niej rownolegtej. Na przyktad przechodzacej przez
punkt P, odlegtej od pierwszej osi o h. Obie osie sa prostopadte do ptasz-
czyzny rysunku.

wzgledem translacji w nastepujacy sposob

—

L= mi(r*1— 5 &)+ mi’1-hh) (5.2.10)

Poniewaz przesunelismy o$ obrotu n réownolegle, dlatego wektor h jest pro-
stopadty do n. Oznacza to, ze iloczyn skalarny n - h = 0 co pozwala nam
przeksztalci¢ to rownanie do postaci

Iy(n) = "Iy = mi(r®L — a'F 1 A) + mh? (5.2.11)
Poniewaz n'T; = n - ¥; = 7,1, réwnanie[5.2.11 prowadzi wprost do[5.2.8 e
Aby zilustrowac jak liczymy moment bezwtadnosci, postuzymy sie przykta-

dami.
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Przyklad . ZnaleZé moment bezwladnosci I wydrgzonego walca o masie M,
2 1ys. 15.2.2 wzgledem jego osi symetrii.

G
N | A

\

Rysunek 5.2.2: Wydrazony walec o wysokosci L i promieniach R; i Ry .

Rozwigzanie.

e Jednorodny walec o gestosci masy p ma mase M

M = pr(R: — R?)L. (5.2.12)
e Moment bezwtadnosci znajdziemy ze wzoru:

I = ZAmiri = /dm(al:2 +9?) (5.2.13)

e element objetosci Am; jest dany poprzez:

dm = pdxdydz = pdzdrrdo (5.2.14)

e dlatego moment [ jest dany catka

L R2 27 L Rs
I = p[dz [drrr* [dp=2mp [dz [ drrr?
0 R1 0 0 Rl

(5.2.15)

)

L
= 2mp [ dzH(RE - RY) = inpL(R} — RY)
0
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5.3. MOMENT SItY I MOMENT PEDU

1
I= 5M(Rg + RY). (5.2.16)

5.3 Moment sily i moment pedu

Aby otworzy¢ ciezkie drzwi klamke umieszcza sie mozliwie jak najdalej od
osi zawiasow. Bo sama sita to jeszcze nie wszystko - wazne jest tez, gdzie
przyktadamy site i w jakim kierunku ona dziata. Jesli przytozymy ja niezbyt
daleko od osi zawiasow i jesli jej kierunek bedzie tworzyt z ptaszczyzng drzwi
kat inny niz 90°, to bedzie trzeba uzy¢ wiekszej sity niz w przypadku, gdy
przytozymy ja w poblizu klamki i w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny
drzwi.

i
é
i
i 4 Iy
nﬁuhlcm r rﬂﬂb['ﬂl{"- i of abroty
0 ¥ o /r
a) b) ramig sity F*

c)

Rysunek 5.3.1: Sita F dziala w punkcie P na sztywna bryte, ktére moze
obracac¢ sie wokot osi przechodzacej przez punkt O; o$ obrotu jest prostopadta
do ptaszczyzny przedstawionego na rysunku przekroju ciata. Moment tej
sity jest rowny iloczynowi sity i jej ramienia. Rami¢ mozna wyrazi¢ jako
r; =rsing

e Na rysunku [5.3.1a a przedstawiono przekrdj ciala, ktére moze obra-
caé sie wokot osi przechodzacej przez punkt O i prostopadlej do tego
przekroju ciata. Sita F jest przylozona do ciata w punkcie P, kto-
rego polozenie wzgledem punktu O jest dane przez wektor potozenia r.
Kierunki wektoréw F ¥ tworza ze soba kat ¢. Dla prostoty rozwazamy
tylko sity, ktorych wektor F lezy w ptaszczyznie rysunku.
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e Aby stwierdzi¢, jaki obrét ciata wokét danej osi powoduje sita F, roz-
ktadamy F' na dwie sktadowe (rys. [5.3.1b). Jedna z tych sktadowych,
nazywana sktadowg radialna F},q, ma kierunek wektora r. Nie powo-
duje ona obrotu ciata, gdyz dziata wzdtuz prostej, na ktorej lezy punkt
O (ciagnac drzwi na zawiasach. réwnolegle do ich ptaszczyzny nie obro-
cimy ich). Druga sktadowa wektora I, nazywana sktadowa styczna Fy
jest prostopadta do i ma warto$¢ bezwzgledna, rowng: Fy = F'sin ¢.
Ta sktadowa powoduje obrét ciata (ciagnac drzwi prostopadle do ich
plaszczyzny mozemy spowodowaé ich obrot).

5.3.1 Moment sity

Zdolnos¢ sity F do wprawiania ciata w ruch obrotowy zalezy nie tylko od
wartosci jej sktadowej stycznej Fy; lecz takze od tego, jak daleko od punktu O
jest ona przyltozona, czyli od wielkosci jej ramienia. Aby uwzgledni¢ obydwa
te czynniki, definiujemy wielkos¢ M zwang momentem sity.

e Moment sity M jest zdefiniowany nastepujacym iloczynem wektoro-
wym:

—

M=¢xF (5.3.1)

e Moment sity mozna rozumie¢ jako miare zdolnosci sity F do skreca-
nia ciata. Gdy za pomoca pewnego narzedzia - jak wkretak lub klucz
maszynowy - dziatamy na ciato silg, aby je skreci¢, przyktadamy do
tego ciala moment sity. Jednostka momentu sity w uktadzie SI jest
niuton razy metr (N -m). Wiemy juz, ze niuton razy metr jest réwniez
jednostka pracy, ale mimo to moment sity i praca sa to zupetnie rézne
wielkosci, ktérych nie wojno ze soba myli¢ - prace wyraza sie czesto
w dzulach (1J = 1N - 1m), czego nigdy nie robi sie w odniesieniu do
momentu sity.

e Dla momentow sit spetniona jest rowniez zasada superpozycji, taka jak
w odniesieniu do sit. Gdy na ciato dziata kilka momentow sity, wy-
padkowy moment sity, oznaczany jako 1\7[wyp, jest suma poszczegdlnych
momentow sity.

5.3.2 Moment pedu

¢ Moment pedu fczz%stki jest zdefiniowany nastepujacym iloczynem
wektorowym:
l=rxp=mrxv (5.3.2)
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5.3.

MOMENT SILY I MOMENT PEDU

Predkos¢ zmiany momentu pedu jest réwna momentowi sity.

s dldr dp
l=—=—Xp+rx — 3.3
@ a P (5:3.3)
iloczyn wektorowy dwoch wektorow rownoleglych jest réwny zeru
d—)
d—zxﬁ:vxf):o (5.3.4)
dlatego
dl dp S o
%:f’xd—?:f’xF:M. (5.3.5)

Poniewaz moment pedu jest wektorem, dla uktadu wielu ciat w ruchu
znajdziemy jego wielkos¢ z zasady superpozycji

L=>1, (5.3.6)

Wstawiajac do rownanial5.3.6 wartosci momentow pedow zdefiniowane
w 15.3.2 otrzymamy dla bryty sztywnej obracajacej si¢ z predkoscia ka-
towa J = nw, wokot osi n, ze

L= mf; x ;=Y mf; x (& x ) (5.3.7)

By znalez¢ zwigzek miedzy wektorem momentu pedu bryty i wektorem
predkosci obrotowej, skorzystamy z tozsamosci wektorowe;j
Fx (Gxt)=r’d— (- &)= (1 -1
co pozwala zapisa¢ wypadkowy moment pedu w nastepujacej po-
staci:
Z m(r?l — £5) )& = 13 (5.3.8)

gdzie I jest tym samym momentem bezwtadno$ci, ktéry jest dany ten-
sorem |5.2.5| wystepujacym we wzorze |5.2.7 na energie kinetyczna ciata.

Sktadowa momentu pedu L wzdtuz osi obrotu n znajdziemy rzutujac
L na te os B
Ly=n-L=n"Thw = I(7)w (5.3.9)

Dla ciat, ktore obracaja sie wzgledem osi symetrii n moment pedu lezy
na osi obrotu, dlatego mozemy zapisa¢ w postaci powszechnie
stosowanej:

L=I(R)w (5.3.10)
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5.3.3 Druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu ob-

rotowego
e Druga zasada dynamiki Newtona, zapisana dla pojedynczej czastki w
postaci
_ dp
F,,, = I (5.3.11)

wyraza zwiazek sity z pedem dla pojedynczej czastki. Spotkalismy juz
wiele analogii miedzy wielkosciami liniowymi i katowymi, ze spodzie-
wamy si¢, iz musi istnie¢ podobny zwiazek miedzy momentem sity i
momentem pedu.

e Patrzac na réwnanie (5.3.11) mozemy podobnie zapisaé, ze
. dl

wyp — E (5312)

e Roéwnanie (5.3.12) jest istotnie zapisem drugiej zasady dynamiki New-
tona dla ruchu obrotowego:

Suma (wektorowa) wszystkich momentéw sity dziatajacych
na czastke jest rowna szybkosci zmiany momentu pedu tej
czastki.

e Przejdzmy teraz do momentu pedu uktadu czastek wzgledem pewnego
punktu. Catkowity moment pedu L ukladu jest réwny sumie (wektoro-
wej) momentéw pedu poszezegdlnych czastek, tak jak to jest zapisane
wl5.3.6. Momenty pedu poszczegdlnych czastek mogg zmieniaé sie wraz
z uplywem czasu, co moze zachodzi¢ pod wpltywem oddzialywan w ob-
rebie uktadu (tzn. miedzy jego czastkami) lub w wyniku oddzialywan
z ciatami spoza uktadu. Zmiane E, pochodzacg od zmian momentow
pedu czastek mozemy obliczy¢ | obliczajac pochodna réwnania (5.3.6)
wzgledem czasu. Daje to

dL dl;
— N 5.3.13
dt &~ dt ( )

Jak wiemy z réwnania (5.3.12 df/ dt jest rowne wypadkowemu momen-
towi sity M,,,,; dzialajagcemu na i-tg czastke. Wobec tego réwnanie
(5.3.13) mozemy zapisaé jako

dL _
o= > Moy (5.3.14)
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Oznacza to, ze szybko$¢ zmiany momentu pedu L uktadu jest rowna
sumie wektorowej momentow sil, dziatajacych na wszystkie czastki.
Wsréd tych momentéw sity sa momenty sit wewnetrzne (pochodzace
od sit, dzialajacych miedzy czastkami) oraz momenty sil zewnetrzne
(pochodzace od sit, dziatajacych na czastki ze strony cial nienalezacych
do uktadu). Sily dzialajace miedzy czastkami uktadu wystepuja jed-
nak zawsze parami, stanowiacymi pary akcja-reakcja (ktorych dotyczy
trzecia zasada dynamiki), a zatem suma zwigzanych z nimi momentow
sit jest rowna zeru. Tak wiec catkowity moment pedu L uktadu czastek
moze ulega¢ zmianie jedynie w wyniku dziatania na uktad zewnetrznych
w stosunku do uktadu momentéw sit.

e Oznaczmy przez 1\7Iwyp wypadkowy zewnetrzny moment sit |, ktory jest
suma wektorowa wszystkich zewnetrznych momentéw sit, dziatajacych
na czastki uktadu, Réwnanie (5.3.14) mozemy teraz zapisa¢ w postaci:

- dL
M.yyp = T (5.3.15)
To réwnanie wyraza druga zasade dynamiki Newtona dla ruchu obro-

towego uktadu czastek. Jej tres¢ jest nastepujaca:

Wypadkowy zewnetrzny moment sity 1\7Iwyp dziatajacy na
uktad czastek jest réwny szybkosci zmiany catkowitego mo-
mentu pedu L uktadu.

Momenty sity i moment pedu uktadu musza by¢ obliczone wzgledem
tego samego punktu.

5.4 Zachowanie momentu pedu

Poznalismy juz dwie bardzo uzyteczne zasady zachowania: zasade zachowa-
nia energii i zasade zachowania pedu. Teraz poznamy trzecie prawo tego
rodzaju, mianowicie zasade zachowania momentu pedu. Wyjdziemy z row-
nania (5.3.15), ktére opisuje drugg zasade dynamiki dla ruchu obrotowego.
Jesli na uktad nie dziata zaden wypadkowy moment sity, to réwnanie przy-
biera postac df/dt = 0, co oznacza, ze:

—

L = const. (5.4.1)

e Otrzymany wynik, nosi nazwe zasady zachowania momentu pedu:
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L L

Rysunek 5.4.1: a) Obywatel ma stosunkowo duzy moment bezwladnosci
wzgledem osi obrotu i stosunkowo mata predko$é katowa. b) Obywatel
zmniejszajac swoj moment bezwtadnosci zwieksza swa predkosé katowa. Mo-
ment pedu obracajacego sie uktadu pozostaje bez zmiany.
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ZACHOWANIE MOMENTU PEDU

Jedli dziatajacy na uktad wypadkowy moment sity jest rowny
zeru. to catkowity moment pedu L uktadu nie zmienia si¢
niezaleznie od tego. jakim zmianom podlega uktad.

Roéwnanie (5.4.1) jest rownaniem wektorowym; wobec tego jest ono
rownowazne trzem réwnaniom dla sktadowych wektoréow, stwierdzaja-
cych zachowanie momentu pedu w trzech wzajemnie prostopadtych kie-
runkach. W zaleznosci od tego. jakie momenty sity dziataja na uktad.
moment pedu moze by¢ zachowany dla jednego lub dwdch kierunkdow,
i niekoniecznie by¢ zachowany dla wszystkich trzech.

Jesli wypadkowy zewnetrzny moment sity. dzialajacy na
uktad, ma sktadowa wzdhuz pewnej osi réwna zeru, to skta-
dowa catkowitego momentu pedu uktadu wzdtuz tej osi nie
zmienia sie, niezaleznie od tego, jakim zmianom podlega uktad.

Na uktad ztozony z obywatela, hantli i stotka obrotowego nie dziata
zaden wypadkowy zewnetrzny moment sity. Wobec tego moment pedu
uktadu wzdtuz osi obrotu musi pozostawaé staty, niezaleznie od tego,
gdzie znajduja sie trzymane przez obywatela hantle. W sytuacji przed-
stawionej na rysunku [5.4.1a predkos¢ katowa obywatela wpy,. jest sto-
sunkowo mata, a jego moment bezwladnosci ... - stosunkowo duzy.
Zgodnie z réwnaniem (5.3.9)) jego predkosé katowa, w sytuacj i przed-
stawionej na rysunku [5.4.1b, musi by¢ wieksza niz wpee., gdyz jego
moment bezwtadnosci si¢ zmniejszyt.

Na rysunku5.4.2 przedstawiono zawodniczke skaczgca do wody z tram-
poliny, ktora wykonuje w czasie skoku poéttora salta w przod. Jak sie
zapewne spodziewasz, jej Srodek masy zakresla przy tym parabole. Po
odbiciu si¢ od trampoliny zawodniczka ma pewien moment pedu L
wzgledem swego $rodka masy, prostopadty do ptaszczyzny rysunku i
skierowany za kartke. Na zawodniczke nie dziala w czasie lotu zaden
wypadkowy zewnetrzny moment sity wzgledem jej srodka masy, a za-
tem jej moment pedu wzgledem $rodka masy si¢ nie zmienia. Przycia-
gajac nogi do tutowia, zawodniczka znacznie zmniejsza swoj moment
bezwtadnosci wzgledem osi obrotu, a wiec - zgodnie z réwnaniem (5.3.9)
- znacznie zwigksza swa predkos¢ katowa. Gdy w koncowej fazie skoku
zawodniczka prostuje sie, zwieksza moment bezwladnosci i zmniejsza
predkosé katowa, dzieki czemu wpada do basenu bez znacznego rozpry-
sku wody. Nawet podczas bardziej ztozonych skokéw, zawierajacych
oprocz obrotéw w przdd lub w tyt takze obroty srubowe ciata, moment
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Rysunek 5.4.2: Moment pedu L obywatelki jest staly w czasie catego skoku.
Jego kierunek oznaczono symbolem & co oznacza, ze jest on prostopadty
do ptaszczyzny rysunku i skierowany za kartke. Zauwazmy, ze $rodek masy
obywatelki (oznaczony kropka) zakresla w locie parabole.
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pedu zawodniczki musi by¢ zachowany zaréwno co do wartosci, jak i co
do kierunku.
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Rozdziat 6

Grawitacja

>
;A
J
¥
i
w
z

ZIEMILIA,
SATURM
NEPTLIMN

Ruch cial po niebosktonie i swobodny spadek na Ziemi od zawsze byty bliskie
cztowiekowi. Sa namacalnym dowodem istnienia sitowych pél grawitacyjnych
we Wszechswiecie.
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ROZDZIAL 6. GRAWITACJA

6.1 Prawo powszechnego cigzenia

e Dwa ciala o masach m i mq przyciggaja sie sitami proporcjonalnymi
do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonalnymi do kwadratu odlegtosci
miedzy nimi

= - MM @

Fyy = -Fpp=-G

2 ia (6.1.1)

o Jesli chcemy policzy¢ site, jaka na przyktad dziata pomiedzy Ziemia
i Ksiezycem, nalezy na kazde ciato spojrze¢ jakby byto zbudowane z
drobnych czastek i zsumowac sity przyciggania miedzy nimi. To my-
slenie byto jedna z pobudek, nie tylko dla Newtona, rozwijania analizy
matematycznej i catkowania po objetosciach

Fy = —G/ /dmldm2 f2 (6.1.2)
12

Light Source

Rysunek 6.1.1: Waga Cavendisha do pomiaréw statej powszechnego ciazenia
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6.2. ZMIANY PRZYSPIESZENIA ZIEMSKIEGO

6.1.1 Stala powszechnego cigzenia

e Pierwszy dokladny pomiar statej powszechnego ciazenia G wykonany
zostal przez Cavendisha w 1798 roku.

e Wartos¢ G z najnowszych pomiaréw wynosi:

G =6.6720-107"'N - m?/kg”

e Dla kul jednorodnych przycigganie miedzy nimi jest réwne, sile po-
miedzy dwoma punktami o masach réwnych masom kul, a odlegtosc¢
miedzy nimi jest réwna odlegtosci pomiedzy srodkami kul.

6.1.2 Masa Ziemi

e Przyépieszenie ziemskie g, jest wymuszane sita grawitacyjng z jaka Zie-
mia przyciaga wszystkie ciata na powierzchni. Oznaczmy mase Ziemi
jako M., wtedy sita przyciggania dana jest wzorem:

mM,

i

F=mg=G (6.1.3)

e 7 réwnania mozna znalez¢ mase Ziemi
_ gRZ (9.80m/s*)(6.37 - 10°m)*
G 6.67-1071N -m2/kg?

M, =5.97-10%kg.  (6.1.4)

e dzielgc mase Ziemi przez jej objetos$¢ otrzymamy srednig mase wlasciwa

Ziemi, ktora okazuje sie by¢ réwna 5.5g/cm?, czyli prawie 5,5 raza
wiecej niz dla wody.

6.2 Zmiany przyspieszenia ziemskiego

e Przyspieszenie ziemskie, jak to wynika z wzorul6.1.3|dane jest formuta:

M,
g=G I (6.2.1)
skad wynika, nastepujacy zwiazek pomiedzy zmianami wzglednymi
dg dR,
— =-2 6.2.2
J R (6.2.2)

e Ze wzorul6.2.2| widaé, ze przys$pieszenie zmaleje o 1%, gdy wzniesiemy
si¢ do géry na wysokosé 0.005 - 6400km = 32km.

e (Ciegzar ciata na powierzchni Ziemi réwniez zmienia si¢ pod wpltywem
dziatania sity od$rodkowej, ktora jest efektem dobowego obrotu Ziemi.
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6.3 Potencjalny charakter pola grawitacyjnego

Pole grawitacyjne jest polem zachowawczym. Wynika to wprost z prawa
powszechnego cigzenia.

~
=

A ¢ D —

Rysunek 6.3.1: Niezaleznos¢ pracy od drogi w polu sit centralnych

6.3.1 Grawitacyjna energia potencjalna

e Obserwujemy w polu grawitacyjnym ciato o masie m, ktore przemiesz-
cza sie wzdtuz promienia z punktu a do b. Pole grawitacyjne wykonuje
prace Wy, ktoéra w polu zachowawczym dana jest wzorem [3.1.10

b —
Ey(a) — Ey(b) = Wop = [F - dff
b ’ (6.3.1)
M Mm|’ 1 1
- ¢ | o= :GMm<———)
T r a Ty Ta
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e Oddalajac punkt r, — oo i przyjmujac E,(co) = 0, otrzymamy naste-
pujace wyrazenie na energi¢ potencjalng w polu grawitacyjnym
Mm

Ep(F) = -G ’

(6.3.2)

6.3.2 Potencjal i natezenie pola

e Energie potencjalng, gdy w puncie r znajduje sie ciatlo o masie jednost-
kowej, nazywamy potencjatem pola
E,(r M
U(r) = ﬁ =—-G— (6.3.3)
m r
e Sita dziatlajaca na mase jednostkowa jest natezeniem pola grawitacyj-
nego. Natezenie pola jest spadkiem (gradientem) z potencjatu, tak jak
sita jest spadkiem (gradientem) z energii potencjalnej
_ au M
E(r) = —ﬂ =-G— (6.3.4)

dr 72

6.4 Ruch planet wokoél Stonca

Ruch planet i Stonica jest zdeterminowany sitami grawitacyjnymi, jakimi
przyciagaja sie kazde dwa ciata. W szczegoélnosci, dla wybranej planety o
masie m i Stonica o masie M, ich tory mozna znalez¢ rozwigzujgc rownania
rozniczkowe, ktore wynikaja z II zasady Newtona. Niech wektor ¥ = rp, — rg
wskazuje na potozenie planety wzgledem Stonca, wtedy

ma, = _Gn;]?v[g
(6.4.1)
Mag = Gm{LT

6.4.1 Prawa Keplera

e Rozwigzania rownan ruchul6.4.1, pozwalaja bardzo doktadnie wyliczy¢
tory obydwu cial. Mozemy z nich wyliczy¢ przyspieszenia tych ciat
i skonstruowa¢ tor po ktérym te ciala przemieszczaja sie wzgledem

siebie.
ép = _G%g
(6.4.2)
Gs= 03t
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Rysunek 6.4.1: Ruch planety wokot Stonca

e 7 zasady zachowania pedu wnioskujemy, ze istnieje uktad wspotrzed-
nych w ktérym $rodek masy uktadu jest nieruchomy. Poniewaz Stonce
ma mase setki tysiecy wieksza od masy planet, srodek masy uktadu i
srodek masy Stonca niewiele sie roznia. Jest to heliocentryczny uktad
wspotrzednych, ktory po raz pierwszy zastosowatl Kopernik. W tym
uktadzie Stonice pozostaje nieruchome, a planety kraza wokét Stonca.

1R

5 — (1M
a,=—G3

(6.4.3)

as =0

e 7 zasady zachowania momentu pedu wynika, ze ruch tych ciat musi
odbywac si¢ w ptaszczyznie. Jest to trescig 1-go prawa Keplera, ktory
odkryt te prawidtowos¢ analizujac wyniki obserwacji astronomicznych.

e 7 réwnania 6.4.3 wynika, ze ruch planety wokot Stonca, jest wymu-
szony sita dosrodkowa, dlatego ruch odbywa sie po okregu (w ogdlnym
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przypadku po elipsie). W ruchu tym dtugosé wektora momentu pedu

jest stata,
da(t
L =mrv= mrz% = const. (6.4.4)
: y do(t) L
dlatego i predkos¢ polowa, pri const., co oznacza ze jest stata.

Jest to trescia 2-go prawa Keplera.

e Przyspieszenie dosrodkowe w a, [6.4.3| planety mozemy wyrazi¢ przez
jej okres obiegu woko6t Stonica, co nam daje

2\ ? M
ap _T(?) = Gﬁ

r3 M

Tz = G@ = const. (6.4.5)
Rownos¢ [6.4.5 moéwi nam, ze stosunki szescianow odlegltosci planet od
Stonca do ich kwadratéw okresow obiegu jest dla wszystkich planet z
Uktadu Stonecznego sa réwne. Jest to trescia 3-go prawa Keplera.

6.5 Ruch rakiet i satelitow

6.5.1 Predkos¢ ucieczki

o Gdy wystrzelimy rakiete pionowo w gore, zwykle powrdci na Ziemie,
wznoszac sie na pewna wysokos¢, w punkcie najwyzszym zmieniajac
kierunek predkosci. Jesli jednak wystrzelimy rakiete z predkoscia prze-
wyzszajaca predkosé ucieczki, rakieta na state opusci Ziemie.

e Rakieta o masie m wystrzelona z predkoscia v, ma energie kinetyczna
2

E, = %mv oraz energie potencjalng £, dang wzorem [6.3.2
M
o Mm

E, = 7

(6.5.1)
gdzie M jest masa planety (np. Ziemi), R - jej promieniem. Jesli ra-
kieta oddala sie od planety podazajac do nieskonczonodci jej energia
kinetyczna i potencjalna daza do zera, a to oznacza ze energia cal-
kowita tez jest zero. Poniewaz energia catkowita jest zachowana, na
powierzchni planety energia takiej rakiety tez jest zero

1
Ey+E,= émUQ — GT =0 (6.5.2)
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Otrzymujemy stad predkosé ucieczki

2GM
v=4 T (6.5.3)

Predkosé ucieczki z Ziemi wynosi 11.2km/s, a np. ze Stonca 618km/s

6.5.2 Satelita stacjonarny

Satelita stacjonarny to satelita okrazajacy Ziemie po orbicie kotowej w plasz-
czyznie réwnika, ktorego okres obiegu jest rowny okresowi obrotu Ziemi, czyli
jednej dobie gwiazdowej.
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e Promien orbity R satelity stacjonarnego mozna obliczy¢ z 3-go prawa

Keplera|6.4.5
GMT\"?
R = ( ) (6.5.4)

472

e Dla Ziemi promien ten wynosi R = 35700 km Satelity takie znalazty
szerokie zastosowanie jako satelity telekomunikacyjne, przekazujac do
roznych punktéw Ziemi programy telewizyjne, radiowe i dane szpiegow-
skie.
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Rozdzial 7

Plyny

Bezpostaciowe substancje jakimi sg ciecze i gazy, w odréznieniu od cial sta-
tych moga ptynac przemieszczajac sie w przestrzeni. Dlatego nazywamy je
ptynami. W ptynach nie ma naprezen $cinajacych.

7.1 Gestosé i ciSnienie

Wielkosciami fizycznymi, stosowanymi do opisu zachowania ptynéw sa
gestosé masy i cisnienie.

7.1.1 Gestosc

Gestos¢ pltynu p w pewnym punkcie otrzymamy dzielac mase ptynu
Am, przez objetos¢ AV obszaru zmniejszajacego sie do puntu

Am

=—, gdy (AV — 0 7.1.1

p=xy 9% (AV —0) (7.1.1)
Dla ptynéw jednorodnych, gestosé jest w kazdym punkcie taka sama i
jest dana wzorem

= 7.1.2
P=1 (7.1.2)

gdzie m 1V - to masa i objeto$¢ catej probki.

Gestos¢ jest wielkoscia skalarng; w uktadzie SI jej jednostka jest ki-
logram na metr szeScienny. Czesto podajemy tez w kilogramach na
decymetr szedcienny (litr). lub gramach na milimetr szeScienny. Ge-
stos¢ cieczy zmienia si¢ nieznacznie, w odroznieniu od gazéw, ktoére sg
bardzo Scisliwe.
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Tablica 7.1.1: Przyktady gestos$ci mas

Materia

Gestos¢ [kg/m?]

Materia miedzygwiezdna
Préznia laboratoryjna
Powietrze (20°, 1 atm)

Powietrze (20°, 50 atm)

Styropian

Lod
Woda (20°, 1 atm)
Woda (20°, 50 atm)

Krew

Zelazo

Otow

Rteé

Ztoto

Uran

Jadro uranu

Gwiazda neutronowa

Czarna dziura

10-20
10-17
1.21
1.21
1 x10°
0.917 x 103
0.998 x 10?
1.000 x 10?
1.060 x 103
7.9 x 103
11.3 x 103
13.6 x 10°
19.30 x 103
19.05 x 103
1 x 107
1018

1019
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AF = —pAS
AS = ASH

Rysunek 7.1.1: Sita parcia dzialajaca na element powierzchni

7.1.2 CiS$nienie

e Cisnienie jest dane stosunkiem sktadowej normalnej sity do powierzchni

na ktora ta sita dziala
AF

=23 (7.1.3)

p

e Sila wywierana przez plyn na element powierzchni AS = AST dana
jest wzorem

AF = —pAS (7.1.4)

e Cisnienie jest wielkoscig skalarna. W uktadzie SI jednostka cisnienia
jest niuton na metr kwadratowy, czyli paskal ( 1Pa = 1N/m?),

e Paskal jest zwiazany z innymi, czesto spotykanymi jednostkami cisnie-
nia

1 atm = 1.01 x 10° Pa = 1010 hPa = 760 Tr = 14.7 pound/in®(psi)

7.2 Cis$nienie wewnatrz plynow

e Zanurzajac si¢ pod powierzchnie wody, cisnienie rosnie wraz z glebo-
koscia zanurzenia. Gdy wznosimy sie do géry ci$nienie spada wraz z
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,,,,,,, O
dpS q
pS
IR
B L <> S R
Py g
(p +dp)S
dp = dhpg = dh~y
dply)
Y dy

Rysunek 7.1.2: Cisnienie hydrostatyczne

Tablica 7.1.2: Przyktady na ci$nienie

Srodowisko Cisnienie [Pa]
Whnetrze Stonca 2 x 1016
Whnetrze Ziemi 4 x 10t

Ciénienie w oponie 2 x 10°
Cisnienie atmosferyczne 1 x 10°

Ciénienie krwi 1.6 x 104
Préznia laboratoryjna 10712
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wysokoscig.

e Na rysunku widzimy element ptynu, ktory jest w réwnowadze
z otoczeniem, Réwnowazac sile ciezkosci z sita wyporu otrzymujemy
rownanie rézniczkowe, z ktérego mozemy znalez¢ cisnienie na dowolnej
gtebokosci

dp(y)

w\y) _ 2.1
a (7.2.1)

e (Catkujac rownanie 7.2.1 od powierzchni do gtebokosci h otrzymamy, ze
p(h) = po+ pgh = po +7h (7.2.2)

e W rownaniul7.2.2| pg jest cisnieniem na powierzchni

7.2.1 Zmiany ciSnienia atmosferycznego z wysokoscig

e Zmieniamy zwrot osi y — —y z dolnego na gorny, by wysokos¢ h przyj-
mowala wartosci dodatnie. Réwnanie rézniczkowe ma teraz postac

ly) _ (7.2.3)

dy

e Poniewaz gesto$¢ powietrza zmienia sie wraz ciSnieniem, w pierwszym
przyblizeniu zatozymy ze te zmiany sa liniowe

L_Lr (7.2.4)
Po  Po
e Réwnanie przybierze postaé
dp(y) Po
— = —p— 7.2.5
2 P (7.2.5)
e Poniewaz
ldp@) _ dInp(y) (7.2.6)
p dy dy
e mozemy scatkowaé rownanie [7.2.5/1 otrzymamy
p
Inp(y) = Inplyo) = (s~ ) (7.2.7)
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e Podstawiajac w réwnaniu(7.2.7 y = h i yo = 0 otrzymamy, ze

L= —@gh (7.2.8)

Po Po
e i ostatecznie, ze
—L0gp

D = Po€xp *o (7.2.9)

e Wstawiajac nastepujace wartodci na poziomie morza g = 9.80m/s?,
po = 1.20kg/m3 i py = 1.01 - 10°N/m? otrzymamy
a="2g=0116 km™ (7.2.10)

Po
e Roéwnanie [7.2.9 przybiera nastepujaca postac

p = poexp " (7.2.11)
e Mozemy w ten sposob oszacowaé, ze na wysokosci 5.5 km, ci$nienie

zmaleje prawie dwukrotnie.

7.2.2 Pomiar ci$nienia atmosferycznego

Ewangelista Torricelli wynalazt w 1643 roku barometr rteciowy i pokazal w
jaki spos6b mozna mierzy¢ cisnienie atmosferyczne.

e Barometr rteciowy jest zbudowany ze szklanej rurki o dtugosci co naj-
mniej 1m, ktora jest wypeliona rteciag. Gdy takg rure zanurzymy w
naczyniu z rtecig, jak to widzimy na rysunku [7.2.1, wysoko$é stupa
rteci w rurce wyniesie okoto 760 mm.

e (Cidnienie wywierane przez stup rteci jest réwnowazone przez cisnienie
atmosferyczne, ktore znajdziemy prostym rachunkiem

latm = 13.5950— - 980.665 2 - 76.0cm =
cm S
N kG
1013 10°— = 1.013 - 10° Pa = 1.033—
m cm

e Blaise Pascal zafascynowany do$wiadczeniem Torricellego powtorzyt je
na Puy-de-Dome, wysokiej gorze w Owernii. Zgodnie z oczekiwaniami,
wysokos¢ stupa rteci byta o 7.5 c¢cm nizsza niz w dolinie. Sam Pas-
cal zbudowatl barometr uzywajac czerwonego wina i rurki szklanej o
dhugosci okoto 14 m.
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_ "proznia Toriccellego”

Rysunek 7.2.1: Barometr Torricellego

7.3 Prawo Pascala 1 Archimedesa

e W zamknietym naczyniu wypetnionym niescisliwym ptynem, cisnienie
jest przenoszone bez zmiany wartosci do kazdego miejsca w ptynie i do
kazdego miejsca na sciankach zbiornikach.

e Prawo Pascala jest wykorzystywane w prasach hydraulicznych, podno-
snikach, a takze w uktadach hamulcowych samochoddw.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

P = po + pgh P = po + pgh

Rysunek 7.3.1: Cisnienie w naczyniach potaczonych

e Prasa hydrauliczna umozliwia dziatanie mniejsza sitg na dtuzszej dro-
dze zamiast dziatania wigksza sita na krotszej drodze. Iloczyn sity i
przemieszczenia jest przy tym staly, tak ze wykonywana jest jedna-
kowa praca.

e Na rysunku(7.3.3 widzimy Archimedesa, ktory zazywa kapieli w beczce
z woda.

e Sile wyporu F,, mozemy znalez¢, znajac objetos¢ ciata V), ktoéra jest
zanurzona w plynie i gestos¢ ptynu p,

7.4 Ruch plynéw

Plyny rzeczywiste sa nie tylko niescisliwe ale i lepkie. Dlatego ich ruch bywa
bardzo ztozony. Jesli predkosé¢ ptynu w dowolnym miejscu w strudze nie zmie-
nia sie w czasie, wtedy méwimy o przeptywach ustalonych (laminarnych). Po
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Fiy =pS

Fy = pSs

[ il 32

Rysunek 7.3.2: Prasa hydrauliczna
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Rysunek 7.3.3: Ciato zanurzone w wodzie traci na wadze tyle, ile ciezar wody
wypartej przez to ciato
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Rysunek 7.4.1: Przeptyw ptynu w rurze
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przekroczeniu predkosci krytycznej nastepuje przejécie do przeptywu nieusta-
lonego (turbulentnego)

7.4.1 Roéwnanie cigglosci

o Jesli wptywa do rury w czasie At o przekroju S; ptyn o gestosci p; z
predkoscig vy, to jego masa jest rowna Amq = pySiv At.

e W przekroju Sy mamy podobna sytuacje , dlatego Amg = psSovsAt.

e Jesli pomiedzy przekrojem S; i Sy ptynu ani nie przybywa ani nie
ubywa,taka sama masa ptynu przyptywa przez przekroj jeden i drugi,
w tym samym czasie.

Slvlpl = SQUQPQ (741)

e Dla pltynéw niescisliwych p; = py i réwnanie [7.4.1/ ma prostsza postaé
511}1 = SQUQ (742)
Réwnania[7.4.1 1[7.4.2| nazywamy rownaniami ciagtosci i sg one konse-

kwencja zasady zachowania masy.

7.4.2 Roéwnanie Bernoulliego

Rozwazamy ruch ptynu doskonatego w rurze, jak to wida¢ na rysunku 7.4.1.
Bedziemy korzystac¢ z zasady zachowania energii.

e Zmiana energii kinetycznej porcji ptynu Am = pAV, pomiedzy prze-
krojami Sy i Sy wynosi

1

1 1
2Amv§ — §Amv% = ipAV(vg —v}) =W, + W, (7.4.3)

e Praca wykonana przez site ciezkosci wynosi
Wy, = —Amg(ys —y1) = —pAVyg(ys — y1) (7.4.4)

e Praca wykonana przez site zewnetrzna ttoczaca ptyn do rury i wymu-
szajaca jego ruch jest rowna

W, = —p2AV + 91 AV = —(py — p1)AV (7.4.5)
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sl nosna

wighsz prodhost, mmgee e

gz predkost, wieksze oaieni

Rysunek 7.4.2: Sila nos$na

Podstawiajac do wzoru |7.4.5 otrzymamy
1
§pAV(v§ —0}) = =pAVg(y2 — 11) — (p2 — p1)AV (7.4.6)

Przemieszczajac odpowiednio sktadniki na lewsg i prawa strone i uprasz-
czajac przez AV otrzymamy réwnanie Bernoulliego w nastepujacej po-
staci

1 1
P+ 5pvE+ pgyn = pa+ 5PV + pgY (7.4.7)

Poniewaz przekroje byty dowolnie wybrane, z réwnania[7.4.7 wniosku-
jemy, ze suma trzech cisnien jest stata

1
P+ ipUQ + pgy = const. (7.4.8)

Na rysunku [7.4.2 widzimy jak powstaje sita nosna, ktéra dziata na
skrzydto samolotu.
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Rozdzial 8
Drgania

Ruch, ktory sie powtarza w czasie, nazywamy ruchem periodycznym (okre-
sowym,). Jezeli ruch ciala odbywa sie tam i z powrotem po tej samej drodze,
to taki ruch okresowy nazywamy drgajacym, takze wibracyjnym lub oscyla-
cyjnym. Ze wzgledu na wszechobecne tarcie ruchy sa ttumione i zanikajg w
czasie, gdy nie beda pobudzane sitami zewnetrznymi.

8.1 Ruch harmoniczny

e W ruchu okresowym czas jednego drgania 7', czyli okres drgan, jest
odwrotnoscia czestosci drgan v, czyli ilosci drgan na jednostke czasu.
1

v= (8.1.1)

e W uktadzie SI, jednostka czestosci jest jeden herc (Hz), od nazwiska
Heinricha Hertza (1857-1894), ktory stwierdzit doswiadczalnie istnienie
fal elektromagnetycznych przewidzianych przez Maxwella.

e W ruchu drgajacym sita jest zawsze skierowana do srodka, w ktorym
zmienia znak na przeciwny.

e sita zwrotna proporcjonalna do wychylenia, wymusza ruch periodyczny
zwany harmonicznym

dEp ()

dx

F(z) = —k(z — o) = — (8.1.2)

e Réwnanie oscylatora harmonicznego wynika z I1 zasady Newtona

d*x(t)

o F(z) = —ka(t) (8.1.3)
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Rysunek 8.1.1: Cialo o masie m porusza si¢ w dotku potencjatu ruchem
okresowym

e réwnanie 8.1.3 jest liniowym réwnaniem rézniczkowym II-rzedu

dx(t)  k
S+ () =0 (8.1.4)

e Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja z(t), ktorej druga pochodna
jest proporcjonalna do niej samej, Funkcjami o tej wlasnosci, sg funk-
cje elementarne sin i cos, okreslane mianem funkcji harmonicznych.
Ogolne rozwiazanie rownania[8.1.4 ma postaé

z(t) = Acos(wot + ¢) (8.1.5)

ktore to rozwiagzanie jest kombinacja liniowa funkcji cos i sin. Stata A
jest amplitudg drgan, a ¢ fazqg . Poniewaz

cos(wot + @) = cos(¢) cos(wot) — sin(¢) sin(wgt) (8.1.6)
Rézniczkujac dwa razy x(t) mamy w wyniku

(1)

o —wi A cos(wot + ¢) = —wiw(t) (8.1.7)
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e Réwnanie oscylatora harmonicznego [8.1.4] spetnia funkcja [8.1.5] o ile
tylko czestosé kgtowa wy spetnia relacje

k

2
= — 8.1.8
Wo m ( )
e Pomiedzy czestoscia katowa wg, okresem drgan T' i czestoscia drgan v

zachodzi nastepujacy zwiazek

2

wo = % = 21w (8.1.9)

e Na koniec zapiszemy réwnanie oscylatora 8.1.4 w postaci standardowe]

d*x(t) 9 B
o wix(t) =0 (8.1.10)

8.2 Energia oscylatora harmonicznego

e Poniewaz zmiana energii potencjalnej jest rowna pracy

b b

Ey(a) — E,(b) /F(x)d:); _ /(—kzx)d:p _ %mi - %zmg (8.2.1)

a a
i wartos¢ energii potencjalnej w punkcie rownowagi x, = 0 wyzerujemy,
wtedy w dowolnym potozenie oscylatora x, = x, energia potencjalna
jest dana wzorem

E,(x) = %k:ﬁ = %k:A2 cos?(wt + @) (8.2.2)

e Energia kinetyczna w dowolnej chwili jest rowna

1 1 1
Eix(z) = imvz = gmuﬂAQ sin®(wt + ¢) = 51{:142 sin®(wt + ¢) (8.2.3)
e Calkowita energia jest suma energii potencjalnej i energii kine-
tycznej 8.2.3
Loy 1
E(z) = Ex(z) + Ey(z) = Smv” = 2kA (8.2.4)

Widzimy, ze catkowita energia jest stata i proporcjonalna do kwadratu
amplitudy
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8.3 Przykltady oscylatoré6w harmonicznych

Poznamy tu kilka przyktadow uktadéw fizycznych, ktorych ruch jest ruchem
harmonicznym prostym. Takich przyktadéw w przyrodzie jest bardzo duzo,
takze w zjawiskach elektrycznych i magnetycznych.

8.3.1 Wahadlo matematyczne

Rysunek 8.3.1: Ciatlo o masie m porusza sie ruchem wahadtowym, tak jak w
zegarze stojacym

e (ialo o masie m jest zawieszone na nici o dlugosci [. Na ciato dziata
sita grawitacyjna mg i naprezenie nici 7', przeciwnie skierowane do
sktadowej sity ciezkosci wzdtuz nici.

e Sktadowa prostopadta do nici F' wymusza ruch okresowy i wynosi

F = —mgsinf ~ —mgb (8.3.1)

. . X s , .
e Poniewaz 6 = 77 IT zasady Newtona otrzymamy rézniczkowe réwnanie

ruchu
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e a stad juz réwnanie w postaci standardowej

d?x(t)
dt?

+ %x(t) —0 (8.3.3)

e 7 roéwnania odezytujemy, ze predkosé katowa dana jest wzorem

W = % (8.3.4)

e Zatem przy matlej amplitudzie okres wahadla matematycznego nie za-
lezy od amplitudy i wynosi

2 l
=" 27r\/j (8.3.5)
wo g

8.3.2 Wahadlo torsyjne

—

Rysunek 8.3.2: Ciato zawieszone na drucie, o momencie bezwtadnosci I oscy-
luje, obracajac sie o kat 6

Moment sity jest proporcjonalny, zgodnie z prawem Hooke’a, do wychy-
lenia, wspotezynnikiem proporcjonalnosci jest stata skrecenia drutu s

M = —kf (8.3.6)
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e Roéwnanie ruchu dla takiego oscylatora ma postaé

dw(t) 1d29(t)

M=1 = 8.3.7
dt dt? ( )
e Roéwnanie 8.3.7 mozemy sprowadzi¢ do postaci standardowe;j
d?0(t) w
—— 4+ =0(t)=0 8.3.8
o) (5:8)
e Stad odczytujemy wlasna predkosé katowa oscylatora torsyjnego wi = ;
i okres drgan
2 I
T="on /- (8.3.9)
wWo K

8.3.3 Wahadlo fizyczne

e Rzeczywiste wahadlo, nazywane zwykle wahadtem fizycznym, moze
mie¢ rozktad masy, zupekie inny niz w wahadle matematycznym. Ta-
kie wahadto fizyczne rowniez wykonuje ruch harmoniczny. Znajdziemy
teraz jaki jest jego okres.

e Na rysunku 8.3.3 przedstawiono pewne wahadlo fizyczne odchylone w
jedna strone o kat 6. Sita ciezkosci F, dziala na jego $rodek masy C
znajdujacy sie w odlegtosci h od punktu zawieszenia O.

e W wahadle fizycznym moment sity zwiazany ze sktadowsq sity ciezkosci
F,sin @ ma rami¢ o dlugosci h wzgledem punktu zawieszenia

M = —mghsin 0 ~= —mghf (8.3.10)

e Podobnie jak dla wahadta torsyjnego réwnanie ruchu ma postac (8.3.7),
ktore mozemy sprowadzic do postaci standardowe]

d*0(t)  mgh

s T 0() =0 (8.3.11)

e Stad odczytujemy wlasna predkos¢ katows wahadta fizycznego i okres

drgan
T=2 L (8.3.12)
= i .
mgh
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Rysunek 8.3.3: Wahadtlo fizyczne. Przywracajacy rownowage moment sity
wynosi hFysinf. Gdy 0 = 0, srodek masy C' znajduje si¢ bezposrednio pod
punktem zawieszenia wahadta O.

e Wahadtlo fizyczne nie bedzie drgaé¢, gdy jego punkt zawieszenia be-
dzie sie znajdowatl w srodku masy. Formalnie taka sytuacja odpowiada
podstawieniu h = 0 do wyrazenia (8.3.12). Mamy wtedy 7" — oo,
co oznacza, ze takie wahadto nigdy nie wykona jednego petnego cyklu
drgan.

e Kazdemu wahadlu fizycznemu, drgajacemu wokot danego punktu za-
wieszenia O z okresem 71" odpowiada wahadto matematyczne o dtugosci
lop drgajace z tym samym okresem T'. Wielkos¢ [y, nazywang dtugoscia
zredukowana wahadla fizycznego, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (8.3.5).
Punkt znajdujacy sie¢ w odlegltosci Iy od punktu zawieszenia O nazy-
wamy Srodkiem wahan wahadta fizycznego dla danego punktu zawie-
szenia.
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8.3.4 Pomiar przyspieszenia ziemskiego

e Wahadto fizyczne mozemy wykorzysta¢ do pomiaru przyspieszenia ziem-
skiego g w réznych punktach na powierzchni Ziemi. Takich pomiaréw
wykonano niezliczenie wiele, w ramach cho¢by badan geofizycznych.

e Rozwazmy prosty przypadek. Wezmy wahadto w postaci jednorodnego
preta o dtugosci [, unieruchomionego na jednym koncu. Dla takiego wa-
hadta odlegtos¢ od punktu zawieszenia do $rodka masy - czyli wielkosé
h we wzorze (8.3.12) wynosi [/2. Moment bezwladnosci tego waha-
dta wzgledem prostopadtej osi przechodzacej przez srodek masy jest
rowny mi?/12. Korzystajac z réwnania (8.3.12)) i twierdzenia Steinera
(I = I, + Mh?), otrzymujemy moment bezwtadnosci preta wzgledem
osi przechodzacej przez jeden z jego koncéw i prostopadtej do preta

1 ANER!
I=1Ig+mh?>=—ml>+m|=| == (8.3.13)
12 2
e Jezeli do réwnania (8.3.12) podstawimy h = (/2 i I = mi?/3, a nastep-
nie rozwigzemy je wzgledem g, to otrzymamy

B 872l

=+ (8.3.14)

9

e Zatem zmierzywszy dtugos¢ [ i okres T, mozemy wyznaczy¢ wartoscé
przyspieszenia ziemskiego g w miejscu, gdzie znajduje sie wahadto. Gdy
potrzebne sg precyzyjne pomiary, niezbedne staje sie wprowadzenie
szeregu udoskonalen, jak na przyktad umieszczenie wahadta w komorze
prozniowe;j.

8.4 Ruch harmoniczny tlumiony

e Wahadto zanurzone w wodzie bedzie drga¢ krotko, gdyz woda stawia
mu opér, co powoduje szybkie zanikanie ruchu. W powietrzu wahadto
porusza sie tatwiej, ale i tak w koncu jego ruch zamiera, gdyz powietrze
takze stawia opér (znaczenie ma rowniez tarcie w punkcie zawieszenia
wahadla), zmniejszajac energie wahadta.

e Jezeli ruch oscylatora stabnie na skutek dziatania sit zewnetrznych, to
taki oscylator nazywamy oscylatorem ttumionym, a jego drgania nazy-
wamy thumionymi. Na rysunku [8.4.1 przedstawiono prosty oscylator
ttumiony, w ktorym klocek o masie m drga w pionie zawieszony na
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x SZEVWIIC
| ZAWiCAZENIC

stala
spreevstodod k

Masa M

lopatka

= stefa thumienia b

Rysunek 8.4.1: Prosty oscylator tlumiony. Zanurzona w cieczy topatka
dziata hamujaco na klocek drgajacy wzdhuz osi x

sprezynie o statej sprezystosci k. Do klocka przyczepiony jest pret za-
konczony topatka (zakladamy, ze oba te elementy maja znikoma mase)
zanurzong w cieczy. Gdy topatka porusza sie w gore i w dot, ciecz wy-
wiera na nia (i w konsekwencji na caly uktad drgajacy) site oporu. Z
uptywem czasu energia mechaniczna uktadu klocek-sprezyna maleje -
przeksztalca sie w energie termiczna cieczy i topatki.

e Zalézmy nastepnie, ze sita oporu ﬁo, jaka dziata ciecz, jest propor-
cjonalna do wartosci predkosci v topatki i klocka (takie zalozenie jest
poprawne, gdy topatka porusza sie powoli). Dla sktadowej wzdtuz kie-
runku z na rysunku (8.4.1 mamy zatem

Fy,=—bv (8.4.1)

gdzie b jest stata ttumienia, ktora zalezy od wtadciwosci topatki i cieczy
(w ukladzie SI stata thumienia mierzymy w kilogramach na sekunde).
Zmak minus wskazuje, ze sita F, przeciwdziata ruchowi.
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e Sprezyna dziala na klocek sitg F, = —kx. Zaktadamy, ze sita ciezkosci
dziatajacana klocek jest znikomo mata w poréwnaniu z sitami F, i F.
Wowcezas druga zasade Newtona dla sktadowej wzdtuz osi z (F, = ma,)
zapisujemy w postaci

g oot

T (f“m
P
(111

thy

——
S

| ———
e —

“tt

Rysunek 8.4.2: Zaleznosé z(t) dla oscylatora ttumionego z rysunku 8.4.1,
ktérego parametry okreslono m = 250g, k = 85 oraz b = 70g/s. Ampliwda,

réwna e ?/?™  maleje wykladniczo z czasem.
—bv — kx = ma, (8.4.2)
Po podstawieniu dz/dt = v i d*x/dt* = a otrzymujemy réwnanie roz-
niczkowe ,
d°x dx
— +b—+kr=0 8.4.3
ms + 7 + kx ( )

Rozwiazanie tego réwnania ma postac
T(t) = Zme Y™ cos(w't = @) (8.4.4)
gdzie x,, jest amplituda, a w’ czestoscig kotowg oscylatora ttumionego,
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dang wzorem

/ k b?
Y 4
w p- (8.4.5)

4m?

Gdy b = 0 (brak ttumienia), wyrazenie (8.4.5) sprowadza sie do wzoru
(8.1.8) na czestos¢ kotowa oscylatora niettumionego (w = /k/m), a
wyrazenie (8.4.4) - do wzoru na przemieszczenie oscylatora niettumio-
nego.

Jezeli stata tlumienia jest mata, ale nie réwna zeru (czyli b << Vkm),
to w ~w

Wyrazenie przedstawia drgania sinusoidalne, ktérych amplituda
(réwna x,,e /™) stopniowo maleje z uptywem czasu. Energia mecha-
niczna oscylatora niettumionego jest stata i zgodnie ze wzorem (8.2.4)
wynosi E = %kx,zn W przypadku oscylatora ttumionego energia me-
chaniczna nie jest stata i maleje z czasem. Jezeli thumienie jest stabe,
mozemy znalezé zalezno$é E(t), zastepujac w wyrazeniu (8.2.4) wiel-
ko$¢ x,, przez amplitude drgai ttumionych x,,e /%™, Otrzymujemy
w ten sposéb zaleznosé

ka? e~bt/2m (8.4.6)

2
m

z ktoérej wynika, ze energia - podobnie jak amplituda - maleje wyktad-
NICZO 7 Czasem.

8.5 Drgania wymuszone i rezonans

e Czlowiek bujajacy sie na hustawce, ktérej nikt nie popycha, to przyktad

drgan swobodnych. Jezeli jednak ktos okresowo popycha hustawke, wy-
konuje ona drgania wymuszone. 7Z uktadem wykonujacym drgania wy-
muszone zwiazane sa dwie czestosci kotowe: 1) wtasna czestosé kotowa
w uktadu, czyli czestosé kotowa, z jaka uktad wykonywaltby drgania
swobodne, gdyby zostal w nie wprawiony w wyniku nagtego zaburze-
nia, oraz 2) czesto$¢ kotowa wwym zewnetrznej sity powodujacej drga-
nia wymuszone.

Do przedstawienia drgan wymuszonych oscylatora harmonicznego mo-
zemy postuzy¢ sie ponownie rysunkiem [8.4.1, o ile zawieszenie nie be-
dzie sztywne, lecz bedzie sie porusza¢ w gore i w dot z czestosciag kotowa
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b = 30 g/s (najmnicjsze
tHumicnic)

b= 70 gfs

amplitsdz

b= 140gh

0,6 08 10 12 14

Rysunek 8.5.1: Amplituda x,, oscylatora wymuszonego zmienia si¢ wraz
7 czestodcia wyym sity wymuszajacej. Amplituda jest w przyblizeniu naj-
wicksza, gdy speliony jest warunek rezonansu wyy,/w = 1. Przedstawione
krzywe odpowiadaja trzem wartosciom statej ttumienia b

wwym. Taki oscylator wymuszony drga z czestoscig kotows wyym silty
wymuszajacej, a jego przemieszczenie z(t) dane jest wzorem

z(t) = Ty COS(Wyymt + @) (8.5.1)
gdzie z,, jest amplituda drgan.

e Wartos¢ amplitudy drgan z,, w skomplikowany sposéb zalezy od cze-
stoScl Wyym 1 w. Latwiej opisa¢ amplitude zmian predkosci drgan vy, -
jest ona najwicksza, gdy speliony jest warunek rezonansu

Wyym = W (852)

Wyrazenie (8.5.2) jest rowniez przyblizonym warunkiem na to, aby am-
plituda drgan x,,, byta nagjwicksza. Tak wiec, jezeli bedziemy popychac
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hustawke z jej wlasna czestosciag kotowa, amplituda drgan i amplituda
zmian predkosci beda bardzo duze - jest to fakt, ktérego dzieci bardzo
szybko sie ucza metoda prob i btedow. Jezeli bedziemy popychaé¢ hus-
tawke z inng czestoscig kotowa, mniejsza lub wicksza, amplitudy drgan
i zmian predkosci bedg mniejsze.

Na rysunku [8.5.1 przedstawiono zalezno$¢ amplitudy oscylatora od
czestoscl wyym sity wymuszajacej dla trzech wartosci stalej ttumie-
nia b. Zauwazmy, ze wszystkie trzy amplitudy sa najwicksze, gdy
Wwym/w = 1, tzn. gdy speliony jest warunek rezonansu dany wzorem
(8.5.2). Z krzywych przedstawionych na rysunku [8.5.1] widaé¢, ze im
mniejsze ttumienie, tym wyzsze i wezsze maksimum rezonansowe.

Wszystkie konstrukcje mechaniczne maja jedna lub wiecej wlasnych
czestosci kotowych; jezeli na te konstrukeje dziata duza sita zewnetrzna
zmieniajaca sie z czestoscig pasujaca do jednej z tych czestosci, po-
wstajace drgania moga zniszczy¢ konstrukcje. Tak wiec na przyktad
projektanci samolotow musza by¢ pewni, ze zadna z wlasnych czesto-
sci kotowych, z jakimi moga drga¢ skrzydta, nie pokrywa sie z czestoscia
kotowg pracy silnikéw. Skrzydto wpadajace w gwaltowne drgania przy
pewnej czestosci obrotow silnika stanowitoby oczywiscie zagrozenie.

Trzesienie ziemi w Meksyku we wrzesniu 1985 roku byto dos¢ silne
(8.1 stopni w skali Richtera), ale wywotane przez nie fale sejsmiczne
powinny by¢ zbyt stabe, aby spowodowac¢ rozlegle zniszczenia po do-
tarciu do oddalonego o okoto 400 km miasta Meksyk. Jednakze miasto
zostalo w znacznej czesci zbudowane na dnie dawnego jeziora, gdzie zie-
mia ciagle jeszcze jest miekka i wilgotna. Pomimo ze fale sejsmiczne w
twardszym gruncie w drodze do miasta Meksyk miaty mata amplitude,
to znacznie wzrosta ona w luznej ziemi na terenie miasta. Amplituda
zmian przyspieszenia fal osiagneta 0.2 g, a drgania o czestosci kolowej
bliskiej 3 rad/s staly sie niespodziewanie silne. Nie tylko ziemia silnie
drgata; wiele budynkéw o éredniej wysokosci ma rezonansowe czestosci
kotowe wtasnie bliskie 3 rad/s. Wiekszosé budynkow sredniej wysoko-
Sci runeta podcezas wstrzaséw, podezas gdy budynki nizsze (o wiekszych
rezonansowych czestosciach kotowych) oraz wyzsze (o mniejszych rezo-
nansowych czestosciach kotowych) pozostaty cate.

103



ROZDZIAYL 8. DRGANIA

104



Rozdziat 9

Fale mechaniczne

Informacje mozemy przesyta¢ miedzy sobg wymieniajac obiekty materialne
takie jak listy, kodujac wiadomosci wedtug wczesniej wypracowanych umow
i konwencji. Takiej wymianie informacji towarzyszy obok przemieszczania
sie materii, takze 1 wymiana energii. Zajmujac sie obiektami materialnymi,
mamy na mysli makroskopowe uktady ztozone z czastek obdarzonych masa,
tadunkiem, a by¢ moze, i jeszcze innymi wtasnosciami fizycznymi, takimi jak
momenty magnetyczne.

Powszechnie uzywany jest obecnie inny sposéb wymiany informacji, z
uzyciem telefonéw, gdzie nie ma wymiany materii, a tylko jest wymiana
energii. W telefonii radiowej tym nos$nikiem informacji sa fale elektromagne-
tyczne, ktoére sa tematem tego i nastepnych rozdziatéw. Gdy rozmawiamy
przez telefon, fala dzwiekowa niesie komunikat od naszych strun gtosowych
do stuchawki telefonicznej. Tutaj zadanie przejmuja fale elektromagnetyczne,
biegnace wzdtuz miedzianego drutu, swiattowodu lub przez atmosfere, by¢
moze za posrednictwem satelity telekomunikacyjnego. Na drugim koncu linii
telefonicznej ponownie pojawia sie fala dzwiekowa, biegnaca od stuchawki do
ucha odbiorcy. Odbiera on komunikat, mimo ze nic, czego mogtby dotknaé,
do niego nie dotarto. Leonardo da Vinci tak opisywat te zjawiska falowe,
gdy pisal o falach na wodzie: “Czesto zdarza sig, ze fala ucieka z miejsca
powstania, podczas gdy woda pozostaje, podobnie jest z falami, jakie wiatr
wywotuje na polu zboza - widzimy fale biegngce przez pole, podczas gdy
zboze pozostaje w miejscu”.

9.1 Rodzaje fal

Wyrézniamy trzy gléwne rodzaje fal:
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e Fale mechaniczne. Jest to najbardziej znany rodzaj fal, poniewaz na-
potykamy je prawie zawsze - typowe przykltady to fale na wodzie, fale
dzwigkowe lub fale sejsmiczne. Wszystkie te fale maja pewne wspolne
cechy, a mianowicie podlegaja zasadom ruchu Newtona i moga istniec¢
wytacznie w jakim$ osrodku materialnym: w wodzie, w powietrzu, w
skale.

o Fuale elektromagnetyczne. Te fale sa mniej znane, mimo iz stale si¢ nimi
poshugujemy. Zaliczamy do nich swiatto widzialne i nadfioletowe, fale
radiowe i telewizyjne, mikrofale, promieniowanie rentgenowskie oraz
fale radarowe. Fale te nie potrzebuja zadnego osrodka materialnego.
Na przyktad fale swietlne emitowane przez gwiazdy docieraja do nas
przez préoznie kosmiczna. Wszystkie fale elektromagnetyczne poruszaja
sie w prozni z ta sama predkoscig Swiatta ¢ rowna

¢ = 209792458
S

e [ule materii. Pomimo ze fale materii sa powszechnie wykorzystywane
we wspolczesnej technice, sa one mniej znane. Sa to fale zwigzane
z elektronami, protonami i innymi czastkami elementarnymi, a nawet
z atomami i czasteczkami. Poniewaz te obiekty uwazamy na ogot za
sktadniki materii, fale te nazywamy falami materii.

9.2 Fale poprzeczne i podluzne

Fala wystana wzdhuz rozpietej naprezonej liny jest najprostsza falg mecha-
niczng. Jezeli jeden koniec napietej liny szarpniemy pionowo w gore i w dot,
pojawi sie biegnaca wzdtuz liny fala w postaci pojedynczego impulsu, jak na
rysunku [9.2.1a. Taki impuls i jego ruch moga pojawié¢ sie dzieki temu, ze
lina jest napigta. Gdy szarpiemy koniec liny w gore, pociaga ona za soba w
gore sasiedni fragment liny, a to dzieki sitom dziatajacym miedzy poszczegol-
nymi fragmentami liny. Z kolei ten fragment, poruszajac sie w gore, pociaga
za sobg nastepny i tak dalej. Tymczasem zaczynamy ciagnaé¢ koniec liny
w dot. W efekcie kolejne poruszajace sie do géry fragmenty liny zaczynaja
by¢ ciggniete w dot przez sgsiednie fragmenty, ktére juz sie poruszajag w tym
kierunku. Ostatecznie zaburzenie ksztaltu liny (impuls) porusza sie wzdluz
niej z pewng predkoscig v.
e Jezeli poruszamy rekg w gore i w dot w sposéb cigglty ruchem harmo-
nicznym, to wzdhuz liny z predkoscia v biegnie fala ciagta. Poniewaz

ruch reki opisany jest sinusoidalng funkcjg czasu, w dowolnej chwili fala
- jak wida¢ z rysunku 9.2.1b - bedzie miata ksztalt sinusoidalny..
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Rysunek 9.2.1: a) Wzdluz naciagnietej liny zostaje wystany pojedynczy
impuls. Typowy element liny (oznaczony kropka) w chwili, gdy mija go
impuls, wykonuje jeden ruch w gore, a nastepnie w dot. Ruch elementu liny
jest prostopadty do kierunku ruchu fali, tak wiec impuls jest falg poprzeczna.
b) Wzdtuz liny zostaje wystana fala sinusoidalna. Podczas przechodzenia
fali typowy element liny porusza sie w sposob cigglty w goére i w dét. Ta fala
rowniez jest fala poprzeczng
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i i
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Rysunek 9.2.2: W rurze wypelionej powietrzem wzbudzono fale dzwiekowa
za pomocy ttoka poruszajacego sie tam i z powrotem. Poniewaz drgania
czasteczki powietrza (reprezentowanej przez czarng kropke) sa réwnolegle do
kierunku, w jakim porusza sie fala, fale nazywamy podtuzng
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e Rozwazamy tu line “idealng”, w ktorej nie dziataja zadne sity tarcia
powodujace zanikanie fali podczas jej ruchu wzdtuz liny. Dodatkowo
zaktadamy, ze lina jest odpowiednio dtuga i nie musimy zajmowaé si¢
fala odbita od jej drugiego konca.

e Jednym ze sposobéw badania fal przedstawionych na rysunku jest
obserwacja ich ksztattu podczas ruchu w prawo. Mozemy réwniez za-
jac¢ sie wybranym elementem liny i obserwowac jego drgania w gore i w
dot, podczas ruchu fali. Zauwazmy, ze - jak przedstawiono na rysunku
9.2.1]- przemieszczenie kazdego drgajacego w taki sposob elementu liny
jest prostopadte do kierunku ruchu fali, czyli poprzeczne. W tym przy-
padku fale nazywamy fala poprzeczna.

e Na rysunku/9.2.2|przedstawiono sposéb, w jaki za pomoca ttoka mozna
wytworzy¢ fale dzwickowa w dlugiej wypelnionej powietrzem rurze. Je-
zeli gwaltownie przesuniesz ttok w prawo, a nastepnie w lewo, wzdtuz
rury zostanie wystany impuls dzwickowy. Ruch tloka w prawo po-
woduje ruch w tym samym kierunku sasiadujacych z nim czasteczek
powietrza i w konsekwencji zmiang¢ ci$nienia w jego poblizu. Wzrost
cisnienia popycha z kolei czasteczki powietrza znajdujace si¢ nieco da-
lej wzdtuz rury. Ruch ttoka w lewo zmniejsza cisnienie w jego poblizu.
Najpierw najblizsze przesuniete w prawo czasteczki powietrza, a potem
te dalsze powracaja na lewo. Tak wiec ruch powietrza i zmiana jego
cisnienia poruszaja sic wzdtuz rury w prawo w postaci impulsu.

e Jezeli poruszamy tlokiem tam i z powrotem ruchem harmonicznym,
jak to przedstawiono na rysunku[9.2.2, wzdluz rury bedzie biegta fala
sinusoidalna. Poniewaz ruch czasteczek powietrza jest réwnoleglty do
kierunku ruchu fali, fale taka nazywamy falg podtuzna. W tym roz-
dziale skupimy sie na falach poprzecznych, w szczegblnosci na falach
w linie; natomiast w rozdziale nastepnym zajmiemy si¢ falami podtuz-
nymi, w szczegolnosci falami dzwickowymi. Fale zarowno poprzeczne,
jak i podtuzne nazywamy falami biegnacymi, gdyz obie poruszaja sie
od jednego punktu do drugiego - od jednego konca liny do drugiego
(tak jak na rysunku(9.2.1) lub od jednego korica rury do drugiego (tak
jak na rysunku [9.2.2). Zauwazmy, ze to fala porusza sie od jednego
konca do drugiego, a nie osrodek (lina lub powietrze), w ktérym fala
biegnie.
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wektor falowy czestos

\

y(x,t) =y, sin (kx — wt)

amplituda

Rysunek 9.3.1: Parametry fali

9.3 Dtugosé fali i czestosé

Aby w pelni opisaé fale w linie (i ruch dowolnego jej elementu), potrzebujemy
funkcji opisujacej jej ksztatt. Oznacza to, ze potrzebna jest nam zaleznosé
w postaci y = h(x,t), opisujaca poprzeczne przemieszczenie y elementu liny
jako funkcje h zalezna od czasu t i potozenia x tego elementu liny. W ogdl-
nosci sinusoidalny ksztalt fali z rysunku moze by¢ opisany za pomocy
funkcji zaréwno sinus, jak i cosinus; obie funkcje dajg taki sam ogolny ksztaltt.
W tym rozdziale bedziemy postugiwac si¢ funkcja sinus.

e Wyobrazmy sobie fale sinusoidalng, taka jak na rysunku [9.2.1b, bie-
gnacg w dodatnim kierunku osi . W miare jak fala dociera do kolej-
nych elementéw (tj. bardzo krétkich odcinkéw) liny, elementy te drgaja
rownolegle do osi y. W chwili ¢ przemieszczenie y elementu znajduja-
cego sie w punkcie x dane jest wzorem

y(x,t) = ym sin (kx — wt) (9.3.1)

Poniewaz wyrazenie to zawiera zalezno$¢ od potozenia x, moze by¢
wykorzystane do wyznaczenia potozen wszystkich elementow liny w
zaleznosci od czasu. Tak wiec wynika z niego informacja zaréwno o
ksztatcie fali w danej chwili, jak i o zmianach ksztattu podczas ruchu fali
wzdhuz liny. Ponizej zdefiniujemy wielkosci wystepujace w wyrazeniu
9.3.2f nazwy tych wielkosci przedstawiono na rysunku 9.3.1.

e Zanim jednak zaczniemy je analizowaé, przyjrzyjmy sie rysunkowi|9.3.2,
na ktérym przedstawiono pie¢ “zdje¢ migawkowych” fali sinusoidalnej
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Rysunek 9.3.2: Pigé¢ “zdje¢ migawkowych” fali biegnacej w linie w dodat-
nim kierunku osi z. Zaznaczono amplitude y,, oraz dtugosé fali mierzong
wzgledem wybranego punktu
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biegnacej w dodatnim kierunku osi x. Ruch fali reprezentowany jest
przez przesuwanie si¢ w prawo matej strzatki wskazujacej najwyzszy
punkt fali. Przechodzac od jednego “zdjecia” do drugiego, widzimy, ze
mata strzatka przesuwa si¢ wraz z falg w prawo, natomiast lina porusza
sie wylgcznie rownolegle do osi y. Aby to zobaczy¢, przesledzmy ruch
zabarwionego na czerwono fragmentu liny znajdujacego si¢ w punkcie
x = 0. Na pierwszym zdjeciu (9.3.2a) przemieszczenie y = 0. Na
nastepnym mamy maksymalne przemieszczenie w dot, gdyz wtasnie
przez nasz element przechodzi dolina fali (czyli jej najnizszy punkt),
po czym nasz element powraca w gore do y = 0. Na czwartym zdjeciu
mamy maksymalne przemieszczenie w gore, gdyz wtasnie przez ten
element przechodzi grzbiet fali (czyli jej najwyzszy punkt). Na piatym
zdjeciu ponownie przemieszczenie y = 0, a zatem nasz element wykonat
petny cykl drgan.

9.3.1 Amplituda i faza

o Amplitudg faliy,, jak pokazano na rysunkul9.3.2, nazywamy bezwzgledng
warto$¢ maksymalnego przemieszczenia elementu - przy przechodzeniu
przezen fali - wzgledem jego polozenia réwnowagi. (Indeks m oznacza
maksimum). Wielko$¢ y,,, jako warto$¢ bezwzgledna jest zawsze do-
datnia, nawet wtedy, gdybysmy na rysunku [9.3.2a mierzyli ja w dot
wzgledem potozenia rownowagi, a nie w gore, jak zostato narysowane.

e Fuazq fali nazywamy argument kz — wt funkcji sinus w wyrazeniu [9.3.1.
Gdy fala przechodzi przez pewien element liny znajdujacy sie w punk-
cie x, faza zmienia sie liniowo wraz z czasem t. Oznacza to, ze wartosé
funkcji sinus réwniez sie zmienia, oscylujac miedzy +1 a —1. Maksy-
malna warto$¢ dodatnia (+1) odpowiada grzbietowi fali przechodza-
cej przez dany element; wowczas przemieszczenie y elementu znajdu-
jacego sie w punkcie x przyjmuje warto$¢ y,. Maksymalna wartoscé
ujemna (—1) odpowiada dolinie fali przechodzacej przez dany element,
co oznacza, ze przemieszczenie y w punkcie z przyjmuje warto$¢ —y,,.
Tak wiec funkcja sinus oraz zalezna od czasu faza fali odpowiadajg
drganiom elementu liny, przy czym amplituda fali okresla najwigksze
przemieszczenie elementu.

9.3.2 Dtugoscé fali i liczba falowa

e Dlugoscig fali X nazywamy odlegto$¢ (mierzona réwnolegle do kierunku
rozchodzenia sie fali) miedzy kolejnymi powtérzeniami ksztaltu fali.

112



9.3.

DEUGOSC FALI I CZESTOSC

Dtugosé fali zaznaczono na rysunku [9.3.2a, przedstawiajgcym migaw-
kowe zdjecie fali w chwili t = O. Z wyrazenia[9.3.1 otrzymujemy opis
ksztattu fali w tej chwili.

y(x,0) = Y, sinkx (9.3.2)
Przemieszczenie y z definicji musi by¢ takie samo na obu koncach od-

cinka odpowiadajacego dtugosci fali, czyli w punktach z = x; oraz
x = x1 + \. Zatem ze wzoru 9.3.2 mamy

Ym Sinkxy = Yy sink(z1 + A) = yp, sin (kzy + kX) (9.3.3)

Wartosci funkceji sinus zaczynaja sie powtarza¢, gdy jej argument wzro-
$nie o 27 radianow, tak wiec z wyrazenia 9.3.3 mamy kA = 27, czyli

_27T

k
A

(9.3.4)

Wielkos¢ k nazywamy liczbg falowg; jednostka liczby falowej w uktadzie
SI jest radian na metr.

Zauwazmy, iz kolejne zdjecia migawkowe na rysunku 9.3.2 przedsta-
wiaja fale przesunieta w prawo o kolejne \/4. Tak wiec piate zdjecie
przedstawia fale przesunieta w prawo o 1.

9.3.3 Okres, czestos¢ kolowa i czestosé

e Na rysunku 9.3.2a przedstawiono wykres zaleznosci przemieszczenia

y od czasu t (wg wzoru[9.3.1 ) w pewnym punkcie wzdtuz liny, dla
ktorego przyjmujemy = = 0. Obserwujac line, mozemy zauwazyc¢, ze jej
pojedynczy, znajdujacy sie w tym punkcie, element porusza sie w gore
i w dot ruchem harmonicznym, opisanym wzorem [9.3.1/ przy zatozeniu
x =0

y(0,1t) = Y sin (—wt) = —y,, sinwt (9.3.5)

e Wykorzystaliémy tu fakt, ze dla dowolnego kata « spetniona jest zalez-

nos¢é sin (—a) = —sina.

Okres T fali definiujemy jako czas, w ciggu ktérego dowolny element
liny wykona jedno petne drganie. Okres zaznaczono na rysunku9.3.2a.
Stosujac wyrazenie do obu koncow tego przedziatu czasu i przy-
rownujac wartosci, otrzymujemy

— YmSinwt; = —y,sinw(ty +7) = —yp sin (wt; + 7). (9.3.6)
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Ta zaleznos¢ moze by¢ spetniona jedynie wtedy, gdy w1 = 27, czyli

gdy
B 2

- (9.3.7)

w
Wielko$¢ w nazywamy czestoscia kotowa, jej jednostka w uktadzie SI
jest radian na sekunde. Powr6émy do pieciu zdjeé fali biegnacej przed-
stawionych na rysunku(9.3.2l Odstep czasu miedzy kolejnymi zdjeciami
wynosi T'/4. Tak wiec na piatym zdjeciu kazdy element liny wykonal
jedno petne drganie.

Czestosé fali v definiujemy jako 1/7 i jest ona zwiazana z czestoscia

kotowa w zaleznoscia
1 w

v=—=— 9.3.8

T 2r ( )
Podobnie jak czesto$é ruchu harmonicznego, czesto$é v jest to liczba
drgan wykonywanych w ciggu jednostki czasu - chodzi tu o liczbe drgan
elementu liny, przez ktéry przechodzi fala. Czesto$¢ v fali mierzymy w

hercach lub w jednostkach wielokrotnych, na przyktad kilohercach.

9.4 Predkosé fali

Na rysunku [9.4.1 przestawiono dwa zdjecia migawkowe fali opisanej
wzorem wykonane w niewielkim odstepie czasie At. Fala porusza
sie w dodatnim kierunku osi # (na rysunku 9.4.1 w prawo); w czasie
At caly wykres fali przesuwa sie w tym kierunku na odleglos¢ Awx.
loraz réznicowy Ax/dt (w granicy pochodna dx/dt) jest predkoscia
fali v. Ponizej opiszemy sposob, w jaki mozemy wyznaczy¢ jej wartosé
predkosci.

Badajac ruch fali przedstawionej na rysunku9.4.1, mozemy interesowaé
sie punktami liny lub punktami, w ktérych jest taka sama faza drgan.
Wychylenie y ciagle si¢ zmienia, natomiast punktowi o ustalonej fazie
odpowiada co chwila inny punkt liny. 7 réwnanial9.3.1 otrzymujemy
jako warunek stalosci fazy wyrazenie

r — wt = const. (9.4.1)

Przemieszczenie x, jak i czas t w9.4.1 zmieniajg sie tak, ze faza pozo-
staje stata. W istocie, gdy wzrasta ¢, musi rowniez aby faza pozostata
stata - wzrasta¢ z, stad wiec wynika, iz caly “ksztalt” fali przesuwa sie
w dodatnim kierunku osi z.
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fala wchwilit = At
fala wehwiliz =10

Rysunek 9.4.1: Dwa zdjecia migawkowe fali z rysunku wykonane w
chwilach ¢t = 0 it = At. Poniewaz fala porusza sie w prawo z predkoscig Vv,
cala krzywa przesuwa sie na odlegto$¢ Az w czasie At. Punkt odpowiadajacy
maksimum “podrézuje” razem z falg, ale element liny porusza sie tylko w gore
i w dot
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Aby wyznaczy¢ predkosé fali v, wezmy pochodng z wyrazenia 9.4.1,
dostaniemy w wyniku, ze

dx
k— —w= 4.2
i 0 (9.4.2)
a stad
dx w
-, = 4.
i (9.4.3)

Korzystajac ze wzoréow (k = 27 /) oraz (w = 27/T)), mozemy zapisac
predkos¢ fali jako \

w
Z wyrazenia w = A\/T wynika, ze predkosé¢ fali jest réwna ilorazowi
dtugosci fali i okresu - fala w ciaggu jednego okresu drgan przebywa
odlegltos¢ rowng jednej dtugosci fali.

Wzor 9.3.1 opisuje fale biegnaca w dodatnim kierunku osi z. Fale bie-
gnaca w przeciwnym kierunku opisuje wyrazenie, ktore mozemy zna-
lezé, zastepujac czas t w(9.3.1 przez —t. Odpowiada to warunkowi

kx + wt = const. (9.4.5)

ktory pociaga za soba zmniejszanie sie x wraz ze wzrostem czasu (po-
rownaj z 9.3.1). Tak wiec fala biegnaca w ujemnym kierunku osi x
opisana jest rownaniem

y(x,t) = Yy sin (kx 4+ wt). (9.4.6)
Jezeli obserwujemy fale opisang wzorem 9.4.6, podobnie jak zrobilismy
to z falg 9.3.1, znajdziemy wyrazenie na jej predkosé

dx w

— = 9.4.7

dt k ( )
Znak minus (poréwnaj z wyrazeniem [9.4.4) potwierdza, iz fala rzeczy-

wiscie porusza si¢ w ujemnym kierunku osi x, co uzasadnia dokonana
przez nas zmiane znaku zmiennej t.

Rozwazmy teraz fale o pewnym dowolnym ksztatcie opisanym funkcja
y(x,t) = f(kx + wt) (9.4.8)

gdzie f jest dowolng funkcje (jedna z mozliwosci jest funkcja sinus).
Nasze poprzednie rozwazania wskazuja, ze wszystkie fale, w ktorych
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zmienne x i t wystepuja w postaci kombinacji kx 4+ wt, sa falami bie-
gnagcymi. Co wiecej, wszystkie fale biegnace musza mie¢ posta¢ zgodna
ze wzorem [9.4.7. Tak wiec funkcja y(x,t) = (ax + bt)? opisuje mozliwg
(chociaz z fizycznego punktu widzenia nieco dziwaczna) fale biegnaca.
7Z drugiej strony, funkcja y(z,t) = sin(az? — bt) nie opisuje zadnej fali
biegnacej.

9.5 Predkosé¢ fali w linie sprezystej

Predkos¢ fali, ktora z dlugoscig fali i czestoscia wiaze zaleznosé 9.4.4, okre-
slona jest przez wlasciwosci osrodka. Fala poruszajaca sie w takim osrodku,
jak woda, powietrze, stal lub napigta lina, musi wywotywaé¢ drgania czaste-
czek tego osrodka. Aby bylo to mozliwe, o$rodek musi mie¢ zaréwno mase
(aby gdzies mogta gromadzié¢ sie energia kinetyczna), jak i sprezysto$é (aby
gdzies mogla gromadzi¢ sie energia potencjalna). Tak wiec to masa i wla-
Sciwosci sprezyste osrodka okreslaja, jak szybko fala moze sie w nim poru-
sza¢. Inaczej méwigc, powinna istnie¢ mozliwo$¢ obliczania predkosci fali w
osrodku w zaleznosci od tych jego wlasciwosci. Zajmiemy si¢ teraz - na dwa
sposoby - tym zagadnieniem dla napietej liny.

9.5.1 Analiza wymiarowa

e Analiza wymiarowa polega na szczegbétowym badaniu wymiaréw wszyst-
kich wielkosci fizycznych, majacych znaczenie w danej sytuacji, w celu
definiowania wielkosci, jakie mozemy na ich podstawie uzyska¢. W na-
szym przypadku zbadamy mase i sprezystosé, aby wyznaczy¢ predkosé
v, ktoérej wymiar to dtugoéé podzielona przez czas, czyli LT 1.

e Jako mase¢ do naszych rozwazan wykorzystamy mase¢ elementu liny,
czyli mase liny m podzielong przez jej dtugosé [. Taki iloraz nazywamy
gestoscig liniowa p liny. Tak wiec wymiar wielkosci p = m/l to masa
podzielona przez diugosé, czyli ML~ .

e Nie mozna wysta¢ fali wzdtuz liny, jezeli nie zostala ona napieta, co
oznacza, iz musi by¢ rozciggnieta przez sity dziatajace na oba jej konce.
Naprezenie T' liny jest réwne wspolnej wartosci obu tych sit.  Gdy
fala biegnie wzdtuz liny, jej elementy przemieszczaja sie, powodujac
dodatkowe rozciggniecie - w wyniku naprezenia sasiednie elementy liny
rozciagaja si¢ wzajemnie. Mozemy zatem powigzaé¢ naprezenie liny z
jej sprezystoscia. Naprezenie - podobnie jak sity przytozone do obu
koncéw - ma wymiar M LT 2 (zgodnie ze wzorem F = ma).
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Rysunek 9.5.1: Symetryczny impuls widziany w uktadzie odniesienia, w kto-
rym impuls jest stacjonarny, a lina porusza sie z prawa na lewo z predkoscia
v. Wyznaczamy predkos$¢ v poprzez zastosowanie drugiej zasady dynamiki
do znajdujacego sie na szczycie impulsu elementu liny o dtugosci Al.
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e Naszym celem jest uzyskanie takiej kombinacji wielkosci o (o wymiarze
ML) oraz T (o wymiarze MLT~?), ktéra dawalaby wielko$¢ v o
wymiarze LT~ Metoda préb i bledéw mozemy doéé szybko otrzymad

v=Cy|— (9.5.1)
I
gdzie C' jest bezwymiarowg stalg, ktorej nie mozna wyznaczy¢ na dro-
dze analizy wymiarowej. Ponizej wyznaczymy predkos¢ fali w inny
sposéb - pokazemy, iz wzor rzeczywiscie jest poprawny oraz ze
stata C' wynosi 1.

9.5.2 Wyprowadzenie wzoru na predkosé¢ z drugiej za-
sady dynamiki Newtona

e Zamiast fali sinusoidalnej rozwazmy pojedynczy symetryczny impuls,
taki jak na rysunku biegnacy wzdtuz liny z lewa na prawo z
predkoscia v. Dla wygody wybieramy uktad odniesienia, w ktorym
impuls jest stacjonarny, czyli poruszamy sie razem z impulsem w taki
sposob, by jego widok byt niezmienny. W takim uktadzie odniesienia
lina przesuwa si¢ wzgledem nas z prawa na lewo 9.5.1 z predkoscig v.

e Rozwazmy znajdujacy sie wewnatrz impulsu maty odcinek liny o dtu-
gosci 61 , tworzacy tuk okregu o promieniu R, obejmujacy kat 20 wokot
srodka tego okregu. Rozwazany odcinek liny rozciagany jest stycznie
na obu jego koncach przez sity réwne co do wartosci naprezeniu liny
T. Poziome skladowe tych sit znoszg si¢ wzajemnie, natomiast suma
sktadowych pionowych daje radialng site F o wartosci

Al

F=2(Tsin®)~T(20)=T 7 (9.5.2)
e Masa elementu liny dana jest wzorem
Am = pAl (9.5.3)

gdzie p jest liniowa gestoscia limy.

e W chwili przedstawionej na rysunku(9.5.1] element Al liny porusza sie
po tuku okregu. Zatem ma on przyspieszenie dosrodkowe skierowane
do $rodka tego okregu, dane wzorem

(9.5.4)

= S
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e Wyrazenia 9.5.2] 19.5.3/119.5.4] opisuja wielkosci wystepujace w drugiej
zasadzie dynamiki Newtona. Laczac je zgodnie z tym prawem w postaci
masa * przyspieszanie mamy

TAl v?
— = (pAl)— 5.
= = (A (9.5.5)
a stad
T
v=4/— 9.5.6
. (9.5.6)

co jest w pelni zgodne z wyrazeniem 9.5.1, o ile przyjmiemy, ze stata C
rowna jest jednosci. Wyrazenie [9.5.6] opisuje predkosé impulsu przed-
stawionego na rysunku [9.5.1, a takze predkosé¢ dowolnej innej fali w
takiej samej linie przy takim samym jej naprezeniu.

o Predkosé fali w idealnej napietej linie zalezy jedynie od naprezenia 1
gestosci lintowej liny, nie zalezy natomiast od czesto$ci fali.

9.6 Energia fali i moc fali biegngcej w linie

Gdy wytwarzamy fale w naciagnietej linie, musimy dostarczy¢ energii nie-
zbednej do ruchu liny. Fala biegnaca przenosi te energie w postaci energii
zaréwno kinetycznej, jak i potencjalnej. Przeanalizujmy kolejno obie postacie
energii.

9.6.1 Energia kinetyczna

Fragment liny o masie dm, wykonujacy poprzeczne drgania harmoniczne na
skutek przechodzenia przezen fali, ma energie kinetycznag zwiazana z jego
predkoscia poprzeczna u. Gdy ten fragment w swoim ruchu przechodzi przez
potozenie y = O (fragment b na rysunku 9.6.1), jego predkosé poprzeczna
- i rébwnoczes$nie energia kinetyczna - jest najwieksza. Gdy zas rozwazany
fragment znajduje sie w skrajnym potozeniu y = y,, (tak jak element a na
rysunku), jego predkosé poprzeczna (i energia kinetyczna) jest réwna zeru.

9.6.2 Energia potencjalna sprezystosci

Fala sinusoidalna, wysytana wzdtuz poczatkowo prostej liny, musi jg rozcig-
ga¢. Skoro fragment liny o dtugosci dr wykonuje drgania poprzeczne, jego
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N

Rysunek 9.6.1: Migawkowe zdjecie fali biegnacej w linie w chwili ¢ = 0.
Przemieszczenie elementu a liny wynosi y = y,,,, a elementu b wynosi y = 0.
Energia kinetyczna kazdego elementu liny zalezy od jego predkosci poprzecz-
nej. Energia potencjalna elementu zalezy od stopnia naprezenia elementu
liny w danej chwili

dhugos¢é musi okresowo rosnaé i male¢, w miare jak dopasowuje si¢ on do si-
nusoidalnego ksztattu fali. Energia potencjalna zwigzana jest z tymi wtasnie
zmianami dtugosci, analogicznie jak w przypadku sprezyny.

Gdy fragment liny jest wychylony do potozenia y = y,, (fragment a na ry-
sunku(9.6.1)), jego dtugosé ma normalna niezaburzona wartos$¢ dz, a wiec jego
energia potencjalna sprezystosci rowna jest zeru. Natomiast gdy ten fragment
przechodzi przez potozenie y = 0, zostaje maksymalnie rozciggniety, a jego
energia potencjalna sprezystosci osigga maksimum.

9.6.3 Transport energii

W punkcie y = 0 drgajacy element liny uzyskuje zatem maksymalna energie
zarowno potencjalna, jak i kinetyczna. Na migawkowym zdjeciu przedsta-
wionym na rysunku 9.6.1] fragmenty liny o maksymalnym przemieszczeniu
nie maja energii, a w obszarach o przemieszczeniu rownym zeru ich energia
osigga maksimum. Poniewaz fala porusza si¢ wzdtuz liny, sity zwigzane z na-
prezeniem liny w sposob ciggly wykonuja prace, dzieki czemu nastepuje prze-
kazywanie energii z obszaréw, gdzie energia wystepuje, do obszarow, gdzie
jej nie ma.

Zalozmy, ze w linie naciggnietej wzdtuz poziomej osi © wytworzyliSmy
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fale, dla ktorej przemieszczenie liny opisane jest wzorem 9.3.1. Taka fale bie-
gnaca mogliby$my wytworzy¢, wprawiajac jeden koniec liny w ciagle drgania,
tak jak na rysunku(9.3.1b. Czyniac to, dostarczamy w sposob ciagly energie
potrzebna do ruchu i rozciggania liny - gdy fragment liny drga prostopadle
do osi z, ma energie kinetyczna i energie potencjalna sprezystosci. Gdy fala
dociera do fragmentu liny, ktory dotad pozostawat w spoczynku, do tego frag-
mentu przekazywana jest rowniez energia. Mowimy zatem, ze fala przenosi
energie wzdtuz liny.

9.6.4 Szybkosé transportu energii

Energia kinetyczna dEj, jaka ma element liny o masie dm, dana jest wzorem
1
dE, = 5dmv2 (9.6.1)

gdzie u jest predkoscig poprzeczng drgajacego elementu liny. Aby znalezé u,
zrézniczkujmy wzor 9.3.1 wzgledem czasu przy stalym a:
_ 9y _
=5 =
Korzystajac z tej zaleznosci i podstawiajac dm = updz, przeksztatlcamy wzor
9.6.1 do postaci

—WYm cos (kx — wt). (9.6.2)

dE) = %(udm)(—wym)Q cos? (kx — wt). (9.6.3)

Dzielac wyrazenie przez dt, otrzymujemy szybkos$¢ zmian energii kine-
tycznej elementu liny, czyli szybkos$é, z jaka energia kinetyczna przenoszona
jest przez fale. Stosunek dx/dt, jaki pojawia sie po prawej stronie nowej
postaci wzoru jest predkoscia fali v, tak wiec mamy

dE 1
d_tk = i;wuﬂygl cos® (kx — wt) (9.6.4)
Srednia szybkosé, z jaka przenoszona jest energia kinetyczna, wynosi
dF 1 1
(d_tk> = §/ww2y,2n [cos® (kz —wt)] = Zuvwzyfn (9.6.5)

Wzielismy tu srednia po catkowitej liczbie dtugosci fali, wykorzystujac fakt, iz
srednia warto$¢ kwadratu funkcji cosinus wzieta po catkowitej liczbie okresow
réwna jest 1/2.

Energia potencjalna sprezystosci rowniez jest przenoszona przez fale z
takg samg Srednig szybko$cia, dang wzorem 9.6.5. W uktadzie drgajacym,
takim jak wahadto lub uktad sprezyna-klocek, srednia energia kinetyczna i
Srednia energia potencjalna istotnie sg sobie réwne.
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9.6.5 Srednia moc fali

Srednia moc, czyli sSrednia szybko$¢, z jaka oba rodzaje energii sg przenoszone

przez fale, wynosi

czyli, uwzgledniajac zaleznos¢ 9.6.5) otrzymujemy
1

Py, = Euvwzy?n (9.6.7)

Czynniki o oraz v w tych wyrazeniach zaleza od materiatu i naprezenia
liny. Z kolei czynniki w oraz y,, - od sposobu powstawania fali. Zaleznosé¢
sredniej mocy fali od kwadratu jej amplitudy oraz od kwadratu czestosci
kotowej ma charakter ogélny, jest ona stuszna dla wszystkich rodzajow fal.

9.7 Superpozycja fal

Czesto obserwujemy, ze wiele fal przechodzi réwnoczesnie przez ten sam ob-
szar. Gdy na przyktad stuchamy koncertu, do naszych uszu wpadaja réwno-
czednie fale dzwiekowe z kilku instrumentéw. Elektrony w antenach naszych
odbiornikéw radiowych i telewizyjnych wprawiane sa w ruch przez wspolny
wypadkowy efekt dziatania wielu fal elektromagnetycznych pochodzacych z
wielu osrodkow nadawczych. Woda na jeziorze lub w porcie moze by¢ wzbu-
rzona przez fale pochodzace od wielu todzi. Zatézmy, ze dwie fale biegna
réwnoczesnie wzdtuz tej samej napietej liny. Niech yy(z,t) 1 yo(z,t) beda
przemieszczeniami tej liny spowodowanymi przez kazda z fal osobno. Prze-
mieszczenie liny w sytuacji, gdy fale naktadaja si¢, bedzie ich suma algebra-
iczna

y(x,t) = yi(z,t) + ya(2, t) (9.7.1)

Naktadajace sie fale dodaja sie algebraicznie, tworzac fale wypad-
kowa.

Jest to jeszcze jeden przyklad zasady superpozycji, ktora mowi, ze gdy rowno-
czesnie pojawia sie kilka efektow, ich wypadkowy skutek jest suma skutkow
poszczegdlnych efektéw. Na rysunku [9.7.1 przedstawiono sekwencje zdjeé
migawkowych dwoch impulséw poruszajacych sie w przeciwnych kierunkach
wzdtuz tej samej napietej liny. Gdy impulsy naktadaja sie, wypadkowy im-
puls stanowi ich sume. Co wigcej, kazdy impuls przechodzi przez drugi w
taki sposob, jak gdyby tego drugiego nie byto:

Naktadajace sie fale w zaden sposob nie wptywaja na siebie wza-
jemnie.
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M
M
N VAN
M

Rysunek 9.7.1:  Seria zdje¢ migawkowych przestawiajacych dwa impulsy
poruszajace sie w przeciwnych kierunkach wzdtuz napietej liny. Gdy impulsy
naktadaja si¢ na siebie, stosujemy zasade superpozycji
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9.8 Interferencja fal

Zalozmy, ze wysytamy dwie fale sinusoidalne o takiej samej dtugosci fali i am-
plitudzie biegngce w tym samym kierunku wzdtuz napietej liny. Zastosujmy
do nich zasade superpozycji. Jaka bedzie fala wypadkowa w linie?

Wypadkowa fala zalezy od tego, jaka jest wzgledna faza obu fal, czyli
od tego, o ile jedna fala jest przesunieta wzgledem drugiej. Gdy fale sg do-
ktadnie zgodne w fazie (to znaczy, gdy grzbiety i doliny jednej fali doktadnie
pokrywaja sie z grzbietami i dolinami drugiej), przemieszczenie wypadkowe
jest dwukrotnie wicksze niz dla kazdej z fal osobno. Jezeli maja one fazy
maksymalnie niezgodne (grzbiety jednej fali doktadnie pokrywaja sie z do-
linami drugiej), pochodzace od nich przemieszczenia znosza sie w kazdym
punkcie i lina pozostaje wyprostowana. To zjawisko nazywamy interferencja,
a o samych falach méwimy, ze interferuja ze soba. (Pojecie to dotyczy jedynie
dodawania sie przemieszczen, a nie ma wptywu na ruch fal).

Zaktadamy, ze jedna z fal biegnacych wzdtuz napietej liny opisana jest
wzorem

y1(z,t) = Yy, sin (kx — wt) (9.8.1)
a druga, przesunieta w fazie wzgledem pierwszej, wzorem
yo(z,t) = ym sin (kx — wt + @) (9.8.2)

Obie fale maja takie same czestosci kotowe w (i w konsekwencji takie same
czestosci v), takie same liczby falowe k& (czyli réwniez takie same dlugosci
fali A) oraz takie same amplitudy y,,. Obie biegna w dodatnim kierunku osi
x z taka sama predkoscia, dana wzorem (9.5.61 Rdznia sie jedynie w fazie o
staly kat ¢, ktéry nazywamy przesunieciem fazowym. Mowimy, ze rdéznica faz
tych fal wynosi ¢ lub zZe jedna fala jest przesunieta w fazie o kat ¢ wzgledem
drugiej.

Zgodnie z zasadg superpozycji, wyrazong wzorem [9.7.1 fala wypadkowa
stanowi sume algebraiczna dwoéch interferujacych fal, a jej przemieszczenie
wWynosi

y(x,t) = y1(x, t) + yo(z,t) = ym sin (kx — wt) + Y, sin (kx — wt + ¢) (9.8.3)

Korzystajac ze wzoru na sume sinuséow, przeksztatcamy wyrazenie [9.8.3 do
postaci

1 1
y(z,t) = 2y, cos §¢ sin (kr — wt + §¢>) (9.8.4)
Jak wida¢ z tego wzoru, fala wypadkowa rowniez jest falg sinusoidalng bie-

gnaca w dodatnim kierunku osi z. Jest to w istocie jedyna fala, jaka mozemy
zaobserwowaé w linie (nie mozesz zobaczy¢ dwu interferujacych fal opisanych

wzorami[9.8.3]1(9.8.4.
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Gdy dwie fale sinusoidalne o takich samych amplitudach i dtugo-
Sciach fali biegng w tym samym kierunku wzdtuz naprezonej liny,
interferuja ze soba, dajac wypadkowsq fale sinusoidalng biegnaca
w tym samym kierunku.

e Jezeli fale interferujace nie sg przesuniete w fazie tzn. pi = 0 to fala
wypadkowa ma postac

y(x, t) = 2y, sin (kx — wt) (9.8.5)

Interferencja daje najwicksza mozliwg wartos¢ amplitudy, ktora jest
dwukrotnie wieksza o amplitud fal czastkowych. Taka interferencje
nazywamy catkowicie konstruktywng.

e Jezeli fale interferujace sa przesuniete w fazie o ¢ = m, to amplituda
fali wypadkowej jest rowna zeru, co oznacza ze fala zostala catkowicie
wygaszona. Taka interferencje nazywamy catkowicie destruktywnag.

9.9 Fale stojace i rezonans

Rozwazalismy dwie fale sinusoidalne o takich samych dtugosciach fali i am-
plitudach, biegnace w tym samym kierunku wzdtuz napietej liny. Przejdzmy
do sytuacji, gdy fale biegna w przeciwnych kierunkach. W takim przypadku
rowniez mozemy znalezé fale wypadkowa, korzystajac z zasady superpozycji

9.9.1 Fale stojace

e Na rysunku widzimy zilustrowano taka sytuacje w sposob gra-
ficzny. Przedstawiono na nim sg dwie interferujace fale, z ktérych jedna
biegnie w lewo (rys. [9.9.1h), a druga - w prawo (rys. [9.9.1b). Z kolei na
rysunku [9.9.1c przedstawiono ich sume, otrzymang dzieki graficznemu
zastosowaniu zasady superpozycji. Wyrédzniajaca cecha fali wypadko-
wej jest fakt, iz na linie sa miejsca nazywane weztami - w ktérych nie
wykonuje ona zadnego ruchu. Na rysunku(9.9.1c widoczne sg cztery ta-
kie wezty, oznaczone kropkami. W polowie miedzy sasiednimi weztami
znajduja sie strzalki - miejsca, w ktérych amplituda fali wypadkowe;j
jest najwicksza. Fale tego rodzaju jak na rysunku [9.9.1c nazywamy
falami stojacymi, gdyz ”"ksztalt”fali nie przemieszcza si¢ tu ani w lewo,
ani w prawo - potozenia maksimow i miniméw nie ulegaja zmianie.

Gdy dwie fale sinusoidalne o takich samych amplitudach i
dtugodciach fali biegng w przeciwnych kierunkach wzdtuz na-
pietej liny, w wyniku ich interferencji powstaje fala stojaca.
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b)

Rysunek 9.9.1:  a) Pie¢ zdje¢ migawkowych fali biegnacej w lewo, wykona-
nych w chwilach ¢ opisanych pod czescia (¢) rysunku (T jest okresem drgan),
b) Pie¢ zdje¢ migawkowych fali identycznej jak w czesci (a), ale biegnacej
w prawo. wykonanych w tych samych chwilach ¢. ¢) Odpowiednie zdjecia
migawkowe dla superpozycji obu fal w tej samej linie. W chwilach ¢t = 0,
t =T/2,t =T mamy interferencje catkowicie konstruktywna, gdyz grzbiety
pokrywaja sie z grzbietami, a doliny z dolinami. W chwilach ¢ = T/4 i
t = 37/4 mamy interferencje catkowicie destruktywna, gdyz grzbiety po-
krywaja si¢ z dolinami. W pewnych punktach (sa to wezty - zaznaczone
na rysunku kropkami) drgania nie zachodza, a w innych punktach (sa to
strzalki) drgania sa najsilniejsze
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e W celu analizy fali stojacej wezmy dwie interferujace fale opisane wzo-
rami
y1(z,t) = yp, sin (kx — wt) (9.9.1)

oraz
yo(z,t) = Yy sin (kx + wt) (9.9.2)

7, zasady superpozycji mamy
y(x,t) = y1(z, t)+yo(2,t) = Yy sin (kx — wt)+y,, sin (kx + wt) (9.9.3)
a stad, przeksztatcajac sume sinuséw otrzymamy
y(x,t) = [2y, sin kx| cos wt (9.9.4)

Wyrazenie 9.9.4] opisuje ono fale stojaca. Wielkosé¢ 2y, sin kx w na-
wiasach kwadratowych mozemy uwaza¢ za amplitude drgan elementu
liny znajdujacego sie¢ w punkcie z. Jednakze wobec tego, ze amplituda
jest zawsze dodatnia, a funkcja sin kz moze mie¢ wartosci ujemne, za
amplitude w punkcie x przyjmujemy wartos¢ bezwzgledna wielkosci
2, sin k.

e W przypadku biegnacej fali sinusoidalnej amplituda fali jest taka sama
dla wszystkich elementéw liny. Stwierdzenie to nie jest prawdziwe dla
fali stojacej, w ktorej amplituda zmienia sie wraz z potozeniem. Na
przyktad dla fali stojacej opisanej wzorem [9.9.4 mamy zerowsg ampli-
tude dla takich wartosci kz, dla ktorych zachodzi sinkx = 0. Sa to
wartosci spelniajace warunek

kr =nm gdzie n=0,1,2,... (9.9.5)

Podstawiajac do tego wyrazenia k = 2n/lambda i przeksztatcajac je,
otrzymujemy potozenia punktow o zerowej amplitudzie - weztow - dla
fali opisanej wzorem 9.9.4, a mianowicie

A
T =ng, gdzie n=0,1,2,... (9.9.6)

Zauwazmy, ze sasiednie wezly oddalone sg 0 A/2, tj. o potowe dtugosci
fali.

o Amplituda fali stojacej 9.9.4] osiaga maksimum - réwne y,, dla takich
wartosci kx, dla ktérych zachodzi | sin kx| = 1. Sa to wartosci spelnia-
jace warunek

kx =m/2,3w/2,57/2,...= (n+1/2)7 gdzie n=0,1,2,... (9.9.7)
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Podstawiajac do tego wyrazenia k = 2w /) i przeksztatcajac je, otrzy-
mujemy potozenia strzatek, dane potozeniem punktéw o maksymalnej
amplitudzie

1A
Strzatki leza posrodku miedzy parami weztéw i sa oddalone miedzy
sobg 0 \/2

gdzie n=0,1,2,... (9.9.8)

9.9.2 Zjawisko odbicia od brzegu

Mozemy wytworzy¢ fale stojaca w napietej linie, pozwalajac, by fala biegnaca
odbita sie od oddalonego kotica liny i poruszata si¢ z powrotem. W wyniku
interferencji fali padajacej (poczatkowej) i fali odbitej, opisanych odpowied-
nio wzorami[9.9.1 1(9.9.2, powstaje fala stojaca.

e Na rysunku(9.9.2] postuzylismy sie pojedynczym impulsem do zilustro-

wania, w jaki sposob zachodzi takie odbicie. Na rysunku [9.9.2a lina
jest umocowana na lewym koncu. Gdy impuls dociera do tego konca
liny, wywiera skierowana w gore site na jej zamocowanie (na $ciane).
Zgodnie z trzecia zasada dynamiki Sciana wywiera na ling przeciwnie
skierowang site o takiej samej wartosci. Sita ta generuje impuls, ktory
biegnie z powrotem wzdtuz liny - w przeciwnym kierunku niz impuls
padajacy. W przypadku ”twardegoddbicia, przy Scianie musi znajdo-
wac sie wezel, gdyz lina jest tu sztywno umocowana. Impulsy padajacy
i odbity musza mie¢ przeciwne znaki, tak by sie wzajemnie kompenso-
waly w tym punkcie.

Na rysunku9.9.2b lewy koniec liny umocowany jest do lekkiego pierscie-
nia, ktoéry slizga sie swobodnie bez tarcia wzdtuz preta. Gdy pojawia
sie impuls padajacy, pierscien przesuwa sie¢ w gore preta. Przesuwajacy
sie pierécien ciggnie line, rozciggajac ja i wytwarzajac odbity impuls
o takim samym znaku i amplitudzie co impuls padajacy. Zatem przy
takim “mickkim” odbiciu impulsy padajacy i odbity wzmacniaja si¢
wzajemnie, tworzac strzatke na koncu liny. Maksymalne przesuniecie
pierécienia jest dwukrotnie wigksze od amplitudy kazdego z tych im-
pulséw.

9.9.3 Rezonans

e Rozwazmy strune, taka jak w gitarze, rozpieta miedzy dwoma zaci-

skami. Zalozmy, ze wytwarzamy ciggly fale sinusoidalng o pewnej cze-
stosci biegnaca wzdtuz struny, powiedzmy w prawo. Gdy fala dociera
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Rysunek 9.9.2: a) Impuls padajacy z prawej strony odbija sie od lewego
konca liny umocowanej do Sciany. Zauwazmy, ze impuls odbityjest odwro-
cony wzgledem impulsu padajacego. b) Na tym rysunku lewy koniec linyjest
umocowany do pierécienia, ktory moze sie slizga¢ bez tarciaw gore i w dot
wzdhuz preta. W tym przypadku impuls nie ulega odwréceniu przy odbiciu
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s i
L==F

c}

Rysunek 9.9.3: Struna napieta miedzy dwoma uchwytami i wprawiona w
drgania w postaci fali stojacej. a) Najprostszy mozliwy ksztalt zawiera jedna
“petle” utworzong przez potaczenie ksztattéw liny przy jej maksymalnych
wychyleniach (linia ciagta i linia przerywana). b) Drugi w kolejnosci naj-
prostszy schemat zawiera dwie petle. ¢) Kolejny sche mar zawiera trzy petle
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do prawego konca, odbija sie i zaczyna biec w lewo. Ta fala biegnaca
w lewo naktada sie na fale, ktéra nadal biegnie w prawo. Gdy fala bie-
gnaca w lewo dociera do lewego konca, ponownie odbija si¢ i zaczyna
biec w prawo, naktadajac sie na fale biegnaca w lewo i pierwotna fale
biegnacg w prawo. Krotko moéwigce, bardzo szybko uzyskujemy wiele
nakltadajacych sie na siebie fal, ktére ze sobg interferuja.

e Przy pewnych czestosciach w wyniku interferencji powstaje fala stojaca
o duzej amplitudzie. O takiej fali stojacej mowimy: ze powstaje w wy-
niku rezonansu, o strunie za$ méwimy, iz rezonuje przy pewnych cze-
stosciach, nazywanych czestosciami rezonansowymi (lub czestosciami
wlasnymi). Gdy struna drga z inng czestoscig niz rezonansowa, fala
stojaca sie nie pojawia. Wowczas w wyniku interferencji fal biegngcych
w lewo i w prawo powstaja jedynie niewielkie ( by¢ moze niedostrze-
galne) drgania struny.

e Zalozmy, ze struna rozpigta jest miedzy dwoma zaciskami znajdujacymi
sie w ustalonej odlegtosci L od siebie. Aby znalezé wzdr na czestodci
rezonansowe struny, zauwazmy, ze na obu jej koncach musza znajdowac
s i e wezty, gdyz konce sa umocowane i nie moga drga¢. Najprostszy
schemat spelniajacy te wymagania przestawiono na rysunku [9.9.3h,
na ktérym widoczne sg dwa najwieksze wychylenia struny (zaznaczone
linia ciagla i linia przerywana) tworzace pojedyncza petle. Mamy tu
tylko jedna strzatke, znajdujaca si¢ w srodku struny. Zau wazmy, ze
polowa dtugosci fali jest rowna diugosci struny L. Tak wiec w tym
przypadku \/2 = L. Warunek ten oznacza, iz aby fale biegnace w lewo
i w prawo utworzyty w wyniku interferencji taka fale stojaca, musza
mie¢ dhugosé rowng A = 2L.

e Drugag prosta fale stojaca spetniajaca zadanie, by na koncach struny
znajdowaly sie wezly, przedstawiono na rysunku(9.9.3b. Mamy tu trzy
wezly i dwie strzatki, a drgania struny tworza dwie petle. Do uzyskania
takiej fali stojacej fali biegnace w lewo i w prawo muszg mie¢ dtugoscé
A = L. Trzeci z kolei schemat przedstawiono na rysunku[9.9.3c. W
tym przypadku mamy cztery wezly, trzy strzatki, trzy petle, a dtugosé
fali wynosi A = 2L /3. Mozemy kontynuowaé ciag fal stojacych, rysujac
coraz bardziej skomplikowane schematy. Kazdy kolejny element ciggu
powinien mie¢ o jeden wezet i jedna strzatke wigcej niz poprzedni, przy
czym w dtugosci L struny powinna miesci¢ sie kolejna potowa dtugosci
fali A/2.

e Tak wiec fala stojaca w strunie o dtugosci L moze by¢ utworzona przez
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fale o dtugosci rownej jednej z nastepujacych wartodci:

2L
A= — gdzie n=1,2,3,... (9.9.9)
n

Czestosci rezonansowe odpowiadajace tym dtugosciom fali, wynosza

; - n% gdzie n=1,2,3,... (9.9.10)

gdzie v jest predkoscia fali biegngcej w strunie.

7, wyrazenia wynika, ze czestosci rezonansowe sg catkowitymi
wielokrotnos$ciami najnizszej czestosci rezonansowej, v = v/2L, odpo-
wiadajacej n = 1. Drganie wlasne o najnizszej czestosci rezonanso-
wej nazywamy drganiem (modem) podstawowym lub pierwsza harmo-
niczng. Druga harmoniczna to mod drgan przy n = 2. Trzecia harmo-
niczna - przy n = 3 itd. Czestosci zwigzane z tymi modami oznaczane
sg czesto symbolami vy, v, v3 1 tak dalej. Zbior wszystkich mozliwych
drgan wlasnych nazywamy szeregiem harmonicznym, a liczbe n nazy-
wamy liczba harmoniczna dla n-tej harmonicznej. Zjawisko rezonansu
wystepuje we wszystkich uktadach drgajacych; moze wystepowaé row-
niez w dwoch lub trzech wymiarach.
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Rozdziat 10

Akustyka

Fale,

ktére sg przedmiotem badan akustyki, sa podtuznymi falami mecha-

nicznymi. Moga one rozchodzi¢ si¢ w ciatach statych, cieczach i gazach.
Czasteczki w tych osrodkach, drgaja wzdtuz prostej pokrywajacej sie z kie-
runkiem propagacji tych fal. Zakres czestosci fal mechanicznych jest bardzo
szeroki.

10.1 Fale dzwiekowe

Falami dZwiekowymi nazywamy fale o takich czestosciach, ktore re-
jestrowane przez ucho ludzkie i mézg daja wrazenie stuchu. Zakres
czestosci styszalnych rozcigga sie od okoto 20 Hz do okoto 20 000 Hz.

Podtuzne fale mechaniczne o czestosciach nizszych od styszalnych na-
zywane sa falami falami infradzwiekowymi (poddZwickowymsi).

Fale o czestosciach wyzszych niz styszalne nazywane sa falami ultradz-
wiekowymi (ponad dZwickowymi).

Fale infradzwickowe sa generowane zazwyczaj przez obiekty o wielkich
rozmiarach. Przyktadem takich fal sg fale sejsmiczne, powstajace pod-
czas trzesienia Ziemi.

Fale ultradzwiekowe o wysokich czestosciach sa wytwarzane podczas
drgan krysztatu kwarcu pobudzanego przez rezonansowe oscylacje pola
elektrycznego (efekt piezoelektryczny). W ten sposéb mozna wytwa-
rza¢ ultradzwieki o czestoéciach dochodzacych do 6-10% Hz. Przy tych
czestodciach dtugosé fali akustycznej w powietrzu wynosi 5 - 107 cm,
co jest w poblizu dlugosci widzialnej fali Swietlnej.
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ﬂ czola fali
_I

L

# promief

Rysunek 10.1.1: Fala dzwickowa rozchodzi si¢ z punktowego zrodta S w
trojwymiarowym osrodku. Czota fali sg sferami o §rodkach w punkcie S;
promienie wychodza radialnie z punktu S. Krotkie podwdjne strzatki wska-
zuja, ze elementy osrodka drgaja rownolegle do promieni.

e Fale styszalne powstaja w wyniku drgan strun glosowych, strun in-
strumentéw muzycznych (skrzypce, gitara), drgan stupéw powietrza
(organy, klarnet) oraz drgan réznych ptyt i membran (ksylofon, gto-
$nik, beben). Periodyczne zaburzenia powietrza wywoltane przez ele-
menty drgajace tych instrumentéw, rozchodza si¢ na duze odlegtosci w
postaci fal. Fale te docierajac do ucha wywotuja wrazenie stuchu. Wra-
zenia te moga by¢ przyjemne, gdy widmo tych fal jest uformowane z
niewielu fal harmonicznych, ktorych czestosci pozostajg w prostych za-
leznosciach arytmetycznych. Fale ztozone z superpozycji bardzo duzej
iloéci przypadkowych fal periodycznych, sg styszalne jako szum.

e Na rysunku zilustrowano kilka poje¢, ktérymi bedziemy sie po-
stugiwa¢ w naszych rozwazaniach. Punkt S reprezentuje mate zrédto
dzwieku - nazywane zrédtem punktowym - wysylajace fale dzwiekowe
we wszystkich kierunkach. Kierunek rozchodzenia sie fal dzwiekowych
wskazuja czota fali i promienie. Czola fali (powierzchnie falowe) to po-
wierzchnie, na ktorych drgania powietrza, wywotane przez fale dzwie-
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kowa, maja taka sama faze; na dwuwymiarowym wykresie dla punk-
towego zrodia te powierzchnie reprezentowane sa przez okregi lub tuki
okregdéw. Promienie to linie prostopadte do cz6t fali, wskazujace kie-
runek ruchu tych ostatnich. Widoczne na rysunku krotkie po-
dwdjne strzatki natozone na promienie wskazuja, iz podtuzne drgania
powietrza sa réwnolegle do promieni.

W poblizu zrédta punktowego (rys. [10.1.1) czota fali sa sferyczne i roz-
przestrzeniaja sie w trzech wymiarach - taka fale nazywamy sferyczna.
W miare jak czota fali oddalaja sie od Zrédia, ich promienie rosna, a
zakrzywienie maleje. W duzej odlegtosci od zrodta czota fali przybli-
zamy przez plaszezyzny (na dwuwymiarowym wykresie - przez proste),
a fale nazywamy falg ptaska.

10.1.1 Predkosé¢ dzwieku

Predkos¢ dowolnej fali mechanicznej, poprzecznej lub podtuznej, zalezy za-
réwno od inercyjnych wlasciwosci osrodka (gromadzacych energie kinetyczna),
jak i od jego wlasciwosci sprezystych (gromadzacych energie potencjalna)

e Uogdlnimy wzor 9.5.6, opisujacy predkosé fal poprzecznych w napietej

linie

T
v = \/; (10.1.1)

gdzie (w przypadku fal poprzecznych) T' jest naprezeniem liny, a p - jej
gestoscig liniowa.

Jezeli o$rodkiem jest powietrze, a fala jest podtuzna, to mozna przy-
puszczad, iz miara bezwladnosci (odpowiednik gestosci liniowej p) jest
gestosé (objetosciowa)powietrza p. A co powinni$my przyjaé¢ za miare
sprezystosci?

W napietej linie energia potencjalna zwigzana jest z okresowym rozcia-
ganiem elementéw liny w wyniku przechodzenia przez nie fali. Gdy w
powietrzu rozchodzi sie fala dZzwickowa, energia potencjalna zwigzana
jest z okresowym sprezaniem i rozprezaniem matych objetosci powie-
trza. Wtasciwoscia okreslajaca, w jakim stopniu element osrodka zmie-
nia swoja objetosé na skutek zmian wywieranego nan ci$nienia (sity na
jednostke powierzchni), jest modul $cisliwosci B zdefiniowany jako
Ap

B= N7 (10.1.2)
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gdzie wielkosé AV/V jest wzgledna zmiana objetosci wywolywana przez
zmiane ci$nienia Ap, Ze wzoru[10.1.2 widzimy, ze jednostkg modutu B
rowniez jest paskal, podobnie jak ci$nienia p. Przyrosty Ap i AV za-
wsze majq przeciwne znaki: gdy wzrasta ci$nienie wywierane na pewien
element (Ap dodatnie), jego objetosé sie zmniejsza (AV jest ujemne)
i na odwréot. We wzorze [10.1.2 wprowadziliémy znak minus, tak wiec
modut B zawsze jest wielko$cig dodatnia. Zastepujac we wzorze [10.1.1]
wielkos¢ T przez B, a wielko$¢ p przez p, otrzymujemy wyrazenie opi-
sujace predkos¢ dzwieku w osrodku o module $cisliwosci B i gestosci
p

(10.1.3)

v =

B
P

Gestos¢ wody jest prawie 1000 razy wicksza od gestosci powietrza.
Gdyby to byta jedyna wielkos¢ majaca znaczenie dla rozwazanego za-
gadnienia, to na podstawie wzoru oczekiwalibyémy, ze predkosc¢
dzwicku w wodzie powinna by¢ znacznie mniejsza od predkosci dzwicku
w powietrzu. Jednakze z tabeli [10.1.1 widzimy, ze jest odwrotnie.
Whioskujemy stad (znowu korzystajac ze wzoru[10.1.3] iz modut §cisli-
wosci wody musi by¢ ponad 1000 razy wiekszy niz analogiczna wielko$¢
dla powietrza. Rzeczywiscie tak jest. Woda jest znacznie mniej Scisliwa
niz powietrze, czyli innymi stowy (poréwnaj ze wzorem jej mo-
dut Scisliwodci jest znacznie wigkszy.

Wyprowadzimy teraz wzér [10.1.3, korzystajac bezposrednio z zasad
dynamiki Newtona. Wezmy pojedynczy impuls, w ktérym nastepuje
zageszezenie (kompresja) osrodka, biegnacy (z prawa na lewo) z pred-
koscia v w powietrzu wypetniajacym dtuga rure. Zatézmy, ze poru-
szamy sie¢ razem z tym impulsem z taks sama predkoscia, tak by w
naszym uktadzie odniesienia impuls pozostawal w spoczynku. Na ry-
sunku przedstawiono te sytuacje widziang z naszego ukladu
odniesienia. Impuls jest nieruchomy, a powietrze przeptywa z predko-
Scig v z lewa na prawo.

Niech ci$nienie niezaburzonego powietrza bedzie réwne p, a cidnienie
w czasie impulsu wynosi p + Ap,