UKLADY WSPéLRZE}DNYCH KRZYWOLINIOWYCH
Materialy i zadania dostepne na stronie http://newton.fis.agh.edu.pl/~wiendlocha/

Przydatne

Wersory beda oznaczane jako €; lub przez umieszczenie daszka *"’ nad litera, np. Z.

Konwencja sumowania Einsteina — jesli w danym wyrazie powtarzaja sie¢ dwa jednakowe wskazniki, to zapis ten
oznacza koniecznosé wykonania sumy wzgledem powtérzonego wskaznika, np. iloczyn skalarny dwoch wektordw
zapisanych w ukladzie kartezjanskim: i = 1,2,3 (z,y, 2)

65: Za,bz = aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3. (1)

Symbol Levi-Civity — czesto przy rachunkach na operatorach rézniczkowych wygodnie jest postugiwaé sie anty-
symetrycznym symbolem €;;; (zwanym symbolem Levi-Civity), o wlasnosciach:

0 gdyi=jlubj=klubk=1
€ijk = 1 gdy (4,4, k) to permutacja parzysta (1,2, 3) . (2)
—1 gdy (4,4, k) to permutacja nieparzysta (1,2,3)

Przy uzyciu €;;, mozna zapisa¢ np. skretnos¢ uktadu wspoétrzednych. Uklad jest prawoskretny, gdy €z x €, = €z,
w ogdlnodci:
€ X € = €1k (3)

Symbol €;;3 pozwala uprosci¢ zapis iloczynu wektorowego:

C=da X 5: €ijk e}ajbk (4)
i jest wygodny np. do udowadniania relacji typu rot(rot @) = .... Wiaze sie on réwniez z delta Kroneckera:
€ijk €kim = 031 Ojm — 051 Oim (5)

(zastosowano konwencje o sumowaniu).
Operatory rézniczkowe — ukltad kartezjanski (x,y,z)
Operatory gradientu, dywergencji, rotacji i laplasjan. Najlatwiej zapisaé¢ przy pomocy operatora 'nabla’ V:
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sraaw) = VU= (G150 ©
o = o dE, OE, OE,
div(E)= VE= o + 3y + 7 (8)
€x €y €
rot(E)= VxE= | & & & (9)
E, E, E.
2 2 2
A= ve= 200U 0T (10)

or2  0y? 022

Predko$é i przyspieszenie — uklad kartezjanski (x,y,z)
Sktadowe wektorow predkosci i przyspieszenia w ukladzie kartezjanskim sa réwne odpowiednim pochodnym
czasowym poszczegdlnych wspolrzednych. Pochodna wzgledem czasu oznaczaé bedziemy kropka nad symbolem.

= (j:’ya Z) (11)
= (l‘,y,Z) (12)

[STREESA]



Uktad cylindryczny (p, ¢, 2)
Z ukladu cylindrycznego (walcowego) wspélrzedne transformuja sie wedlug wzoréw:

T = pcosyp (13)
= psing (14)
z = =z (15)

Jakobian transformacji wynosi p, element dtugosci tuku di? = dp? + p?dp? + dz?. Wersory osi pokazane sa na
ponizszym rysunku, a ich zwiazek z wersorami uktadu kartezjanskiego dany jest poprzez transformacje:

€p cosp sing 0 €y
e, | = |—sing cosp 0 ey (16)
e, 0 0 1 e,

7 réwnania widaé, ze oba uklady wspolrzednych taczy transformacja obrotu wzgledem osi z. Wektor
wodzacy punktu (x,y,z) zapisa¢ mozna jako 7= pe, + z€~.

Rysunek 1: Uklad wspétrzednych walcowych
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Operatory rézniczkowe — uklad cylindryczny
oU 10U oU
d = (=, -=, = 1
sraaw) = (525057 (17)
- 10 10 0
div(E) = =—@E,)+-—FE,+ —E, 1
1] & Pee e
rot(E) = -| &£ & & (19)
P|' E, pE, E.
10 0 1 02 0?
AU = == (p5 <730t 53 2
v p Op <p<9pU> * p? 3¢2U+ 927 (20)

Gdy z jest ustalone (np. z = 0) uklad cylindryczny redukuje si¢ do ukladu biegunowego.

Predkoéé i przyspieszenie — uktad cylindryczny

Przy pomocy rézniczkowania odpowiednich wersoréw ukladu (ktérych kierunki tutaj zaleza od czasu), uzysku-
jemy wzory na radialna, transwersalna (katowa) i osiowa sktadowa predkosci i przyspieszenia:

Up =P Ve =pp o Uz=2 (21)
ap=p—pp* ap =209+ pp a. =7



Uktlad sferyczny (r,0, )
Z uktadu sferycznego wspotrzedne transformuja sie wedtug wzoréw:

x = Trcospsind (22)
= rsinpsind (23)
z = rcosf (24)

Jakobian transformacji wynosi 72 sin 6, element diugosci tuku di? = dr? + r2d6? + r2 sin? 8dp?. Wersory osi
pokazane sg na ponizszym rysunku, a ich zwiazek z wersorami uktadu kartezjanskiego dany jest poprzez trans-
formacje:

er sinfcosp sinfsingp  cosd €x
eg | = | cosOcosy cosfsing —sinf ey (25)
e —sing cos ¢ 0 e

Wektor wodzacy punktu (x,y,z) zapisa¢ mozna jako 7= ré;.

Rysunek 2: Uklad wspélrzednych sferycznych, dla 8 = 7/2 redukuje sie do biegunowego.

Operatory rézniczkowe — uklad sferyczny

ou 10U 1 0U
dlU) = —, = — 26
grad(U) <8r’r69’rsin98go) (26)
L 10 0 1 0
div(E) = ——(r’E,)4+ —— —(sinfE, — 27
iw(E) r2 57‘(T )+rsin989(bm 6>+rsin08gp ® (27)
1 e, Teg rsinfe,
L 1o} %) 1%}
E. rEy rsinfE,
10 0 1 0 0 1 0?
AU = ——|(r*=U ——— — | sinf=U —— U 29
2 or (’" or > t 2sing 90 <Sm 06 > t o 2sm20 052 (29)
Predkosé i przyspieszenie — uklad sferyczny
Predko$é i przyspieszenie w ukladzie sferycznym maja sktadowe:
Vp =T ) vg =10 - vy = Tsinfp (30)
a, = F— 10 —rsin® 0% ap = L4 (r20) —rsinfcos0p? a, = — L (r?sin® 0p)



