
Wykład 2 z rachunku prawdopodobieństwa II (09.10.23)

1. Własności prawdopodobieństw warunkowych:

- Dla A ∈ F , P (A | G) ∈ [0, 1] P -p.w.

- Dla rozła̧cznych A1, A2, . . . ∈ F , P (
⋃
iAi | G) =

∑
i P (Ai | G) P -p.w.

2. Regularne rozkłady warunkowe na (Ω,F) i trudności w ich konstrukcji.

3. Twierdzenie: Niech X : (Ω,F , P ) −→ (Rn,Bn, PX) bȩdzie wektorem losowym i niech G ⊂ F
bȩdzie σ-podciałem. Istnieje funkcja µ(H,ω) określona na Bn × Ω taka, że

1. ∀ω ∈ Ω µ(·, ω) jest rozkładem prawdopodobieństwa na Bn
2. ∀H ∈ Bn µ(H, ·) jest wersja̧ P (X ∈ H | G)

4. Definicja: Rodzinȩ miar {µ(·, ω) : ω ∈ Ω} nazywamy rozkładem warunkowym wektora X
wzglȩdem G.

5. Rozkłady warunkowe w przypadku dyskretnym: P (X = xi, Y = yj) = pij. Na zbiorze war-
tości X zdefiniujmy rozkład zadaja̧c pi|j = pij/p·j, gdy p·j 6= 0. W przypadku p·j = 0 przyj-
mujemy dowolny rozkład prawdopodobieństwa. Zdefiniujmy µ̃(H, yj) =

∑
k:xk∈H pk|j. Wtedy

µ(H,ω) = µ̃(H,Y (ω)) zadaje rozkład warunkowy X |Y .

6. Rozkłady warunkowe w przypadku cia̧głym: Gdy (X, Y ) ∼ f(x, y), a fx(x) oznacza brzegowa̧
gȩstość X, definiujemy:

g(y|x) =
{
f(x, y)/fx(x) gdy fx(x) > 0
dowolna gȩstość prob. gdy fx(x) = 0

oraz µ̃(H, x) =
∫
H g(u|x)du i µ(H,ω) = µ̃(H,X(ω)). Wtedy {µ(H,ω) : ω ∈ Ω} jest rozkładem

warunkowym Y |X.


