
Wyk lad 7 z rachunku prawdopodobieństwa I (15.04.24)

1. Absolutna cia̧g lość i równoważność miar.

2. Twierdzenie: Dla miar µ, ν na σ-ciele F , jeżeli ν jest miara̧ skończona̧, to nastȩpuja̧ce warunki
sa̧ równoważne:

- ν << µ

- ∀ε > 0 ∃δ ∀A ∈ F µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ε.

3. Twierdzenie Radona-Nikodyma (bez dowodu): Jeżeli µ i ν sa̧ miarami σ-skończonymi na F
i ν << µ, to istnieje nieujemna, F -mierzalna funkcja f taka, że ∀A ∈ F ν(A) =

∫
A
fdµ.

4. Pochodna Radona-Nikodyma: f = dν/dµ, wersje tej pochodnej.

5. W lasności pochodnej Radona-Nikodyma:

- Jeżeli ν << µ i µ << m, to ν << m i
dν

dm
=
dν

dµ

dµ

dm
.

- dµ/dµ = 1

- Jeżeli ν ≡ µ, to
dν

dµ
=

[
dµ

dν

]−1
.

6. Twierdzenie: Gdy µ << m, to dla nieujemnych f∫
fdµ =

∫
f
dµ

dm
dm.

Ponadto, dla dowolnych mierzalnych f , µ-ca lkowalność f jest równoważna m-ca lkowalności
f dµ
dm

i w przypadku ca lkowalności zachodzi równość ca lek.

7. Przyk lad: B - zbiory borelowskie w Ω = [−1, 1], λ - miara Lebesgue’a, f(x) = x/2 + 1/2,
dν = fdλ, F = σ([−1, 0], (0, 1]), ν|F << µ|F , dν|F/dµ|F = 1/4 · 1[−1,0] + 3/4 · 1(0,1]

8. Osobliwość miar i tw. Lebesgue’a o rozk ladzie miary. Przyk lady.


