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3.1. Czy ponizsze jezyki sg bezkontekstowe?

[NIE] (A) L; = {a'b/ct | i <j <k}

Podejrzewamy, ze jezyk ten nie jest bezkontekstowy, poniewaz posiada on
silng zalezno$¢ pomiedzy dlugosciami swoich stow skladowych.
Korzystamy wiec z lematu o pompowaniu jezykow bezkontekstowych.
Oznaczamy przez n stalg z lematu. Pompujemy stowo w = a"b"*c"*?. Po
sprawdzeniu wszystkich mozliwych wariantow faktoryzacji stowa w
dochodzimy do wniosku, ze jezyk ten nie jest bezkontekstowy, poniewaz
pompowanie zarowno w gore jak 1 w dot nie daje nam stow nalezacych do
jezyka L;.

[TAK] (B) L, = {CZ, b, C}*—L]

Przewidujemy, Ze jest to jezyk bezkontekstowy. Jezyk L, jest dopelnieniem
jezyka L; z punktu (A). Po zaprzeczeniu warunku z jezyka L; mozemy
przedstawi¢ jezyk L, jako sumg trzech jezykow:

Ly ={abct|i>j} ufabc|j>k} U ({a, b, c}*—a*b*c*)
Dwa pierwsze jezyki sg bezkontekstowe. Przyktadowa gramatyka dla
{abck|i>j} to:

S— AC

A —adb | B

B—aB|e¢

C—cCle
Trzeci jezyk jest jezykiem regularnym, gdyz r6znica teoriomnogosciowa
dwoch jezykow regularnych tez jest jezykiem regularnym. Cata suma jest
wiec jezykiem bezkontekstowym.

3.2. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

INIE] (A) Ly ={x €{a,b,c}" | |xlg # |x|p A |xlp # |x]c A |x]c # |x]g }
gdzie |x|, oznacza liczb¢ wystapien symbolu a w stowie w.

Skorzystamy z faktu, ze jezyki bezkontekstowe sg zamkniete ze wzgledu na
przecigcie z jezykami regularnymi oraz z lematu Ogdena.
Niech jezyk R = a*b*c*. R jest jezykiem regularnym (gramatyka jest
trywialna). Jesli L, bytby bezkontekstowy to: M = L; N R =
{a™b™ck | n#+m, m# k, k # n} tez bylby bezkontekstowy, a nie jest.
Przyktad ten jest omawiany na wyktadzie, przytocze tutaj dowdd:
M = {a™b™c¥ |n £ m, m £k, k # n}. Przypusémy, ze M jest



bezkontekstowy. Niech & bedzie statg z lematu Ogdena. Wezmy pod uwage
tahcuch w = a*bp*+*!ck+2k! 7atozmy, Ze wyrézniamy pozycje symboli a,
niech rozklad w = xuyvz spetnia warunki lematu Ogdena. Jezeli u lub v
zawiera dwa rozne symbole, to xu?ywv?z nie nalezy do M. (Dla przyktadu,
jesli u sktada sie z symboli a i b to xu?yv?z zawiera symbol b
poprzedzajacy symbol a.) Jednak przynajmniej jedno spo$rdd u i v musi
zawiera¢ symbole a, poniewaz tylko te symbole wystepuja na
wyroznionych pozycjach. Zatem jesli v € {b}" lub v € {c}*, to u musi
naleze¢ do {a}*. Jezeli v € {a}* to u musi naleze¢ do {a}*, gdyz inacze;j
jakis§ symbol b lub ¢ poprzedzitby symbol a. Rozwazmy szczegdtowo
przypadek, gdy v € {b}*, au € {a}*. (Pozostate przypadki traktowane sg
w podobny sposéb.) Niechp = |u]. Wtedy 1 < p < k, czyli p dzieli £/.
Niech g bedzie liczbg catkowita, taka, ze pq = k!.

Wtedy w' = xu?9tlyp2d*+lz € M. Jednakze

u2a+1 = gp(24+1) = ¢2Pa+P = q2k"*P  Poniewaz xyz zawiera doktadnie
k — p symboli a, to w' zawiera 2k! + p + (k- p) czyli 2k! + k symboli q,
czyli tyle samo, co symboli ¢, stad w’ € M — sprzeczno$¢. Podobna
sprzeczno$¢ pojawia sie w przypadku, gdy v € {c}* lub v € {a}*. Zatem
M nie jest jezykiem bezkontekstowym, wigc takze L, nie jest jezykiem
bezkontekstowym.

[TAK] B) L, ={x €{a,b,c}" [|xlg # |x|p V |xlp # |x|c V |x]|c # |x]q }
Ten jezyk mozna zinterpretowaé jako sume¢ teoriomnogosciowa trzech
innych jezykow: pierwszego, w ktorym |x|, # |x|p, drugiego, w ktorym
|x|p, # x|, 1 ostatniego, w ktorym |x|. # |x|,. Kazdy z nich jest
bezkontekstowy — przyktadowa gramatyka dla pierwszego:

S—aSbh | bSa | abS | baS'| Sba | Sab | aA | bB | c¢S'| Sc

A—aA |Aa|cA|Ac | €

B—bB |Bb|cB|Bc|e€
Bardzo tatwo przerobic te gramatyke tak, aby spetniata warunki dla drugiego
1 trzeciego jezyka, a wigc je poming.
Ostatecznie wniosek jest taki, ze jezyk L, jest bezkontekstowy, poniewaz
jezyki  bezkontekstowe s3 zamknigte ze wzgledu na sumg
teoriomnogosciows.
Alternatywnie mozna stworzy¢ niedeterministyczny automat ze stosem- jak
pamigtamy, wystarczy, gdy cho¢ jedna ,,droga” prowadzita do akceptacii,
zeby automat akceptowal stowo.
Tak samo, jak z gramatyka powyzej, ten problem mozna podzieli¢ na trzy
podproblemy. Taki automat moze w sposob niedeterministyczny ,,zgadnac”,
ktory z nich doprowadzi do akceptacji; powiedzmy, ze |x|, # |x|p.
Woéwczas wystarczy, ze gdy automat przeczyta z wejscia litere a, doda jg na
stos, za$ gdy b - zdejmie jedno a ze stosu. Jesli zajdzie sytuacja, ze napotkane
zostanie b przy pustym stosie, trzeba odwrdci¢ sytuacje - b wrzuca na stos,



a zdejmuje. I tutaj niespodzianka, akceptacja nastepuje przez przeczytanie
catego wejscia i NIEPUSTY stos.

3.3. Czy ponizsze jezyki sg bezkontekstowe?

[TAK] (A) L;={a™b"c?d? | m+p=n+q, mnp,q > 0}

Jezyk ten jest rozpoznawany przez automat ze stosem. Przy czytaniu
kazdego znaku na stos odktadany lub zdejmowany jest specjalny symbol.
Automat dziata w dwoéch trybach, kontrolowanych przez stany. Najpierw jest
w trybie PLUS, w ktorym czytajac symbole a oraz c odktada symbol stosowy
na stos, za$ wczytujac symbole b oraz d zdejmuje jeden symbol ze stosu.
Jesliby si¢ okazalo, ze przy wczytywaniu symbolu b lub d stos jest juz pusty,
to nalezy zmieni¢ tryb na MINUS 1 zacza¢ odktada¢ symbol stosowy przy
wezytywaniu b oraz d za§ zdejmowaé jeden symbol ze stosu przy
wezytywaniu c. Gdyby znow stos stal si¢ pusty, zas wejscie jeszcze nie
byloby doczytane do konca, to nalezy zmieni¢ tryb z powrotem na PLUS.
Poza tym, w kazdym trybie, kazdej literce przypisany jest stan, ktory
kontroluje, aby nie nastgpit przeplot r6znych liter oraz, aby zachowana bylta
odpowiednia kolejnos¢ liter. Zmiana litery w stowie wejsciowym wywotuje
zmian¢ stanu. Automat akceptuje stowo wejsciowe w przypadku, gdy po
przeczytaniu catego stowa stos jest pusty. Z faktu iz istnieje taki automat,
wynika, Ze jezyk ten jest bezkontekstowy.

[TAK] (B) L,={a™b"c?d? | m+q=n+p, m,np,q>0}
Analogicznie jak w podpunkcie (A), z tym, ze w trybie PLUS skladamy na
stos symbol stosowy przy czytaniu a oraz d, za§ zdejmujemy symbol

stosowy przy czytaniu b oraz ¢, odpowiednio postepujemy odwrotnie w
trybie MINUS.

[TAK](C) Lz={a™b"™cPd? | m+n=p+q, mn,p,q>0}
Analogicznie jak w podpunkcie (A) z tg rdznica, ze nie ma potrzeby
stosowania dwoch trybow. Dla liter @ 1 b na stos odkladany jest symbol
specjalny. Natomiast dla liter ¢ 1 d ze stosu §ciggany jest symbol specjalny.

3.4. Czy ponizsze jezyki sg bezkontekstowe:

[NIE](A) L, = {(@"h)™|mn =1}
Korzystamy z lematu o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych:
Niech n — stata z lematu. Pompujemy stowo w = a”ba"b = xuyvz



Rozwazamy przypadek: u =g y = ¢ v =a*baf. Poniewaz |uyv| <n, wicc
k+q <n— 1. Teraz badamy

xulyv?z = a* *(akba?)(a*ba?)a™ b = a™ba**iba"b ¢ L,

gdyzktq <n—1<n.

Pozostate przypadki sg jeszcze prostsze. Z lematu wynika wigc, ze jezyk nie
jest bezkontekstowy.

[TAK](B) L, = {a, b} — L,
Konstruujemy niedeterministyczny automat ze stosem. Jezeli stowo zaczyna
si¢ od b, to nalezy do jezyka. Badamy stowo w = a‘tbha®2b ...a'nb. Stowo
to moze naleze¢ do jezyka lub nie. Niedeterministycznie wybieramy dwie
liczby j oraz k. Badamy, czy zachodzi i; = i. Jezeli tak — stowo odrzucamy,
jesli rownos¢ nie zachodzi — akceptujemy. Gdyby ostatnig literg stowa byta
a — akceptujemy.

3.5. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

[NIE](A) L, ={r#s##t|r st €{ab}™ |r|=|s| =]t}
- korzystajac z lematu o pompowaniu dla jezykoéw bezkontekstowych,
rozwazamy slowo w = a"#a"#a" = xuyvz, gdzie n jest statg z lematu.

Woéwcezas uv moze zawiera¢ jedynie litery a, aby przy pompowaniu nie
pojawity si¢ w stowie wigcej niz dwa znaki #, podczas gdy cz¢$¢ y moze
zawiera¢ maksymalnie jeden znak #, aby byt spelniony warunek |uyv| < n.
Z tego wynika, ze pompujac to stowo, zawsze przynajmniej jeden ciag liter
a nie bedzie zwiekszany, a wigc warunek |r| = |s| = |¢| nie bedzie speiniony,
czyli stowo nie bedzie nalezalo do L,, z czego wynika, Ze nie jest on
bezkontekstowy.

[TAK](B) L= {rst|rs tef{abl® |rl=|s| =]t}
- poniewaz mozna stworzyC¢ gramatyke bezkontekstowa generujaca ten
jezyk:
S—ad|bA|¢
A— aB | bB
B —aS|bS

3.6. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

[NIE] (A) L; = {x€ {a, b}*||x|, = |x|3} gdzie |x|, oznacza liczbe wystapien
symbolu a w stowie x.



L; N a*b* = {a’ b | i = 0). Jesli fa'" bt | i = 0} nie jest bezkontekstowy, to
L, tez, gdyz jezyki bezkontekstowe sg zamkniete wzgledem przecigcia z
jezykami regularnymi. Dla {aizbi | i = 0} stosujemy lemat o rozrastaniu
dla jezykéw bezkontekstowych. Niech n bedzie statg z lematu. Probujemy
znalez¢ faktoryzacje xuyvz dla slowa w=a™ b". W najbardziej
ewentualnie sprzyjajacym przypadku v = b, u=a"’, czyli

xityz =@Vt DpntL gle p2ipn - < (n+1)? czyli

xuwz & {al’bi | i =0}, awiec fal bl |i= 0} nie jest bezkontekstowy,
stad takze L; nie jest bezkontekstowy.

[TAK] (B) L>={x € {a, b}* | |x]a = |x]s}
Mozna stworzy¢ automat ze stosem, ktory przy pustym stosie sktada biezacy
czytany symbol na stos. Teraz jesli symbol na stosie jest identyczny z
biezagcym symbolem czytanym, to doktada przeczytany symbol do stosu, za$
czytajac symbol przeciwny temu na wierzchotku stosu, zdejmuje jeden
symbol ze stosu. Akceptacja nastepuje przez pusty stos 1 puste wejscie.

3.7. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

[TAK] (A) Ly ={x €{a,b,c}" | lIx]p = Ixla| <2 V|xlc = |xla| <2}, gdzie
|x|, oznacza liczbg symboli a w stowie x.

Automat ze stosem w niedeterministyczny sposob wybiera, ktorg
nierownos$¢ bedzie badat. Jesli wybierze nieréwno$¢ —2 < |x|, — |x]|, < 2,
to ignoruje czytane litery c. Jesli stos jest pusty, to sktada czytang litere a lub
b na stosie. Jesli czytana litera jest identyczna z lezacg na wierzchotku stosu,
to dopisuje te litere do stosu. Jesli czytana litera a lub b jest inna, niz lezaca
na wierzchotku stosu, to zdejmuje te literg z wierzcholka stosu. Jesli wejscie
jest juz puste, bo zostalo przeczytane do konca, to stos powinien by¢ pusty
lub zawiera¢ jedng lub dwie litery. To mozna sprawdzi¢ uzywajac dwoéch
dodatkowych standéw 1 zdejmujac po jednej literze zmieniajgc przy tym stan.
Jesli potwierdzimy zachodzenie sprawdzanej nieréwnosci, akceptujemy,
jesli nie odrzucamy. Jesli na poczatku zostanie wybrana druga nierd6wnos¢
postepujemy podobnie, tym razem ignorujac czytane litery b.

INIEJB) L, ={x €{a,b,c} |llx], —Ixla| £ 2 Allx|c = |x|al <2}
Przypusémy bowiem, ze jezyk L, jest bezkontekstowy 1 niech n bedzie statg
z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w = ab"c" = xuyvz
o dlugosci rownej 3n = n. Rozpatrujemy przypadek, gdy wuv zawiera
wylacznie symbole a. Gdy bedziemy zwigksza¢ liczbe symboli a, to
napompowane stowo nie bedzie naleze¢ do naszego jezyka, poniewaz
roznica liter a w stowie bedzie rosta 1 przekroczy wartos¢ 2 wzgledem



pozostalych symboli. Podobna sytuacja wystapi, gdy uv zawiera wylgcznie
symbole b lub wylacznie symbole c¢. Przypus¢my teraz, ze u zawiera
symbole a 1 v zawiera symbole b lub u zawiera symbole b i v zawiera
symbole c. W trakcie pompowania otrzymamy stowo, ktore nie bedzie
spetniato jednego z warunkdéw nalezenia do L,. Kolejno bierzemy przypadki,
w ktoérych u zawiera tylko symbole a 1 v zawiera symbole a 1 b albo u zawiera
tylko symbole b 1 v zawiera symbole b 1 c. Podobnie jak poprzednio w czasie
pompowania otrzymamy stowo nie speiniajace jednego z warunkoéw
nalezenia do jezyka, czyli stowo/a nie nalezace do jezyka. Analogicznie
postepujemy z dwoma ostatnimi przypadkami tj. u zawiera symboleaibi1v
zawiera symbole b albo u zawiera symbole b 1 ¢ 1 v zawiera symbole c. Tutaj
takze po napompowaniu otrzymamy stowo nie speiniajace jednego z
warunkoéw nalezenia do jezyka. Po rozpatrzeniu wszystkich mozliwosci
wnioskuje, ze jezyk L, nie jest jezykiem bezkontekstowym.

3.8. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

[TAK] (A) L, = {a"b™c™ ™ |n,m >0}

1) Mozna napisa¢ gramatyke bezkontekstow3:

S->B|AC

A->aAb | e

B->aBc| A

C->bCc|e
2) Mozna utworzy¢ deterministyczny automat ze stosem, ktéry ma 4 stany:
9o Gb qc I Grogele- Automat akceptuje przez pusty stos w stanie g..
Zaczynamy w stanie ¢, 1 przy przetwarzaniu a odkladamy na stos pewien
symbol x dla kazdego przetworzonego a.
Przy pierwszym napotkanym b przechodzimy do stanu g5, w ktorym dla
kazdego przetworzonego b zdejmujemy ze stosu symbol x. W przypadku
pustego stosu przelagczamy si¢ ze zdejmowania na doktadanie symbolu x na
stos, czyli wchodzimy w stan gioggre.
Przy pierwszym napotkanym c¢ przechodzimy do stanu g., w ktorym dla
kazdego przetworzonego ¢ zdejmujemy ze stosu symbol x. Akceptujemy
przy pustym stosie gdy wejscie bedzie przeczytane do konca.
Jezeli stos bedzie pusty a dalej bedziemy na wejsciu napotykali ¢ lub cate
wejscie bedzie przeczytane, a stos nie bedzie pusty lub w stanie g,
przeczytamy a lub w stanie g. przeczytamy a lub b to odrzucamy to stowo.
Skoro istnieje deterministyczny automat ze stosem akceptujacy jezyk L; to
jest on bezkontekstowy.



NIE] B) L, = {a"bmclﬁl nm >0, |Z| > 0)

Zatozmy, ze jezyk L, jest bezkontekstowy 1 p jest stala z lematu o
pompowaniu. Rozwazmy stowo w = aP’bPcP = uvxyz, p > 0 o dlugosci
2p+p® > p

2

Stowo w = aP*PbhPcP € L, poniewaz % =p

Rozpatrujemy 5 przypadkow:

1) vy zawiera tylko litery a, wtedy po napompowaniu otrzymujemy
2

_ppHJ #p gdy [=>p

2) vy zawiera tylko litery b, wtedy po napompowaniu otrzymujemy

2
aP*bP*icP ¢ L, poniewaz %J #p gdy >0

2 . .
aP tpPcP ¢ L, poniewaz

3) vy zawiera tylko litery ¢, wtedy po napompowaniu otrzymujemy
2
aP*bPcP*l ¢ L, poniewaz %J #p+1l gdy [>0

4) vy zawiera litery a 1 b, bez nadmiernej utraty ogélnosci mozna przyjac, ze
liczba pompowanych liter a jest taka sama, jak liczba pompowanych liter
b; wtedy po napompowaniu otrzymujemy a? *!'bP*'cP ¢ L, poniewaz
2
[I;:llJ #p gdy [ >0
5) vy zawiera litery b 1 ¢, bez nadmiernej utraty ogolnosci mozna przyjac, ze
liczba pompowanych liter b jest taka sama, jak liczba pompowanych liter

c; wtedy po napompowaniu otrzymujemy aP’ppricrtl ¢ L, gdyz
pZ
lﬁJ¢p+l gdy >0

W Zadnym z powyzszych przypadkoOw nie mozna ,napompowac” tego
stowa, wiec jezyk L, nie jest bezkontekstowy.

3.9. Czy ponizsze jezyki sa bezkontekstowe?

[TAK] (A) Ly = {a"b™|n,m = 0,m = n,m — n jest parzyste}
Mozna zbudowaé¢ automat ze stosem. Odczytujac ze slowa wejSciowego
symbol a wktadamy specjalny symbol na stos. W momencie pojawienia si¢
pierwszego symbolu b zapamigtujemy ten fakt poprzez zmiane stanu. W tym
stanie odczytujac symbol b Sciggamy specjalny symbol ze stosu. Jesli stowo
wejsciowe si¢ skonczylo a stos nie jest pusty to znaczy, zZe nie jest spelniony
warunek m = n. Wowczas odrzucamy. Jesli stos jest pusty to m = n jest
spetnione. Teraz, jesli stos jest pusty, a w sfowie wejSciowym wcigz sg znaki
b, to naprzemiennie (dla kolejnych symboli b) wkltadamy i1 zdejmujemy
symbol ze stosu, odpowiednio zmieniajac stany. Jesli po odczytaniu
wszystkich znakow z wejscia stos jest pusty to m — n jest parzyste, wtedy



akceptujemy. Jesli zas na stosie pozostal jaki§ symbol to m —n nie jest
parzyste, wowczas odrzucamy.

[NIE] (B) L, = {a"b™|n,m > 0,(n = m? vm = n?)}
Stosujemy lemat o pompowaniu. Zaktadamy, ze
k — stala z lematu, w = akb** = xuyvz
Istniejg 3 mozliwosci:
1) uyv = a',i < k — pompujac liczba symboli b pozostanie
niezmienna, wi¢c rozrosnie si¢ tylko jeden czton stowa
2) uyv = b',i < k — pompujac liczba symboli a pozostanie
niezmienna, wigc rozrosnie si¢ tylko jeden czion stowa
3) uyv = a'b’,i + j < k — to najbardziej prawdopodobnym
przypadkiem udanego pompowania jest:
u=a,y=¢v=bk1
Wtedy xulyv?z = ak~1a2p2k-Dpk*~(k-1) =
akt1pQRk-2)+k?—(k-1) — gk+1pk?+k-1 ¢ L,
gdyz k2 +k—1 < (k + 1)?
Wobec powyzszego jezyk L, nie jest bezkontekstowy.



