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[ﬂm Definiowanie jezykow formalnych

AGH

* Wyliczenie wszystkich poprawnych napisow w danym
jezyku (bezuzyteczne, gdy jezyk zawiera nieskonczenie
wiele napisow).

 Podanie zasad budowy wszystkich poprawnych napisow w
danym jezyku (gramatyka jezyka).

« Podanie algorytmu orzekajgcego, czy dany napis jest
poprawnym napisem w danym jezyku (automat
abstrakcyjny).

« Podanie ,,0go6lnego wzoru” okreslajgcego postac wszystkich
poprawnych napisow w danym jezyku (wyrazenie
regularne wykorzystywane do definiowania szczegolnie
prostych jezykow zwanych jezykami regularnymi).



MUJ Zbiory (jezyki) regularne

AGH

Niech 2 bedzie alfabetem.

Zbior (jezyk) regularny nad alfabetem 2 definiujemy nastepujaco:
1) & - zbior pusty jest zbiorem regularnym,

2) A&} — zbior zawierajacy fancuch pusty jest zbiorem regularnym,

3) {a} - (Vae2) zbidr zawierajacy tancuch ztozony z
pojedynczego symbolu alfabetu jest zbiorem regularnym,

4) jesli P i Q sq zbiorami regularnymi nad 2 to zbiorami
regularnymi sg takze:

a) P uQ -suma teoriomnogosciowa zbiorow P i Q,
b) PQ - ztozenie (konkatenacja) zbioréw P i Q,
c) P*-domkniecie Kleene’a zbioru P.

5) nicinnego poza tym, co wynika z punktow (1) - (4), nie jest
zbiorem regularnym.



MWJ Wyrazenia regularne (1)

AGH

Wyrazenia regularne stuzg do uproszczonego oznaczania zbiorow regularnych. Niech
2 bedzie alfabetem. Wyrazenia regularne nad alfabetem 2 definiujemy
nastepujgco:

1) - jest wyrazeniem regularnym oznaczajgcym zbior pusty & bedacy zbiorem
regularnym,

2) ¢- jest wyrazeniem regularnym oznaczajacym zbidr zawierajacy tancuch pusty
{&} bedacy zbiorem regularnym,

3) a-(Vae2) jest wyrazeniem regularnym oznaczajacym zbior zawierajacy
tancuch ztozony z pojedynczego symbolu alfabetu bedacy zbiorem regularnym,

4) jesli p i g sg wyrazeniami regularnymi oznaczajacymi odpowiednio zbiory
regularne P i Q nad 2 to wyrazeniami regularnymi sg takze:

a) plg - wyrazenie regularne oznaczajagce P v Q - sume teoriomnogosciowg
zbioréw P i Q bedacg zbiorem regularnym,

b) pqg - wyrazenie regularne oznaczajgce PQ - ztozenie (konkatenacje)
zbioréw P i Q bedace zbiorem regularnym,

c) p* - wyrazenie regularne oznaczajgce P* - domkniecie Kleene’ego zbioru P
bedace zbiorem regularnym.

5) nic innego poza tym, co wynika z punktow (1) - (4), nie jest wyrazeniem
regularnym.



Mm Przyktady

AGH

Przyktad:
Niech 2 = {a, b}. Zbiorem regularnym nad 2 jest np. zbior:
{¢, a, ab, abb, abbb, abbbb, ...} = {¢} U {a}{b}*

Ten zbior regularny zapisujemy w formie wyrazenia regularnego
jako:

e|ab¥*.
Przykiad:
Wyrazenie regularne:
(0j]1)*011
odpowiada zbiorowi regularnemu:
({0} u{1})*{03{13{1} = {0, 1}* {011}

bedgcemu dowolnym ciggiem zer i jedynek zakonczonym
sekwencjq: 011.




Mmu Wyrazenia regularne (2)
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e Dwa wyrazenia p 1 q regularne sg rowne
(rbwnowazne), gdy odpowiadajgce im zbiory
regularne P i Q sg rowne (identyczne).

e W zapisie wyrazen regularnych mozna
stosowac nawiasy.

e Zapisujgc wyrazenia regularne stosujemy
nastepujgce priorytety operatorow:

" () - najwyzszy,

m b 3
u - - (konkatenacja)
= | - najnizszy.



M“UJ Tozsamosci
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Niech p, q i r bedq dowolnhymi wyrazeniami
regularnymi. Prawdziwe sg nastepujgce zaleznosci i

tozsamosci:
plga =qlp p* = p|p* = (ple)*
pl(qlr) = (pla)lr (p*)* = p** = p*
p(qr) = (pq)r Pilp=p

pqlpr = p(q]|r) PIg=p
pqlrq = (pir)q e|p* = p*

EP = pe=p elpp* = p*

gp =pd =J elp*p = p*

e¥ = ¢ paq*|pq* = pqg*

J* =g (plg)* = (p*lg*)* = (p*q*)*



I Przyktady (1)
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Przykiad:
abb*|ab* = ab*
bo:

abb*|ab* = {ab}{b}* u {a}{b}* = {ab, abb, ...} u {a, ab, abb, ...} =
= {a, ab, abb, ...} = {a}{b}*

Przyktad:
(abja)*a = a(baja)*
bo:

(ab]a)* - to tancuchy zbudowane z liter a i b, rozpoczynajace sie literg a, w
ktéorych zadne dwie litery b, o ile w ogdéle wystepujq, nie wystepujg obok
siebie,

(ba]a)* - to tancuchy zbudowane z liter a i b, konczace sie literg a, w ktorych
zadne dwie litery b, o ile w ogdéle wystepujg, nie wystepujg obok siebie,

(ab]a)*a oraz a(ba]a)* - to tancuchy zbudowane z liter a i b, rozpoczynajace
sie i konczace sie literg a, w ktérych zadne dwie litery b, o ile w ogdle
wystepujq, nie wystepujg obok siebie.



Mm Przyktady (2)
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Przyktad:
(a|b)* # a*|b*
bo:
(a]b)* = {a, b}* = {¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, ...}

a¥*|b* = {a}* U {b}* =g, a, aa, aaa, ...} u{g b, bb, bbb, ...} =
={¢, a, b, aa, bb, aaa, bbb, ...}

Przyktad:
b(ab|b)* # aa*b(aa*b)*
bo:

b(ab|b)* - to tancuchy zbudowane z liter a i b, rozpoczynajace sie i konczace sie
literg b, w ktérych zadne dwie litery a, nie wystepujg obok siebie,

aa*b(aa*b)* - to fancuchy zbudowane z liter a i b, rozpoczynajace sie literg a,
konczace sie literg b, w ktérych zadne dwie litery b nie wystepujg obok siebie.



Mmﬂ Automat skonczony — przyktad
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Rozwazamy jezyk nad alfabetem binarnym 2 = {0, 1} skfadajacy sie z tancuchdéw
zero-jedynkowych o tej wiasnosci, ze liczba zer w kazdym fancuchu jest parzysta i
liczba jedynek w kazdym tancuchu tez jest parzysta. Wszystkie tancuchy binarne
mozemy podzieli¢ na cztery grupy:

= S - tancuchy z parzystg liczbg jedynek i parzysta liczbg zer,

= A - tancuchy z parzystg liczbg jedynek i nieparzystg liczbg zer,

= B - tancuchy z nieparzystg liczbg jedynek i parzystg liczbg zer,

= C - fancuchy z nieparzystg liczbg jedynek i nieparzystg liczbg zer.

Analizujemy tancuch zero-jedynkowy symbol po symbolu od lewej strony. Przed
rozpoczeciem analizy jesteSmy w grupie S (fancuch pusty zawiera zero jedynek i
tylez zer, wiec liczba jedynek i liczba zer w tym fancuchu sg parzyste). Jesli
pierwszym symbolem jest jedynka - przechodzimy do grupy A (wtedy liczba
jedynek jest nieparzysta, a liczba zer jest dalej parzysta), zas jesli pierwszym
symbolem jest zero — przechodzimy do grupy B (wtedy liczba zer jest nieparzysta,
a liczba jedynek jest dalej parzysta). Dalej analizujemy podobnie kolejne symbole
tancucha. Np. jesli jesteSmy w grupie A i przeczytamy zero - przechodzimy do
grupy C, w ktérej zaréwno liczba jedynek, jak i zer sq nieparzyste.






M“m Automat skonczony — przykfad c.d.
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Wreszcie, gdy przeczytalismy caty fancuch,
sprawdzamy, czy zatrzymaliSmy sie w grupie S. Jesli
tak — badany fancuch spetnia natozony nan warunek
parzystej liczby jedynek i parzystej liczby zer.

Opisana procedura i zamieszczony wczesniej rysunek
grafu ilustrujg witasciwie proces odpowiadania na
pytanie: czy dany tancuch jest stowem nalezacym do
danego jezyka.

Procedure odpowiadania na pytanie o przynaleznosc
badanego tancucha do danego jezyka nazywamy
automatem (w tym przypadku jest to tzw. automat
skonczony).



M“m Automat skonczony — przyktad c.d.
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Jest to pewien (w naszym przypadku deterministyczny) algorytm
postepowania, polegajacy na czytaniu badanego tancucha symbol po
symbolu i przechodzenia od jednego stanu do drugiego. Stany
reprezentowane sg przez kotka (wezty grafu), zas przejscia pomiedzy
stanami, to skierowane krawedzie, opisane (etykietowane) odpowiednimi
symbolami alfabetu, z ktérego pochodzg symbole tancucha. Jeden ze
standw jest wyrozniony jako stan poczatkowy (na rysunku - jest to stan
oznaczony krotkg strzatka dochodzac do niego z zewnatrz). Od tego stanu
zawsze rozpoczynamy ,wedréwke” po grafie. Niektore stany sg
traktowane jako stany koncowe - akceptujace (s one zaznaczone
kdtkami rysowanymi podwadjnag linig). Jesli w trakcie naszej ,,wedrowki” po
grafie zatrzymamy sie w takim stanie, przeczytawszy wejscie do konca, to
akceptujemy badany tancuch, jesli zatrzymamy sie w stanie nie bedacym
stanem koncowym - nie akceptujemy analizowanego tancucha.
Zatrzymanie sie w naszym przypadku moze byc tylko spowodowane
przeczytaniem badanego stowa do konca i stwierdzeniem, ze juz nic nie
pozostato do przeczytania.

Opisany powyzej algorytm nosi nazwe automatu skonczonego (a doktadnie
deterministycznego i zupetnego automatu skonczonego).



@J}J Definicja automatu skonczonego

Automatem skonczonym nazywamy pigtke:
A=<ZIQIFIqOI6>I

gdzie:
> — zbior symboli terminalnych (alfabet wejsciowy)
Q - skonczony zbior stanow
F < Q — podzbior standw koncowych
do, € Q — stan poczatkowy
5 — funkcja przejscia
5: Qx (Zu{e}) a2



MJJJ Konfiguracja automatu (1)
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konfiguracja (qi ,babababb)

przed wykonaniem kroku

a b b a b a b a b b

; konfiguracja (¢ ,abababb)

po wykonaniu kroku




MJJJ Konfiguracja automatu (2)
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Konfiguracja automatu to dwoéjka: (q, w), gdzie g jest aktualnym
stanem, zas w jest nieprzeczytang przez automat czescig stowa
zapisanego na tasmie wejsciowej

\_
4 e

ﬁ we2?*

qeQ




MJJJ Konfiguracja automatu (3)
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Konfiguracja poczatkowa:

1

%

Konfiguracja koncowa akceptujaca:

q € Fo— stan koncowy




MM Akceptacja jezyka przez automat
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Xe2* jest stowem akceptowanym przez automat
A (skonczony), jesli automat A startujac z
konfiguracji poczatkowej ze stowem X
zapisanym na tasmie, moze zatrzymac sie po
Erzeczytanlu do koAca catego stowa x w

onfiguracji akceptujacej (w stanie
akceptujacym).

Jezyk L jest akceptowany przez automat A (co
oznaczamy L(A) ), jesli jezyk ten zbiorem
wszystkich stow akceptowanych przez automat
| tylko tych stow.



I Przyktad (1)
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Przyktad: Automat
niedeterministyczny

akceptujacy jezyk

regularny opisany

wyrazeniem a o b
start

regularnym

(a|b)*abb
>={a,b} a
Q={do, 9; ,9> ,d3}

F={q5}

do — Stan poczatkowy stan a b

S - funkcja przejscia: o {90, 94} {90}
o} % {02}
d> % {as}
Js % %




Il Przykiad (2)

a b b
start

Analizowane stowo: aabb € L( (a|b)*abb )
Mozliwe wyprowadzenia:

* (gp,aabb) m (qg,abb)r~ (qy, bb) » (g, b) r (gsze)-
konfiguracja koncowa akceptujgca)

e (Qgp,aabb) r (qgg abb)r (qgo,bb) m (g, b) ™ (qg ¢) -
konfiguracja blokujaca, bo q,eF

(gy,aabb) —» (qy, abb ) - konfiguracja blokujaca, stowo nie zostato
przeczytane do konca

Automat nie jest deterministyczny. Jednak istnieje wyprowadzenie (cigg
krokow), ktére doprowadza do konfiguracji akceptujgcej, wiec zgodnie z
definicjg automat akceptuje to stowo.




[ﬂm Wtasnosci automatow skonczonych
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Automat skonczony A jest zupetny, gdy jego funkcja
przejscia jest taka, ze dla kazdego stanu |stn|efe Co
najmniej jedno przeJSC|e przez kazdy symbol alfabetu
wejsciowego. Automat zupetny przeczyta bez
zablokowania sie kazde wejscie do konca.

Automat skonczony A jest deterministyczny, gdy jego
funkcja przejscia jest taka, ze dla kazdego stanu istnieje
co najwyzej jedno przeJSC|e przez kazdy symbol alfabetu
wejsciowego. Automat deterministyczny nie moze miec
takze e-przejs¢. Automat determlnlstyczny jest
,wewnetrznie jednoznaczny”.

Automat skonczony A jest deterministyczny i zupetny, gdy
nie posiada e-przejsc oraz jego funkcja przejscia jest taka,
ze dla kazdego stanu istnieje dokfadnie jedno przejscie
przez kazdy symbol alfabetu wejsciowego.



Mm Przyktad (3)
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Przyktad: Deterministyczny a
i zupetny automat
akceptujacy jezyk opisany
wyrazeniem regularnym
(a|b)*abb

2 ={a, b}
Q=10,1,2 3} U
F={3}

do =0
5 - funkcja przejscia:

Przypomnienie poprzedniego przyktadu :
automat niederministyczny i niezupetny

Stan b

0
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2
3




