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1 Lematy iteracyjne

1.1 Lematy dla jezykéw regularnych
Niech L bedzie jezykiem regularnym. Istnieje statla N > 0 taka, ze dla kazdego stowa w € L

(1) jesli |w| > N to 3uq,ug, uz € X* takie, ze w = ujugus, ug # € oraz Vi > 0 ujubug € L

(2) jesli w = wywows oraz |wa| > N to Juy,uz,ug € L* takie, ze wo = ujugus, uy # € oraz
Vi > 0 wiujubusws € L

(3) jesli 0 < ig <4y < ... < iy < |w| (pozycje zaznaczone w stowie w) to istnieja 0 < j <
k < N takie, ze w = ujugus, |ui| = i, |urua| = iy oraz Vi > 0 uyujus € L

Mamy tutaj ciag trzech twierdzen, o wzrastajacych mozliwo$ciach wnioskowania na temat regu-
larnosci badanego jezyka. Teze (3) mozna uwazaé za odpowiednik lematu Ogdena dla jezykow
regularnych (patrz [1]).

Jezyk L1 = {b"aP | n > 0, p jest liczba pierwsza } U {a}* spelnia (1) ale nie spelnia (2).

Jezyk Lo = { (ab)"(cd)™ | n > 0} U ¥*{aa, bb, cc,dd,ac}¥* spelia (2) ale nie spelnia (3).
Jezyk Lz = {udv | u,v € {a,b,c}*, u # v albo u lub v zawiera podstowo bedace kwadratem }
spelnia (3) ale nie jest jezykiem regularnym.

Oznaczajac w twierdzeniu (3) i; = j otrzymujemy najbardziej znany lemat o pompowaniu dla
jezykow regularnych:

Niech L bedzie jezykiem regularnym. Istnieje stala N > 0 taka, ze dla kazdego slowa w € L
zachodzi réwniez:
jesli |w| > N to Jug,uz,uz € X* takie, ze w = ujugus, |ujus| < N oraz Vi > 0 uqubug € L

1.2 Lematy dla jezykéw bezkontekstowych
1.2.1 Lemat o rozrastaniu (Y.Bar-Hillel, M.Perles, E.Shamir)

Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wéwcezas istnieje stala N zalezna tylko od L taka,
ze dla kazdego stowa z € L takiego, ze |z| > N zachodzi réwniez:

istnieje faktoryzacja z = wvwzy, |vz| > 0 i Jvwz| < N taka, ze dla kazdego i > 0 uviwaly
nalezy do L.

1.2.2 Lemat Ogdena

Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wéwcezas istnieje stala N zalezna tylko od L taka,
ze dla kazdego stowa z € L takiego, ze d(z) > N, gdzie d(z) oznacza liczbe wyréznionych pozycji
w stowie z, zachodzi réwniez:

istnieje faktoryzacja z = uvwzy, d(u)d(v)d(w) + d(w)d(x)d(y) > 11 d(vwz) < N taka, ze dla
kazdego i > 0 uv'wz'y nalezy do L.



1.2.3 Lemat Bader-Moury

Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wéwczas istnieje stala N zalezna tylko od L taka,
ze dla kazdego stowa z € L takiego, ze d(z) > N¢)*1 adzie d(z) oznacza liczbe wyréznionych
pozycji oraz e(z) oznacza liczbe pozycji wykluczonych w stowie z, zachodzi réwniez:

istnieje faktoryzacja z = wvwzry, dve) > 1, e(ve) = 0 i d(vwz) < NOW+L taka e dla
kazdego i > 0 uv'wz'y nalezy do L.

1.3 Przyklady zastosowania lematéow dla jezykéw bezkontekstowych

W podrozdziale przyjeto nastepujace oznaczenia: w faktoryzacjach [ oznacza czesé stowa po-
tozong na lewo od znakéw wyszczegdlnionych, analogicznie r oznacza czes¢ prawa. Jesli pew-
na faktoryzacja nie zawiera symbolu [, oznacza to, ze wyszczegdlnione pozycje sa pierwszymi
w danym stowie. Analogicznie jeéli nie ma symbolu r, wyszczegdlnione pozycje sa pozycjami
ostatnimi. ? oznacza dowolny terminal ze zbioru {a, b, ¢, d}. d(symbol) oznacza liczbe wyréznien
wéréd danego rodzaju symboli. Analogicznie e(symbol) to liczba wykluczen. W faktoryzacjach
symbole wyrézniane sa za pomoca daszka (@) . z; to i-ty symbol w stowie z. Poczatkowy symbol
ma indeks 0. Wszystkie liczby wystepujace w podrozdziale sg liczbami naturalnymi, przy czym
0e N.

Przyklad 1.1 Zastosowanie lematu klasycznego
Przyjmijmy na potrzeby przykladu nastepujace oznaczenia:

A={aPbPd" |[1<p<r}

B={aPbicd’* |1<q<p A p—q<max(r,s)}
C={albicd® |1<r<s A s—r<mazx(p,q)}
D = {aPbicstd® | p,q,s > 1}

Jezyk L jest zdefiniowany jest nastepujaco: L =AU BUCUD.
Przy pomocy klasycznego lematu o pompowaniu wykazemy, ze jezyk L nie jest bezkontekstowy.

Dowdd. Niech z = a™b"c"d", gdzie n-stala z klasycznego lematu o pompowaniu. Zalézmy, ze
jezyk L jest bezkontekstowy. Zatem dla tego stowa powinna istnie¢ faktoryzacja spelniajaca
teze lematu. Rozwazmy wszystkie mozliwosci:

1. vz zawiera wylacznie k symboli a (k > 0). Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé
2 = g"tRE=Dpnendn . Gdy @ = 2n + 1, 2/ = a®CEHDprend™. 2 ¢ A, poniewaz symboli a
jest zbyt wiele. Gdyby 2’ € B, wéwczas musialoby zachodzi¢ p—q < max(r, s). Tymczasem
p —q = 2nk > n = max(r,s), wystepuje sprzeczno$¢. W dalszej czesci pracy bedziemy
stosowali skrécony zapis tego typu dowoddéw. 2’ ¢ C U D, poniewaz symboli ¢ jest tyle
samo, co d.

2. vz zawiera wylacznie k symboli b (k > 0). Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé
2 = @b tRE-Dengn Gdy i = 2, 2/ = a™"HREed. 2/ ¢ A, poniewaz symboli b jest zbyt
wiele. 2’ ¢ B, poniewaz p < q. 2’ ¢ C'U D, poniewaz symboli ¢ jest tyle samo, co d.

3. vz zawiera wylacznie k symboli ¢ (K > 0). Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé
2 = g HRED g Gdy i = 3, 2 = a™b" e T2Rd". 2 ¢ A, poniewaz symboli ¢ jest zbyt



wiele. 2/ ¢ B, poniewaz p = q. 2/ ¢ C, poniewaz r > s. 2/ ¢ D, poniewaz symboli ¢ jest
wiecej niz d o co najmniej 2.

4. vz zawiera wylacznie k symboli d (k > 0). Po napompowaniu slowo przyjmuje postaé
2 = @ d" RO Gdy i = 2n 4+ 1, 2/ = a0 d*PRD | 2 ¢ A, poniewaz symboli d
jest zbyt wiele. 2 ¢ B, poniewaz p = q. 2/ ¢ C, poniewaz s — r = 2nk > n = max(p, q).
2’ ¢ D, poniewaz symboli d jest wiecej, niz c.

5. v zawiera wylacznie k symboli a (k > 0). x zawiera wylacznie m symboli b (m > 0).
Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé 2/ = a?th-Dpntmii=lengn Gdy i = 2n + 1,
2 = @D pnCEml) ngn ol ¢ A poniewaz symboli a jest wiecej niz ¢. 2/ ¢ B, poniewaz
dla k > m: p—q=2n(k —m) > n =max(r,s), natomiast dla k <m: p <gq. 2’ ¢ CUD,
poniewaz symboli ¢ jest tyle samo, co d.

6. v zawiera wylacznie k symboli b (k > 0). z zawiera wylacznie m symboli ¢ (m > 0).
Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé¢ 2/ = a"b"HE=Dentmli-Dgn Gdy § = 3, 2/ =
a2k ent2kgn ¢ A, poniewaz symboli b jest wiecej niz a. 2’ ¢ B, poniewaz p < q.
2/ ¢ C, poniewaz r > s. 2’ ¢ D, poniewaz symboli ¢ jest wiecej niz d o co najmniej 2.

7. v zawiera wylacznie k symboli ¢ (k > 0). x zawiera wylacznie k symboli d. Po napompo-
waniu stowo przyjmuje postaé 2/ = @b HRE=Dgntk(i-1) Gdy i = 0, 2/ = @b Fdnk.
2’ ¢ A, poniewaz symboli a jest wiecej niz c. 2’ ¢ B, poniewaz p = q. 2’ ¢ C'UD, poniewaz
symboli ¢ jest tyle samo, co d.

8. v zawiera wylacznie k symboli ¢ (k > 0). x zawiera wylacznie m symboli d (0 < m # k).
Po napompowaniu stowo przyjmuje postaé 2/ = a"b"c" =D gntmi-1) Gdy i = 2n + 1,
2 = "R gnmA) ol ¢ A poniewaz symboli ¢ nie jest tyle samo, co d. 2’ ¢ B,
poniewaz p = q. 2’ ¢ C, poniewaz dla k < m: s—r = 2n(m—k) > n = max(p, q), natomiast
dlak >m s <r.z ¢ D, poniewaz liczby symboli ¢ i d r6znia sie o 2n(k —m) # 1.

Dla kazdego z rozwazanych przypadkéw 2’ ¢ L. Pozostaje udowodnié, ze nie ma innej moz-
liwosci, niz osiem juz rozwazonych. Gdy do v badz z nalezy wiecej niz 1 rodzaj symboli, po
napompowaniu wystapi niedozwolony przeplot symboli. Poza rozwazonymi przypadkami pozo-
staja juz tylko takie, w ktérych pomiedzy v i = (czyli w w) znajduja sie wszystkie symbole co
najmniej jednego rodzaju. Taka faktoryzacja nie jest jednak mozliwa, poniewaz wéwczas nie
jest zachowany warunek |[vwz| < n.

A zatem rozwazone zostaly wszystkie mozliwe faktoryzacje i zadna z nich nie spelnia tezy
lematu. Poczatkowe zalozenie nie jest prawdziwe. OtrzymaliSmy sprzecznosé. Zatem jezyk L
nie jest bezkontekstowy.

Ograniczenia lematu klasycznego i lematu Ogdena oraz lemat Bader-Moury

Na potrzeby kolejnych trzech przyktadéw przyjmijmy oznaczenia:

A={aPPd" f"¢g" | 1<p<r An>1}

B={aPbicddf"g" |1<q<p A p—q<max(r,s) A n>1}
C={aPbicd’f"g" |[1<r<s A s—r<max(p,q) AN n>1}
D = {aPbicsT ds fg" | p,q,s >1 A n>1}
E={a,b,c,d}*{f"g" |m#n} ={"f"g" |m#n}



Oznaczmy: E = E1 U Ey, gdzie By = {7 f™g" | m > n} oraz Es = { P f™g¢" | m < n}. Jezyk
L jest zdefiniowany nastepujaco: L = AU BUC U D U FE. Jezyk ten nie jest bezkontekstowy.
Okazuje sie jednak, ze przy pomocy klasycznego lematu o pompowaniu i lematu Ogdena nie da
sie tego wykazaé. Oto dowody:

Przykltad 1.2 Ograniczenia lematu klasycznego
Jezyk L spelnia warunki klasycznego lematu o pompowaniu.

Dowéd. Wykazemy, ze istnieje taka stala N, ze dla kazdego stowa z : z € L A |z| > N istnieje
faktoryzacja spelniajaca zalozenia lematu. Na biezaco bedziemy sprawdzali tylko warunek do-
tyczacy nalezenia sléw po napompowaniu do jezyka. Pozostate warunki sprawdzimy na koncu.

Niech z € AU BUC U D. Rozwazmy faktoryzacje:
u vV w X Yy
Il e € f r

Po napompowaniu dla ¢ = 0 otrzymamy stowo nalezace do Es, a dla ¢ > 0 - do E;. Zalozenie

jest spelnione.

Niech teraz z € E. Gdy p > 0, stosujemy faktoryzacje:
u vV W X Yy
€ 7 € € 7

Po napompowaniu stowo dalej nalezy do F, poniewaz iloé¢ symboli 7 moze byé¢ dowolna.

Jeslip=0Am >0An >0, stosujemy faktoryzacje:
u v w Xy
I f € g r

Po napompowaniu stowo dalej nalezy do E, poniewaz niezerowa réznica miedzy liczbami symboli

f 1 g zostaje zachowana.

Jedlip=0Am >0An=0, z € F istosujemy faktoryzacje:
u v w X Yy
e € € f r

Po napompowaniu niezerowa liczba symboli f zostaje zachowana, jezeli cze$¢ y zawiera co

najmniej 1 symbol f, czyli jesli N > 2. Wowczas stowo dalej nalezy do Ej.

Jesli natomiast p = 0Am = 0, wéwezas n > 01 z € Ey, poniewaz € ¢ L. Stosujemy faktoryzacje:
u v w X Yy
€ € € g T



Sytuacja jest analogiczna, jak poprzednio. Po napompowaniu niezerowa liczba symboli g zostaje
zachowana, jezeli cze$¢ y zawiera co najmniej 1 symbol g, czyli jesli N > 2. Wéwczas stowo
pozostaje w Es.

Dotychczas wszystkie niezbedne warunki sg spelnione dla N > 2. Sprawdzmy, czy przedstawione
faktoryzacje spelniaja pozostale zalozenia lematu. Dla wszystkich faktoryzacji |vz| = Jvwz| €
{1,2}. A zatem |vz| > 1, natomiast |[vwz| < N dla N > 3. Podsumowujac, dla dowolnego
N : N > 3 spelnione sa wszystkie warunki lematu. A zatem szukana stala N istnieje. Przy
pomocy lematu o rozrastaniu nie jesteSmy w stanie rozstrzygnaé, czy L jest bezkontekstowy,
czy tez nie.

Przyktad 1.3 Ograniczenia lematu Ogdena
Jezyk L spelnia warunki lematu Ogdena.

Dowo6d. Wykazemy, ze istnieje taka stala NV, ze dla kazdego stowa z : z € L Ad(z) > N istnieje
faktoryzacja spelniajaca zatozenia lematu.

Niech z € AUBUCUD. Jedli d(a)+d(b)+d(c)+d(d) > 3, oznaczamy 3 ostatnie sposréd wyrdz-
nionych pozycji symboli a,b, ¢, d przez z;, zj, z. Ostatni symbol ze zbioru {a,b, ¢, d} oznaczmy
przez zg. Stosujemy faktoryzacje:

u \% w XYy
2021...2’]‘_1 Zj zj+1zj+2...zd f r

Po napompowaniu dla i = 0 otrzymamy stowo nalezace do Ey, adlai > 1-do E;. d(u)d(v)d(w) >
0, poniewaz u, v, w zawieraja odpowiednio z;, z;, 2. d(vwz) € {2, 3}, a zatem warunek d(vwz) <
N jest spelniony dla N > 3.

Jezeli d(a) 4+ d(b) + d(c) + d(d) < 3 ANd(f) > 3, to stosujemy nastepujaca faktoryzacje:

u vV W X Yy

Uff o f f ff € r

przy czym u, v, w zawieraja kolejno 3 pierwsze pozycje wyréznione wsrod symboli f. Po napom-
powaniu dla ¢ = 0 otrzymamy slowo nalezace do Fs, a dla i > 0 - do Ej. d(u)d(v)d(w) > 0,
poniewaz u, v, w zawieraja co najmniej po jednym symbolu wyréznionym. d(vwz) =2 < N dla
N > 2.

Jezeli d(a) + d(b) + d(c) +d(d) < 3Nd(f) < 3Ad(g) > 3, sytuacja jest analogiczna, jak w
ostatnim przypadku; faktoryzacja przyjmuje postac:

u vV W X Yy
lg..g..9 g g.g € 1

z podobnymi jak poprzednio warunkami. Jedyna zmiana jest taka, ze dla ¢ = 0 otrzymamy
stowo nalezace do Fq, adla¢ > 0 - do Es.

Aby zaszed! jeden z powyzszych przypadkéw, musimy mieé¢ pewnosé, ze dla d(a) +d(b) +d(c) +
d(d) < 3ANd(f) < 3 zachodzi d(g) > 3. Powolujac sie na warunek d(z) > N stwierdzamy, ze N
musi wynosi¢ co najmniej 6.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy z € E. Jezeli d(?) > 3, stosujemy faktoryzacje:



przy czym u,v,w zawieraja kolejno 3 pierwsze pozycje wyrdznione wsréd symboli 7. Po na-
pompowaniu otrzymamy stowo nalezace do E, poniewaz symboli 7 moze by¢ dowolna ilo$¢.
d(u)d(v)d(w) > 0, poniewaz u,v,w zawieraja co najmniej po jednym symbolu wyrdznionym.
d(vwz) =2 < N dla N > 2.

Jezeli d(7) < 3Nd(f) >3 An >0, stosujemy faktoryzacje:

u v w Xy

Uff o f f foff g r

przy czym u, v, w zawieraja kolejno 3 ostatnie pozycje wyréznione wsréd symboli f. Po napom-
powaniu otrzymamy stowo nalezace dalej do E, poniewaz réznica miedzy ilosciami symboli f
i g zostanie zachowana. d(u)d(v)d(w) > 0, poniewaz u, v, w zawieraja co najmniej po jednym
symbolu wyréznionym. d(vwz) € {2,3} , a zatem zalozenia sa spelnione dla N > 3.

Jezeli d(?7) < 3ANd(f) >3 An =0, wéwczas z € Fj i stosujemy faktoryzacje:

przy czym u,v,w zawierajg kolejno 3 ostatnie pozycje wyréznione wéréd symboli f. Po na-
pompowaniu otrzymamy stowo nalezace dalej do E1, poniewaz dodatnia ilo$¢ symboli f zostaje
zachowana. d(u)d(v)d(w) > 0, d(vwz) =2 < N dla N > 2.

Gdy d(?) < 3Ad(f) < 3ANd(g) > 3, wystepuja znowu 2 przypadki. Gdy m > 0, stosujemy
faktoryzacje:

przy czym w, x,y zawieraja kolejno 3 pierwsze pozycje wyrédznione wéréd symboli g. Po napom-
powaniu otrzymamy stowo nalezace dalej do E, poniewaz réznica miedzy iloéciami symboli f i
g zostanie zachowana. d(w)d(z)d(y) > 0, d(vwz) € {2,3} , a zatem zalozenia sa spelnione dla
N > 3.

Gdy m = 0, woéwczas z € Ey i stosujemy faktoryzacje:
u v w X y
I € g

g..g G g..g.. g

przy czym w, x,y zawieraja kolejno 3 pierwsze pozycje wyrdznione wsréd symboli g. Po napom-
powaniu otrzymamy stowo nalezace dalej do Es, poniewaz dodatnia ilos¢ symboli g zostanie
zachowana. d(w)d(z)d(y) > 0, d(vwz) = 2 , a zatem zalozenia sa spelnione dla N > 2.

Dla z € F, podobnie jak dla z € AUBUC U D, aby jeden z powyzszych przypadkéw na pewno
zaszedl, konieczne jest, by N > 6. Jednocze$nie zauwazamy, ze dla tej wartosci N spelnione
sa wszystkie pozostale wymagania, ktére pojawity sie podczas dowodu. Podsumowujac, dla do-
wolnego N : N > 6 spelnione sg wszystkie tezy lematu. A zatem szukana stala N istnieje. Przy



pomocy lematu Ogdena nie jestedmy w stanie udowodnié, ze L nie jest bezkontekstowy.

Przyklad 1.4 Zastosowanie lematu Bader-Moury

Powyzsze dowody byty dosé skomplikowane - trzeba byto przeanalizowaé¢ stosunkowo duzo przy-
padkéw. Ponadto nadal nie wykazalidémy, czy jezyk L jest bezkontekstowy, czy tez nie. Dla tego
konkretnego jezyka pomocny okazuje sie lemat Bader-Moury.

Przy pomocy lematu Bader-Moury wykazemy, ze jezyk L nie jest bezkontekstowy.

Dowdéd. Pokazemy, ze nastepujacy fakt zachodzi dla dowolnego dodatniego N. Jezeli wyréznimy
i wykluczymy pewne pozycje w slowie z : z € L, przy czym d(z) > N¢*)*1 dojdzie do sytuacii,
w ktorej nie bedzie mozliwe znalezienie faktoryzacji spetniajacej warunki zadania.

Niech z € AUBUCU D, z zawiera po jednym symbolu f i g. Wykluczmy dwie konicowe pozy-
cje fg. Wyrdznijmy wszystkie pozycje symboli a, b, ¢, d. Oczywiscie musi zachodzi¢ nieréwnosé
d(z) > N3, czyli |z| > N3 + 2.

Oznaczmy jezyk z przykladu 1.1 przez L'. Jezeli w slowie z pominiemy nalezaca zawsze do
czesci y faktoryzacji wykluczong koncéwke fg, to powstale stowo nalezy do L'. A zatem teze
lematu Bader-Moury mozna zapisa¢ w postaci:

Istnieje taka stata N, ze jesli z € L' A |z| > N3, to istnieje faktoryzacja z = uwvwzy, dla ktdrej
o |vx|>1,
o [vwz| < N,
o Vi>0:uwlwaly € L.
Jest to zaostrzenie klasycznego lematu o pompowaniu, zatem skoro L’ nie spelnia lematu o
rozrastaniu (patrz dowéd w przkladzie 1.1), tym bardziej nie bedzie spelniona zaostrzona wer-
sja twierdzenia. Dlatego tez istnieje takie stowo, dla ktérego szukana faktoryzacja nie istnieje,

wykazanie czego bylo celem ninejszego dowodu. Warunki lematu Bader-Moury nie sg spetnione.
Mozemy stad wywnioskowaé, ze L nie jest jezykiem bezkontekstowym.

1.4 Lemat dla jezykéw deterministycznych bezkontekstowych

Lemat o rozrastaniu sie jezykéw deterministycznych bezkontekstowych (Sheng Yu, [9]).
Oznaczmy przez FIRST(w) dla w € ¥* pierwsze k symboli w:

x  jezeli |lw| >k, w=uzy, |z| =k
w jezeli lw| < k

FIRST,(w) = {

Niech L bedzie jezykiem DCFL. Wowczas istnieje stala C' zalezna tylko od L taka, ze dla
kazdej pary sléw w, w’ € L jezeli spelnione sg zalozenia: w = xy oraz w' = zz, |x| > C oraz
FIRST,(y) = FIRST (%), to zachodzi réwniez:

(1) istnieje faktoryzacja x = x1x9x32475, |voxa| > 11 |z2wszs| < C taka, ze dla kazdego i > 0,
T1THT3TYT5Y oraz T1x5T3Tyx52 nalezy do L,

(2) istnieja faktoryzacje x = z1xoxs, y = y1y2ys 1 2 = 212223, |x2| > 1 oraz |xozs| < C takie,
ze dla kazdego i > 0, x12523y1y5Yy3 oraz x1x5x3212523 naleza do L,



Przyklad 1.5 Jezyk L = {a’b’ | i > 0} U {a’b® | i > 0} nie jest DCFL.

Dowdd. Przyjmijmy, ze L jest DCFL i niech C bedzie statg dla L z lematu o pompowaniu. Wy-
bierzmy w = a™b" i w' = a™b*" dla liczb calkowitych n > C, oraz x = a™" !, y = b, z = b>" 1.
Wybér w = zy i w’ = zz spelnia zalozenia lematu. Zgodnie z lematem punkty (1) i (2) réwniez
powinny by¢ spelione. Rozwazmy punkt (1). Jedyny mozliwy podzial © = z1zex3z4xs taki, ze
|xoz4| > 0 oraz dla kazdego i xlx’éacga:fl%y € L, musi spelni¢ warunek zo = ak ixzy = 0" dla
pewnego k > 0. Ale wowczas 11297320252 = x179032 = @ b2 ~F ¢ L. Dlatego punkt (1) nie
jest spelniony. Teraz rozwazmy punkt (2). Jakakolwiek faktoryzacja x = x1xoz3 taka, ze |z2| > 0
i |zoxs] < C < n spowoduje, ze T2 € bT oraz ys € b*, wiec x123Y1Y3 = a1zl =y ¢ L. Zatem
(2) réwniez nie jest spelniony. Zaprzecza to lematowi o pompowaniu, totez jezyk L nie jest

DCFL.

Przyktad 1.6 Jezyk L = {w € {a,b}* | w = wv, |u| = |v|, v zawiera a } nie jest DCFL.
Dowdéd. Przyjmijmy, ze L jest DCFL. Niech C bedzie stalg z lematu o pompowaniu. Rozwazmy
pare stéw w i w’ nalezacych do jezyka L: w = b"Ttab”, w' = b"Hlab"ab?*t!, gdzie n > C. Niech
z=b"ab" "ty =b, 2 = bab® . Wéwcezas w = xy i w' = xz spelniaja zalozenia z lematu o
pompowaniu. Réwniez (1) i (2) powinny by¢ spelnione. Jednakze (1) nie jest spelniony, poniewaz
kazdy podzial x = z1xex3z425 taki, ze |zoxs| > 1 implikuje, ze xi1x3752 nie zawiera zadnego
a w drugiej polowie i nie nalezy do L. Punkt (2) réwniez nie jest spelniony. Dla jakiejkolwiek
faktoryzacji ¥ = z1z273 1 y = y1y2ys takiej, ze |zoxs] < C < ni|ry] > 1 otrzymujemy xo € b,
ya = b lub y2 = e. Dlatego tez x173x31y1y3Yy3 = prtlgpntlezltiy:| ¢ L. Przeczy to lematowi o
pompowaniu. Zatem L nie jest DCFL.

2 Twierdzenie Parikh’a

Twierdzenie Parikh’a jest uzyteczne przy wnioskowaniu o umiejscowieniu jezyka w hierarchii
Chomsky’ego, gdyz pozwala uproéci¢ problem przynaleznoéci jezyka do klasy jezykéw bezkon-
tekstowych poprzez zamiane na réwnowazny (czesto prostszy) problem przynaleznosci do klasy
jezykow regularnych.

Odwzorowanie Parikh’a

Niech bedzie dany alfabet ¥ = { a1, aq,...,a, }. Dla danego stowa w € ¥ tradycyjnie oznaczamy
przez |w|,, liczbe wystapien symbolu a; w slowie w.

Dla danego stowa w odwzorowanie Parikh’a & : ¥* — IN" definiuje wektor r-elementowy w
nastepujacy sposob:

é(w) = ( |w‘al7 ‘w|a27 s ’w|a7‘ )

Dla jezyka L definiujemy natomiast: ®(L) = { ®(w) |w € L}.
Niech wektory Vo, Vi,..., Vi € N". Oznaczmy dodatkowo I' = {V1,... V. }.
Zbiér T C N" nazywamy liniowym jesi T ={ Vo + Vi + -+ Vi |y e N, i =1,...,k},
co zapisujemy w skrocie T' =V + span(T).

N
Zbioér T nazywamy semiliniowym jesli jest skonczong suma zbioréw liniowych, tj. T' = |J T;,

i=1

gdzie kazdy T; jest liniowy.



Twierdzenie Parikh’a

Jesli jezyk L jest bezkontekstowy to zbiér ®(L) jest semiliniowy.

N
Innymi stowy jezeli jezyk L : L C ¥* A|X| = r jest bezkontekstowy, to ®(L) = |J T3, przy czym
i=1
T; = v; + span(I';) dla pewnego r-elementowego wektora v; i skonczonego zbioru I'; wektoréw
r-elementowych, ¢ = 1,2,..., N.

Przykltad 2.1 Zastosowanie lematu Parikha.
Jezyk L = {a"b™c* | k # nm } nie jest jezykiem bezkontekstowym.

N
Zalozmy, ze jezyk L jest bezkontekstowy. Wéwczas, na mocy lematu Parikha, ®(L) = | T,
i=1

przy czym T; = v; + span(T;) dla i = 1,2,..., N, dla pewnego tréjelementowego wektora v; i
skonczonego zbioru I'; wektoréw tréjelementowych. Niech d bedzie najwigksza liczba sposréd

N
wspolrzednych wektoréw nalezacych do zbioru I' = | ({v;} UT;). Zauwazmy, ze d > 1.

=1

Rozwazmy wektor (n,n,m), gdzie n = [(d + 2)!]? oraz m = [(d + 2)!]3. Oczywiscie (n,n,m) €

®(L). A zatem 31 <i < N : (n,n,m) € T;.

Poniewaz (n,n, m) € T;, istnieja liczby a, . . ., oy i nalezace do I'; niezerowe wektory (p1,q1,71), - - -, (p1, @1, 77)

takie, ze
!

(n,n,m) =vi + Y oj(pj, 45, 75)-
j=1

Udowodnimy teraz nie wprost, ze istnieje nalezacy do I'; wektor (0,0,s), gdzie 1 < s < d.

! l
Zalozmy, ze V1 < j <l:pj+q; > 1. A zatem > o < > oj(p;j + ¢;) = 2n. Zauwazmy, ze
j=1 j=1

l l
m<d+ Y a;<d+dd a; < (2n+1)d.
j=1 i=1

Tymczasem
m = (d+2)[(d+2))> > 3d[(d + 2)"]* = 3nd > (2n + 1)d.
Wystapita sprzeczno$é. A zatem uwodnilismy, ze (0,0, s) € T';. Stad

VB3 >0: (n,n,m') = (n,n,m+ Bs) € T; C ®(L).

By doprowadzi¢ do sprzecznosci, nalezy znalezé taka liczbe 3, by onwstza zalezno$é nie byta
speliona. Poniewaz 1 < s < d, s|n?> — m i mozemy przyjaé¢ 3 = . Wowezas (s = n? —m.
Poniewaz m’ = n? to (n,n,m’) ¢ ®(L). Wystapila sprzecznoéé, a zatem zatozenie okazalo sie

nieprawdziwe. Jezyk L nie jest bezkontekstowy, co nalezalo udowodnié.

Whiosek. Z lematu Parikh’a wynika nastepujace, uzyteczne twierdzenie:
Jedli jezyk L zdefiniowany nad alfabetem jednoliterowym jest bezkontekstowy to jest regularny.

Przyktad 2.2 Dany jest jezyk L nad alfabetem ¥ = {a, b} skladajacy sie ze stéw Fibonacci’ego
zdefiniowanych nastepujaco: wg = a, w1 = b, Wpt2 = WpWpt1-



Nalezy rozstrzygnaé czy jezyk L jest bezkontekstowy.

Zdefiniujmy homomorfizm h poprzez odwzorowanie h(a) = h(b) = 0.

L'=h(L)={0 |n>1,F =1, Fy =2, Fyi9 = Fy11 + F, } jest jezykiem zdefiniowanym
nad alfabetem jednoliterowym. Zatem z twierdzenia Parikh’a wynika, ze je$li L jest bezkon-
tekstowy to L’ jest regularny. Teraz wystarczy zastosowaé zwykly lemat o pompowaniu dla
jezykéw regularnych. Wezmy stowo 0™ € L' gdzie m jest wigksze lub réwne od stalej z lematu
o pompowaniu. W takim razie réwniez stowo 0™* € L/  gdzie i jest dowolna liczba naturalna
a k pewna stala (k < m). Zatem m + ki oraz m + k(i 4+ 1) sa elementami ciagu Fibonacci’ego
czyli m + ki = F,, oraz m + k(i + 1) = Fy,,,,. Stad F,, |, — F,, = k. Poniewaz Fy,_, > F, 11 to
k=Fy. , —Fp > Fy1—Fy =F,_, czyli ciag F), jest ograniczony staly k. Z drugiej strony
wiemy, ze ciagi F,, oraz p; sa rosngce. Sprzeczno$é. Zatem L' nie jest jezykiem regularnym i na
mocy twierdzenia Parikh’a L nie jest jezykiem bezkontekstowym.

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze jezyk Lo sktadajacy sie ze stéw zdefiniowanych naste-
pujaco: wo = 1, wy = 10, wy, = wy_1w2_5, n > 2, zwiazany z symboliczna dynamika chaotyczna
([5]), nie jest bezkontekstowy.

3 Zlozonos¢é Kolmogorowa

3.1 Wprowadzenie

W jakim sensie stowo 011010110111001 jest bardziej skomplikowane niz 01010101010101017? Po-
niewaz ztozono$¢ obliczeniowa zajmuje sie nieskonczonymi jezykami, a nie skoniczonymi stowami,
wiec na powyzsze pytanie nie da odpowiedzi. Istnieje jednak teoria opisowa, ktérej podstawy
stworzyl A. Kolmogorow, zajmujaca sie takimi pytaniami. Teoria opisowa moze zostaé¢ zastoso-
wana do badania jezykow formalnych. Przyktadowo w trakcie parsingu przeprowadzanego przez
deterministyczny automat ze stosem na jego stosie nie moga pojawiaé¢ sie dowolne stowa, lecz
tylko takie, ktore spetlniajg pewne zalezno$ci odnoszace sie do ich ztozonosci.

3.1.1 Podstawowe definicje

Oznaczmy przez x zaréwno liczbe naturalng, jak i n—ty binarny element ciggu o nastepujacej
sekwencji: 0,1,00, 01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,0000, ... Tym samym reprezentacja
'3’ pokrywa sie z naturalng liczba 3 i z binarnym zapisem 00. Mozemy zatem zdefiniowaé bijekcje
pomiedzy nieujemnymi liczbami naturalnymi, a skonczonymi binarnymi napisami {0, 1}*.

Niech |z| oznacza dlugo$¢ napisu z (ilo§é bitéw) w binarnym zapisie napisu z. Oznaczmy przez
> alfabet ztozony z dwoéch symboli 0 i 1. Dla kazdego slowa © = z1z2 ...z, € ¥* w ulozeniu
leksykalnym, prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie:

Kolejny numer kazdego napisu w ciagu mozemy obliczy¢ z nastepujacego wzoru:

G(z) =2" — 1+ 2 x;2". (3.1)

Ponadto mozemy zdefiniowaé 4
2% .= 1PmMlobin(n)z (3.2)

samoograniczony kod dla x, gdzie bin(n) jest binarna reprezentacja numeru n (jest to n—te
stowo w ulozeniu leksykograficznym).

Przyktad 3.1 Sprébujmy znalezé samoograniczony kod dla stowa @ = 100010110. Latwo za-
uwazyé, iz n = |z| = 9, tym samym |bin(n)| = |[bin('010)| = 3, gdyz dziewiatym slowem w
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[bin(9)

ulozeniu stownikowym jest napis ’010’. Tym samym 1 | = 111. Korzystajac ze wzoru (3.2)

mozemy juz zatem napisac:
z¥=1% 0 010 100010110 = 1110010100010110.
Pokazalidmy, iz 1110010100010110 jest samoograniczonym kodem dla stowa 100010110.

Nietrudno zauwazy¢, iz |bin(n)| = [loga(|n| + 1)]. Analogicznie da sie pokazaé, iz
|2%] = 2[loga(|n| + 1)] + |n| + 1 (3.3)

gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza od .
Stosujac wzér (3.3), do przytoczonego wezesniej przyktadu, mamy:

2% = 2[log2(9 +1)] + 9 + 1 = 2[log210] + 10 = 2 -3+ 10 = 16

Otrzymany wynik rzeczywiscie zgadza si¢ z dtugoscia samoograniczonego kodu dla stowa 100010110.

3.1.2 Zlozonos¢ Kolmogorowa

Oznaczmy przez U uniwersalng maszyne, ktéra oczekuje na wejéciu formul postaci p¥q, gdzie

p,q € X*. Teraz mozemy dla p,q € ¥* zdefiniowaé¢ warunkowq ztoZonosé Kotmogorowa dla x
jako:

C(z|q) := min{ |p| : U(p¥q) =z, p € £*}

gdzie q jest informacja dodatkowa. Analogicznie definiujemy zlozZonosé Kolmogorowa dla = (bez
informacji dodatkowej):

C(x) :==min{|p| : U(p®) =z, p e *}

C(x) jest dlugoscig najmniejszego ”programu” zakodowanego za pomoca stéw nad alfabetem
{0,1} w pewnym kodowaniu, ktéry zwraca stowo z. Program zostaje oczywiscie uruchomiony
na maszynie Turinga.

7 powyzszych definicji wynika natychmiast, ze

Clzlg) < C(x) < |2[ + O(1) (3-4)

tzn. ztozono$é warunkowa nie przekracza ztozonosci danego stowa gdyz posiadamy dodatkowa
informacje (podpowiedz). Z drugiej strony stowo nie moze byé bardziej zlozone niz program
wypisujacy po kolei wszystkie elementy stowa - dlugo$é takiego programu to |z| plus pewna
stala przeznaczona na kod instrukcji wypisujacych wynik na wyjsciu.

3.1.3 Liczby niescisliwe

Dla wszystkich liczb naturalnych n = 0,1,2,3,... , oznaczmy przez n, n-te stowo w X* w
porzadku leksykalnym. Wprowadzmy, takze [(n) := |n|, czyli dtugosé zapisu liczby n. Méwimy,
ze pewne slowo z € ¥* jest SciSliwe jezeli C(x) < |z| (poréwnaj z ogélna zaleznoscia (3.4));
inaczej dane slowo jest niescisliwe. Analogicznie, liczba n € N jest Scisliwa jezeli jej n-te slowo
w ulozeniu leksykalnym wyliczeniowym n jest Scisliwe.

Poniewaz liczb ktérych zapis w alfabecie sktadajacym sie z dwoch symboli wynosi n jest do-
ktadnie 2™ a liczb o krétszym zapisie jest tylko 2™ — 1 dlatego z zasady szufladkowej Dirichleta
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wynika, ze dla kazdego n musza istnie¢ liczby o dlugosci n ktére sa niescidliwe. Przyktadowo
zapisem liczby n moze by¢ n-te w porzadku alfabetycznym stowo z X*. Poniewaz pusty program
nic nie wypisuje na wyjscie wiec liczby 1 oraz 2 (ktorych zapis to odpowiednio ’0’ oraz ’1’) sa
niesci$liwe. Niewielkie liczby naturalne, ktorych zapis sktada sie z zaledwie kilku znakow réw-
niez sg niescisliwe, gdyz do ich wypisania potrzebne jest conajmniej tyle instrukcji ile ich zapis
posiada znakéw. Najlepsza metodg ich wypisania jest wypisanie ich znak po znaku. Program,
ktory doszukiwalby sie jakich$ zaleznosci w ich zapisie zajalby zdecydowanie wiecej miejsca.
7 drugiej jednak strony liczbe n = 23° — 1 (zapis "000000000000000000000000000000’) mozna
Scisnaé. Wyobrazmy sobie program, w ktérym zapamietana jest liczba 30 (ilo$é zer w zapisie
liczby n). Zapis tej liczby zajmuje cztery znaki ('11117). Oprécz tego program posiada instruk-
cje wypisujace na wyjscie znak ’0’, instrukcje zmniejszajace zapamietana liczbe oraz instrukcje
wykonujace skok warunkowy. Calo$¢ programu powinna zaja¢ mniej niz 30 znakéw. Jest to wiec
liczba Sciliwa. Z powyzszej uwagi mozemy jednak wysnué¢ wniosek:

Dla kazdego n € N istnieje co najmniej jedno niescisliwe stowo o dlugosci n. Stad tez istnieje
nieskonczenie wiele liczb niescidliwych.

Przyktad 3.2 Wezmy liczbe naturalna n = 466, wowczas 466-tym slowem w ulozeniu leksy-
kograficznym jest napis n = 11010011. Nie trudno sprawdzié, korzystajac ze wzoru (3.1), iz
rzeczywiscie zachodzi

G(11010011) =28 — 1+ BT (2,2 = 256 — 1 + 1+ 2 + 16 + 64 + 128 = 466

Stosujac powyzsze definicje zawarte w rozdziale, dla n = 466 mamy: [(n) = |11010011| = 8.
Zgodnie z wczesniejszymi definicjami zawartymi w rozdziale 3.1.2, zlozonoscia Kotmogorowa
dla danego slowa z nazywamy dlugo$é najkrétszego programu, po uruchomieniu ktérego na
maszynie deterministycznej Turinga, na wyjéciu otrzymamy ten napis . W naszym przypadku
najkrétszy program, wypisujacy tylko na wyjsciu kolejne symbole stowa n, potrzebuje co naj-
mniej |n| instrukcji. Tym samym C(n) > |n|, a zatem slowo n jest niescisliwe. Zatem liczba
n = 466 jest przykladem naturalnej liczby niescisliwe;j.

3.2 Twierdzenie dla jezykéw deterministycznych bezkontekstowych

Dla kazdego jezyka L C X* i stowa x € ¥*, oznaczamy przez v 'L := {v € ¥* | zv € L} zbiér
stow v ktoére rozszerzajg napis x do stowa w L.

Oryginalne twierdzenie KC-DCF jest trudne do stosowania, dlatego przytaczamy tylko wniosek
z twierdzenia, prostszy w zastosowaniach.

Jezeli jezyk L C X* jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym, z,y € ¥*, a ¢ jest
stala, wowczas istnieje stala ¢’ taka, ze jezeli u,v,w € X*, gdzie u jest sufiksem lewostronnie
nieskonczonego stowa y“x := ...yyzx, z nastepujacych warunkéw:

o C(V"|puy) < c-tzn. dla kazdego podziatu v = v'v”; v moze by¢é odtworzone przy pomocy
programu majacego co najwyzej ¢ bitéw jezeli do dyspozycji mamy (uv’) 'L w porzadku
leksykograficznym

o C(w|pyw) < ¢- tzn. w moze byé¢ odtworzone przy pomocy programu majacego co najwyzej
¢ bitéw jezeli do dyspozycji mamy (uv)~'L w porzadku leksykograficznym
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o C(v) = 2-1(I(lul))

wynika, ze C(w) < ¢.

3.3 Przyklady zastosowan twierdzenia KC-DCFL

Przyktad 3.3 Zbiér palindroméw

Niech L = {z | = = 2f,2 € {0,1}*}. Zalézmy, 7e jezyk ten jest deterministyczny, niech
y=0,2=1,u =0"1 oraz v = 0™. v sktada sie wiec z n zer, wiec jego ztozonos¢ Kolmogorowa
sprowadza sie do zapisania liczby n (plus staly wspolezynnik). Mamy wiec:

Cv) =C(n) +0(1)
Zalézmy, ze n jest niescisliwe, wowczas z definicji nieécisliwosci mamy
C(n) > 1(n)

Niech s = bg_1bg—2 ... b1bg bedzie zapisem liczby n oraz niech k = [(n) oznacza dlugosé. Wow-
czas

n=3 10 (14b:)20 =28 — 14+ 30 b2

Podstawiajac za b; same zera, a potem same jedynki otrzymujemy:

2F —1<n<22F-1)

A stad wynika, ze k <log(n+1) < k+1, czyli log(n +1) — 1 < l(n) < log(n +1).

Oznacza to, ze funkcja dtugosci zapisu liczby n tj. funkcja [ ma charakter logarytmiczny. Zatem
dla odpowiednio duzych n bedzie zachodzita réwnosé:

n > l(n)

Oznacza to réwniez, ze dla odpowiednio duzych n bedzie zachodzito:
n>1(n+1)>2

Ostatecznie otrzymujemy wiec

Cw)>1n)>1(In+12) =2-1(I(n+1)) =2-11(lu| =14+ 1)) =2 1(I(|u]))

co spelnia warunek 3. Dla kazdego podzialu v = v'v”| v” jest pierwszym leksykograficznie sto-
wem z (uv’) "' L. Mozemy wiec wziaé¢ program, ktéry zwroci pierwsze stowo z (uv') ~! L. Poniewaz
sktada sie ono z samych zer ztozonosé programu wypisujacego nie bedzie rosta w nieskonczonosé
wraz ze wzrostem dlugosci v”.

Jedli zer do wypisania jest 0 < x < n mogloby sie wydawaé, ze aby to uczynié¢ potrzebujemy
programu takiego jak :

for(int i = 0 ; i < x ; i++)

write(’0’);
ktorego zlozono$é Kolmogorowa (ze wzgledu na zapisana w kodzie wartosé liczby x) ewidentnie
rosnie jak I(z), a przy n rosnacym do nieskonczonosci, réwniez z oraz [(z) rosna do nieskonczo-

nosci.
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Stowa tego nie musimy jednak generowaé¢ od zera. Nalezy pamietaé, ze program otrzymuje
na wejécie zbiér (uv’)"!L , ktérego jest ono elementem. Wystarczy wiec je przepisaé, wraz z
ewentualnym sprawdzeniem, czy jest ono wlasnie postaci 0%. Ewentualnym, gdyz w tym akurat
przypadku mozemy to pominaé zwazywszy na fakt, ze bedzie to pierwsze stowo owego zbioru.
Wypisanie bedzie wiec postaci:

char c;

do{
write(c = read());
} while(c != °$’); // oznaczenie koiica stowa podanego na wejscie

W takim przypadku dlugo$¢ programu, a zatem i jego ztozonosé Kolmogorowa, nie zalezy
zupelnie od dlugoéci stowa v”.

Warunek 1 jest wiec spelniony. Jezeli teraz weZmiemy program, ktory zwrdci pierwsze sto-
wo z (uv) 'L to warunek 2 bedzie réwniez spelniony, a zwréconym stowem bedzie w = 107,
Stowo to réwniez jest latwe do wypisania, skiada sie z jedynki, a nastepnie z samych zer.
Zatem ztozonosé programu wypisujacego nie rosnie w nieskoniczonosé. Wiemy natomiast, ze
C(w) = C(n)+ O(1) > I(n), co jest sprzeczne z teza lematu. Zatem jezyk L nie jest determini-
stycznym jezykiem bezkontekstowym.

Przyktad 3.4 Zbioér stéw z jedynka w drugiej poltéwce

Niech L = {zy | x,y € {0,1}*, |z| = |y|, y zawiera 1’ }. Zalézmy, ze jezyk ten jest determi-
nistyczny. Niech y = 0,2 = 1,u = 0"1, gdzie |u| jest parzyste oraz v = 0"*!l. Jak wyzej, dla
niescisliwego n mamy C(v) = C(n)+0(1) > I(n), co dla odpowiednio duzych n spelnia warunek
3. Dla kazdego podzialu v = v/v” potrzebujemy tylko jednego bitu informacji méwiacego czy v’
jest parzyste, czy tez nie, aby otrzymacé v”. Bedzie to pierwsze stowo skladajace sie z samych
0 o parzystoéci dtugoéci takiej samej jak v’ nie nalezace do (uv')~!L. Rozwazmy program ge-
nerujacy ciagi zer o dlugosci parzystej (albo nieparzystej) i sprawdzajacy, czy naleza one do
(uv")~1L. Pierwsze nie nalezace stowo jest zwracane. Program taki spetnia warunek 1. Program
generujacy stowa w porzadku leksykograficznym, sprawdzajacy czy naleza one do (uv) 'L i
zwracajacy pierwsze nie nalezace stowo do (uv)~!L zaczynajace sie od 1’ spelnia natomiast
warunek 2. Zwréci on wartosé w = 102”3, Wiemy natomiast, ze C(w) = C(n) > I(n), co jest
sprzeczne z teza lematu. Zatem jezyk L nie jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym.

Wybieranie pierwszego slowa nie nalezacego do zbioru podanego na wejscie

W przypadku powyzszego jezyka na pewnym etapie rozwiazania pojawia si¢ program zwracajacy
pierwsze stowo o okreslonych wtasnosciach nie nalezace do zbioru podanego na wejscie. Przy-
kladowo w przypadku wyznaczania stowa v” nalezy generowaé stowa skladajace sie z parzystej
(badz nieparzystej) liczby zer i sprawdzaé czy nie naleza one do zbioru (uv’)~'L podanego na
wejscie. Program bedzie wiec za pomoca odpowiedniej funkcji generowat ciagi zer. Przykladowa
funkcja w jezyku C++ wyglada nastepujaco:

char word[1024%1024]; // duzy obszar pamieci - najlepiej nieograniczony

char *gen(bool even) { // even - czy parzysta diugosS¢ stowa
static char *ptr = word;
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if(ptr == word) { // przy pierwszym wywolaniu

if(even) // jesli parzysta to pierwszym stowem bedzie ’00’, w przeciwnym razie ’0’
*ptr++ = 20’ ;
*ptr++ = ’07;
b
else { // za kazdym kolejnym wywotaniem dopisujemy dwa zera
*ptr++ = 207,
*ptr++ = ’07;
X
*ptr = ’$’; // oznaczenie kofca stowa
return word;

}

Przy generowaniu stéw o nieparzystej dtugoéci oraz przy wejéciu (zbiorze (uv’)~!L) uporzadko-
wanym leksykograficznie dziatlanie programu polega na:

1. wygenerowaniu poprzez wywotanie gen(false) stowa o nieparzystej dtugosci sktadajacego
sie z samych zer (przy pierwszym wywolaniu - '0’)

2. wczytaniu pierwszego stowa z wejscia
3. jesli te dwa stowa nie sg réwne, zwroceniu wygenerowanego stowa. STOP.

4. jesli te stowa byly rowne powrét do punktu 1., a wiec wygenerowanie kolejnego stowa oraz
wcezytanie kolejnego stowa z wejécia

Obszar pamieci word pelni role tasmy i jego rozmiar nie wplywa na ztozonosé¢ Kotmogorowa
programu.

Przy wyznaczaniu stowa w réwniez na wejscie dostajemy uporzadkowane leksykograficznie sto-
wa nalezace do zbioru (uv)~'L. W tym przypadku potrzebujemy jednak funkcji generujace;
wszystkie mozliwe stowa alfabetu zerojedynkowego w porzadku leksykograficznym. Przyktado-
wa implementacja takiej funkcji to:

char word[1024*1024];

char *genall(void) {
static char *ptr = word;
char *digit = ptr - 1;

for(;;) {
if(digit < word) {
*ptr++ = 07,

*ptr = ’$’;
break;

}

if (xdigit == °0’) {
*digit = ’1°;
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break;

}
else {

*digit-- = ’0’;
}

return word;

}

Przyklad 3.5 Zbior stéw z alfabetu trzyznakowego

Niech L = {0/192% | 4,5,k > 0, i = j lub j = k }. Zalézmy, Ze jezyk ten jest deterministyczny.
Niech y = 0,2z = 0,u = 0™ oraz v = 1™. Dla niescisliwego n mamy spelniony warunek 3. Dla
kazdego podziatu v = v'v”, v" jest pierwszym leksykograficznie stowem z (uv’)~!L. Program
zwracajacy pierwsze stowo z (uv’) 1L spelnia wigc warunek 1. Pierwszym leksykograficznie nie-
pustym stowem nalezacym do (uv)~'L jest 12"*!. Program zwracajacy pierwsze stowo, czyli
w = 12"*! spelia wiec warunek 2, natomiast ponownie otrzymujemy sprzeczno$é z teza lema-
tu. Zatem jezyk L nie jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym.

Przykltad 3.6 Dopasowywanie wzorca

Niech L = {a#yz®z | x,y,2 € {0,1}*}. Zalézmy, ze jezyk ten jest deterministyczny. Niech
y =12 =#,u=1"#% oraz v = 1"710. Dla niesci§liwego n mamy spelniony warunek 3. Dla
kazdego podziatu v = v'v”, v" da si¢ odtworzyé z pierwszego leksykograficznie stowa z (uv') 1L,
jesli wezmiemy program, ktéry wezytuje pierwsze leksykograficznie stowo z (uv’) ! L, a nastepnie
zamieni ostatni jego znak z '1’ na ’0’. Warunek 1. jest wiec spelniony. Pierwszym leksykograficz-
nie niepustym stowem nalezacym do (uv)~'L jest 1", wiec w = 1" spelnia warunek 2. Kolejny
raz otrzymujemy jednak sprzeczno$¢ z teza lematu. Zatem jezyk L nie jest deterministycznym
jezykiem bezkontekstowym.

Przyktad 3.7 Jezyk zlozony z antypalindroméw

Niech L = {z € {0,1}* | = # zf}. Zalézmy, Ze jezyk ten jest deterministyczny. Niech
y=0, x =1, u=0"1 oraz v = 0". Dla niescisliwego n mamy spelniony warunek 3. Dla kazdego
podziatu v = v'v”, v jest pierwszym leksykograficznie stowem nie nalezacym do (uv’)~!L. Mo-
zemy wiec wziaé program, ktéry bedzie generowal w porzadku leksykograficznym ciagi i zwrdci
pierwsze stowo nie nalezace do (uv’) "' L. Warunek 1. jest wiec spelniony. Jezeli teraz wezmiemy
program, ktéry zwréci pierwsze stowo nie nalezace do (uv) ™! L to warunek 2 bedzie réwniez spel-
niony, a zwréconym slowem bedzie w = 10". Wiemy natomiast, ze C'(w) = C(n) + O(1) > I(n)
co jest sprzeczne z tezg lematu. Zatem jezyk L nie jest deterministycznym jezykiem bezkontek-
stowym.

Przyktad 3.8 Jezyk antyDycka nad alfabetem { (, )}

Jezyk ten w oczywisty sposéb jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym, gdyz da sie
skonstruowaé¢ deterministyczny automat ze stosem akceptujacy stowa tego jezyka. Automat
napotykajac znak ’(’ przepisuje go na stos, napotykajac znak ’)’ zdejmuje ze stosu odpowiadajacy
mu znak ’(’, albo jesli stos jest pusty przechodzi do stanu akceptujacego. Po przeczytaniu calego
wejscia jezeli stos nie jest pusty, to automat przechodzi do stanu akceptujacego, w przeciwnym
razie wczytane stowo nie zostaje zaakceptowane.
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Mozemy sprawdzi¢, ze przy rozpatrywaniu tego jezyka nie otrzymujemy sprzecznosci z tezg le-
matu. Niech y = (, =), u = (") oraz v =)"~!. Dla niesciéliwego n mamy speliony warunek
3. Dla kazdego podziatu v = v'v”, v” jest pierwszym leksykograficznie stowem nie nalezacym do
(uwv') "L L. Mozemy wiec wziaé program, ktéry bedzie generowal ciagi nawiaséw w porzadku lek-
sykograficznym i zwréci pierwsze stowo nie nalezace do (uv’)~!L i mamy speliony warunek 1.
Jezeli teraz wezmiemy program, ktory bedzie generowal ciagi nawiaséw w porzadku leksykogra-
ficznym i zwréci pierwsze stowo nie nalezace do (uv) 1L to warunek 2. bedzie réwniez spetniony,
a zwréconym slowem bedzie w = (). Dla takiego w jest spelniony warunek: C(w) < ¢/, gdyz
C(w) <|w|+0(1) =2+ 0(1).

Przyktad 3.9 Jezyk stéw nie bedacych postaci ww

Niech L = {0,1}* — {ww | w € {0,1}* }. Zalézmy, ze jezyk ten jest deterministyczny. Niech
y=0, z =1, u=0"1 oraz v = 0" '1. Dla nieéci§liwego n mamy spelniony warunek 3. Dla
kazdego podziatu v = vv”, v da sie otrzymaé z pierwszego leksykograficznie stowa postaci
...001 nie nalezacego do (uv’)~!L poprzez zamiane przedostatniego znaku z 0 na 1 oraz usu-
niecie znaku ostatniego wiec warunek 1 jest spelniony. Program przechodzacy po znakach 0 na
przedostatni znak gdy ostatnim znakiem jest 1 nie jest duzy. Modyfikacje znakowe to takze
tylko kilka instrukcji. Rozmiar kodu przepisujacego zmodyfikowany cigg roéwniez nie zalezy od
jego dtugosci. Dlatego mozemy twierdzi¢, ze rozmiar takiego programu jest ograniczony. Dalej,
pierwszym leksykograficznie, niepustym stowem nie nalezacym do (uv) 'L jest 071071, wiec
w = 0"10" 1 spelnia warunek 2. Kolejny raz otrzymujemy wiec sprzeczno$é z teza lematu.
Zatem jezyk L nie jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym.

4 Wtasnosci zamknietosci

Wtasnoéci zamknietosci stanowia odrebna technike pozwalajaca wnioskowaé o umiejscowieniu
jezyka w hierarchii Chomsky’ego. Stosowane sa takze pomocniczo przy dowodach wykorzystu-
jacych twierdzenia zaprezentowane w poprzednich rozdziatach.

Oznaczmy przez REG - klase jezykow regularnych, LIN - liniowych, DCFL - deterministycz-
nych bezkontekstowych, CFL - bezkontekstowych, CSL - kontekstowych, RE - rekurencyjnie
przeliczalnych.

Przemieszanie miedzy stowami definiujemy w sposéb rekurencyjny nastepujaco:

ullle =€ u={u}

(au I bv) = a(uw OI bv) U b(au I v)

Dzialanie rozszerza sie w naturalny sposob na jezyki:

LI Ly = UuelLi vels (u I ’U)

Wilasnosci zamknietosci poszczegdlnych klas jezykéw przedstawia ponizsza tabela (patrz m.in. [3]).
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Przyktad 4.1 Wlasnosci zamknietosci klasy jezykéw deterministycznych bezkontekstowych.

Wykorzystany zostanie fakt, ze jezyki { a™b™ }U{a™b?" }, { a"b"x } U{ a™b*"y }, nie sa jezykami
deterministycznymi bezkontekstowymi natomiast { za™b" } U {ya™b?" } jest jezykiem determi-

nistycznym bezkontekstowym.
e Brak zamknietosci ze wzgledu na homomorfizm.

Wezmy jezyk L = {xa" 1b"} U {ya" 'b*"} € DCFL i homomorfizm h zdefiniowany na-
stepujaco: h(z) = h(a) = a, h(y) = h(b) = b. Jezyk h(L) = {a™"} U {a"b* } nie jest

DCFL.
e Brak zamknietosci ze wzgledu na iloraz lewostronny.

Wezmy jezyk L = {xa™b"} U {ya"b®"} € DCFL. Jezyk {z,y} 'L = {a"b"z } U {a"b*"y}

nie jest DCFL.
e Brak zamknigtosci ze wzgledu na przemieszanie.
WeZmy jezyk L = {a™b"

} € DCOFL i przemieszajmy go z samym soba. Jezyk L' = LI L =

{a"wb™ | |w|, = |w|p = n} nie jest DCFL. Rzeczywiscie, L' N a*b*a*b* = { a"tkpn—Fkgn=kpntk |
n > 0,n > k > 0} nie jest bezkontekstowy, co mozna tatwo wykazaé z lematu o pompowaniu.
Brak zamknietosci ze wzgledu na odbicie lustrzane.

Wezmy jezyk L = {xb"a™ } U {yb*"a™} € DCFL. Jezyk L = {a"b"x } U {a™b?"y } nie jest
DCFL.

Przyklad 4.2 Wtasnosci zamknietosci klasy jezykéw LL.

Brak zamknietosci ze wzgledu na dopelnienie.

Zachodzi twierdzenie: dopelienie jezyka LL(k), ktéry nie jest regularny nigdy nie jest LL(k).
Ly = {a™" | 1 < m < n} jest jezykiem LL(1), ktéry nie jest regularny, a wiec jego
dopelnienie Ly nie jest LL(k).

Brak zamknietosci ze wzgledu na sume.

Jezyk Ly = {a™" | n > 1} U{a"c | n > 1} nie jest LL(k), jednakze jest suma dwoch
jezykéow LL(1): Ly = {a™b" |n>1} oraz Ly = {a"c" |n>1}.

Brak zamknietosci ze wzgledu na iloczyn.

Jezyki Lg = {a"(b+¢)" | n > 1} oraz Ly = {a"b™ | n,m > 1} U{a"c¢™ | n,m > 1} sa
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jezykami LL(1) ale ich iloczyn to Ls, ktory nie jest LL(k).
e Brak zamknietosci ze wzgledu na odbicie lustrzane.

Jezyk Lg = {b"a" |n>1}U{"a" |n > 1} jest LL(1), jego odbicie to L3 i nie jest LL(k).
e Brak zamknietosci ze wzgledu na konkatenacje.

Ly

={amb" |1 <n<m} nie jest LL(k) gdyz jego suma z jezykiem LL(1) Ly jest jezykiem

regularnym: Lo U L1 = {a™b" | m,n > 1} (na podstawie twierdzenia: jesli skoniczona suma
roztacznych jezykéw LL(k) jest regularna to wszystkie jezyki tworzace sume sa regularne). 7Z
drugiej strony Lg jest konkatenacja dwéch jezykow LL(1): a* oraz {a™b™ | n > 1}. Tak wigc
jezyki LL(k) nie sa zamkniete ze wzgledu na konkatenacje.

e Brak zamknietosci ze wzgledu na homomorfizm.
Jezyk Lig = {da™b™ ' | m > 0} U {ea™c™ ™ | m > 0} jest LL(1) ale jego obraz poprzez
homomorfizm zamieniajacy d i e na a oraz nie zamieniajacy a, b, ¢ to L3, ktéry nie jest LL(k).
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