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Streszczenie

Prezentujemy metode weryfikacji istnienia rozmaitosci silnie stabilnych i silnie
niestabilnych punktow statych uktadéw dynamicznych generowanych przez odwzoro-
wania oraz przez roOwnania rozniczkowe zwyczajne. Metoda ta oparta jest o warunki
stozka, sformutowane w sposéb pozwalajacy na wykorzystanie jej w dowodach wspo-
maganych komputerowo. W przypadku réwnan rézniczkowych spelnienie wymaga-
nych zatozen bedzie wynika¢ z oszacowan natozonych na pole wektorowe, w zwigzku
z czym nie zajdzie konieczno$é¢ catkowania ukladu. Opracowana przez nas metode
zastosujemy do Ograniczonego Kotowego Problemu Trzech Ciat i pokazemy, ze dla
pewnej okreslonej wartosci parametru masy istnieje orbita homokliniczna lezaca w
przecieciu wyznaczonych przez nas rozmaitosci silnie stabilnej i silnie niestabilnej
jednego z punktow libracji.
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Wykaz oznaczen

zbiér liczb naturalnych {0,1,2,...}

zbior liczb catkowitych

zbior liczb zespolonych

zbidr liczb rzeczywistych

zbioér liczb rzeczywistych nieujemnych

kula w R¥ o $rodku w p i promieniu r

kula w R¥ o $rodku w 0 i promieniu r

kula w R* o $rodku w 0 i promieniu 1

domkniecie zbioru A

brzeg zbioru A

wnetrze zbioru A

macierz identycznosciowa wymiaru n

dziedzina odwzorowania f

macierz Jacobiego odwzorowania f

obciecie odwzorowania f do zbioru X

spektrum macierzy A

punkt staty odwzorowania

zbior zawierajacy wszystkie trajektorie w przoéd punktu p
w U

zbior zawierajacy wszystkie trajektorie w przod dtugosci k
punktu p w U

zbior zawierajacy wszystkie trajektorie w tyt punktu p w
U

zbior zawierajacy wszystkie trajektorie w tyt dtugosci k
punktu p w U

zbior zawierajacy wszystkie trajektorie punktu p w U
zbior stabilny punktu p* w otoczeniu U

zbior niestabilny punktu p* w otoczeniu U

zbior silnie stabilny punktu p* ze wspotczynnikiem kontr-
akcji pu w otoczeniu U
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Wstep

Zbiorem stabilnym (odpowiednio niestabilnym) punktu statego uktadu dynamicz-
nego nazywamy zbiér wszystkich tych punktéw z przestrzeni stanéw, ktorych tra-
jektorie w przéd (odpowiednio w tyt) zbiegaja do tego punktu statego. Dodatkowo
mozemy rozwazaé pojecie zbioréw silnie stabilnych /niestabilnych. Ich elementami sa
te punkty, ktorych tempo zbieznosci trajektorii do punktu statego jest odpowiednio
duze (a dokladniej wyktadnicze z dostatecznie duzym wspdtczynnikiem zbieznodei).
Zbiory te sg jednymi z przykitadéw zbioréw niezmienniczych w uktadach dynamicz-
nych. Zbiory stabilne i niestabilne punktu statego rozpatrujemy najczesciej wytacznie
w pewnym otoczeniu danego punktu. Od punktéow z takich zbioréw, wymagamy
aby ich odpowiednie trajektorie (poza naturalnym warunkiem zbieznosci do punktu
statego) nigdy nie opuszczaly rozwazanego otoczenia. Mowimy woéwczas o lokalnym
zbiorze stabilnym /niestabilnym. W sytuacji gdy zbiér taki okaze si¢ by¢ rozmaitoscia,
nazywamy go rozmaitoScia stabilna (odpowiednio niestabilna). Celem tej rozprawy
jest opracowanie metody pozwalajacej weryfikowac istnienie rozmaitosci silnie stabil-
nych i silnie niestabilnych w otoczeniu danego punktu statego. Metoda, ktora tutaj
zaprezentujemy oparta jest na pracy [15]. W rozprawie w pewnym stopniu modyfi-
kujemy i uogdlniamy gtéwne wyniki z [15] oraz przedstawiamy pelne wersje dowodow
wszystkich twierdzen i lematéw pomocniczych.

Zmalezienie rozmaitosci stabilnych i niestabilnych punktow statych jest kluczowe
do naszego zrozumienia wielu cech zwiazanych z dynamika danego uktadu (zaréwno
ciagtego jak i dyskretnego). Przyktadowo, ich istnienie dostarcza teoretycznych pod-
staw pozwalajacych na zbadanie wlasnosci analitycznych potoku danego réwnania
rozniczkowego w otoczeniu hiperbolicznego punktu réwnowagi. W takiej sytuacji
wystarczy zbada¢ jak zachowuje sie linearyzacja ukladu - rozmaitosci stabilne (nie-
stabilne) uktadu niezlinearyzownego posiadaja wiele cech takich rozmaitosci uktadu
zlinearyzowanego. Dzieki temu mozemy badaé¢ stabilno$é¢ danego punktu réwnowagi
i geometryczne wlasnosci trajektorii w jego otoczeniu. Tego typu podejscie zostato
zastosowane przez Hadamarda do skonstruowania rozmaitosci niestabilnej dyfeomor-
fizmu na plaszczyznie (zob. [4]). Ponadto rozmaitosci stabilne i niestabilne rozgrani-
czajg rOwniez inne regiony niezmiennicze w przestrzeni fazowej i organizujg dynamike
uktadu. Przede wszystkim jednakze istnienie rozmaitosci stabilnych i niestabilnych
oraz sposob w jaki sie przecinaja, sg $cisle powigzane z obecno$cia chaotycznej dy-
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namiki wystepujacej w wielu nieliniowych réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych.
Fenomen ten stal sie kluczowy w badaniach nad chaosem deterministycznym (zob.
[40]), ktérych poczatki siegaja XIX wieku.

Nasza wiedza o danym uktadzie dynamicznym moze zosta¢ dodatkowo wzboga-
cona poprzez zlokalizowanie rozmaitosci silnie stabilnych i silnie niestabilnych. Sta-
nowia one podrozmaitosci rozmaitosci odpowiednio stabilnych i niestabilnych i po-
zwalaja wyodrebni¢ te kierunki w przestrzeni fazowej, wzdtuz ktorych trajektorie
uktadu poruszajg sie znacznie szybciej w poréwnaniu do innych kierunkow stabil-
nych /niestabilnych. Znajduje to zastosowanie w badaniu jako$ciowego zachowania
tzw. uktadéw wolnych-szybkich (ang. slow-fast systems), tj. uktadéw, w ktorych
dwie zmienne poruszaja sie na dwoch réoznych skalach czasowych. Uktady takie bar-
dzo czesto stuza do opisu zjawisk wystepujacych w biologii, chemii i medycynie (zob.
[5], Rozdziat 2).

Duzo uwagi w literaturze naukowej z dziedziny uktadéw dynamicznych zostato
poswieconej tzw. orbitom homoklinicznym (tj. orbitom lezacym w przecieciu zbioréw
stabilnego i niestabilnego danego punktu stalego). Pierwszym naukowcem, ktory
zauwazyl znaczenie takich oribt w badaniu jakosciowego zachowania uktadow dyna-
micznych byt H. Poincaré. Swoje obserwacje zawart w pracy dotyczacej problemu
trzech cial (zob. [29]). Stusznosé jego spostrzezen zostala potwierdzona w 1935 roku
w [6] przez G. Birkhoffa. Wykazal on, ze w otoczeniu orbit homoklinicznych istnieja
orbity okresowe duzego rzedu. Natomiast w 1967 r S. Smale uogolnit wnioski Bir-
khoffa, formutujac Twierdzenie Smale’a-Birkhoffa (méwiace, ze istnienie transwersal-
nego przeciecia homoklinicznego dyfeomorfizmu implikuje istnienie niezmienniczego
zbioru Cantora, w ktérym zbiér orbit periodycznych jest gesty). Od tego czasu wiele
prac z uktadow dynamicznych koncentrowato sie na dowodach istnienia orbit homo-
klinicznych w badanych uktadach. Dowody te bardzo czesto bazuja na wyznaczeniu
lokalnych rozmaitosci stabilnej i niestabilnej danego uktadu, a nastepnie ustaleniu
warunkow, ktorych spelienie gwarantuje przeciecie si¢ trajektorii danych punktow z
tych rozmaitosci.

Metody analityczne znajdowania zbiorow stabilnych i niestabilnych nie byty po-
wszechnie stosowane, ze wzgledu na pojawiajace sie w takiej sytuacji problemy natury
praktycznej. Jednakze ostatnie lata zaowocowaty rozwojem wielu algorytméw pozwa-
lajacych znalezé rozmaitosci stabilne (niestabilne) przy uzyciu metod numerycznych
(zob. [8], [9], [10], [25]). Warto podkresli¢, ze najczesciej weryfikacja istnienia rozma-
itosci stabilnej (niestabilnej) byta przeprowadzana w sposéb niescisty, czego gtéwna
przyczyna byto stosowanie obliczen bazujacych na zaimplementowanej w komputerach
arytmetyce zmiennoprzecinkowej. Podstawowym problemem, ktéry pojawia sie pod-
czas wykonywania obliczen numerycznych z wykorzystaniem tego rodzaju arytmetyki
jest fakt, ze mimo iz wiekszo$é programéw daje wyniki bardzo zblizone doktadno$cig
do rzeczywistych, w pewnych sytuacjach moze doj$¢ do znacznego kumulowania sie
bledéw zaokraglen. Woéwcezas wartosci otrzymywane w wyniku przeprowadzanych
obliczen moga znaczaco rozni¢ sie od poprawnego wyniku. Kwestii tej, niezwykle
istotnej z punktu widzenia zastosowan, zostata poswiecona obszerna literatura (zob.
np. [18], [23], [38]).

Arytmetyka interwatowa pozwolita uporaé sie z powyzszym problemem. Zamiast
wykonywaé obliczenia na zmiennoprzecinkowych przyblizeniach wartosci danych liczb
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rzeczywistych, mozna bowiem operowaé na przedziatach, ktore te liczby zawieraja.
Gléwnym zalozeniem takiej arytmetyki jest tzw. zalozenie poprawnosci (zob. [22]),
tj. operacje na przedziatach zawsze definiuje sie¢ w taki sposéb, aby otrzymany w
wyniku przedzial zawierat wartos¢ wtasciwa dla wykonania analogicznej operacji na
liczbach w tych przedziatach si¢ znajdujacych. Dzieki temu mozliwe jest wykorzysta-
nie komputera do przeprowadzenia poprawnego dowodu matematycznego.

Zastosowanie do obliczen arytmetyki interwatowej pozwolito na przeprowadzenie
komputerowo wspieranych dowodéw istnienia rozmaitosci stabilnych i niestabilnych w
danych uktadach dynamicznych, wyznaczenie ich domknie¢ interwatowych oraz Scista
weryfikacje potozenia orbit homoklinicznych (zob. np. [15], [34] [36], [37]).

Metoda znajdowania rozmaitosci silnie stabilnych i silnie niestabilnych, ktoéra za-
prezentujemy w naszej pracy bazuje na iteracyjnym przeksztatcaniu wykresu funkcji
(ang. graph transform). Jej zalozenia oparte sa na odpowiednio sformutowanych wa-
runkach stozka, - czyli geometrycznych wtasnosciach zwiazanych ze sposobem w jaki
funkcja odwzorowywuje stozki. Powiemy mianowicie, ze funkcja f : R*xR® — R*xR?
spetnia warunki stozka w pewnym otoczeniu punktu statego, jezeli dla pewnej formy
kwadratowej Q, na R* x R* zdefiniowanej jako Qu(,y) = o?||z|* — ||y oraz pewnej
statej m > 0 dowolne punkty p; # ps z tego otoczenia spetniaja warunek

Qo (f(p1) = f(p2)) > mQa(p1 — p2).

Gléwnymi wynikami naszej pracy jest sformulowanie twierdzen, ktore pozwalalaja
stwierdzi¢, ze zbidr silnie stabilny /silnie niestabilny danego odwzorowania spetniaja-
cego warunki stozka jest wykresem pewnej funkeji lipschitzowskiej (a wiec rozmaito-
Scia) w pewnym (okreslonym) otoczeniu punktu statego. Doktadniej rzecz ujmujac,
wykazemy m.in. prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie Zaldimy, ze odwzorowanie ciggle f spetnia warunki stozka dla (Qq, me)
i (Q1,m) z parametrami « > 1, my > m > 0, my > 1 w otoczeniu punktu statego,
bedgcym iloczynem kartezjanskim dwoch kul jednostkowych o wymiarach odpowiednio
u i s. Wowczas istnieje funkcja, ktéra w pasie {||x|| < V1 — a2} parametryzuje lo-
kalny zbior silnie niestabilny ze wspélczynnikiem kontrakcji \/mq. Co wigcej funkcja
ta spetnia warunek Lipschitza ze stalg 1.

Analogiczny rezultat udowodnimy réwniez dla zbioréw silnie stabilnych. Pokazemy
ponadto jak uogolni¢ powyzsze wyniki na przypadek dowolnego punktu statego i jego
dowolnego otoczenia.

W dalszej kolejnosci zajmiemy sie przypadkiem ukladéw generowanych przez réow-
nania rozniczkowe. Wykazemy, ze w przypadku gdy potok réwnania spetnia odpo-
wiednie warunki stozka, zbiér silnie niestabilny danego punktu rownowagi moze zostac
sparametryzowany podobnie jak w powyzszym Twierdzeniu.

Weryfikacja czy dana funkcja spetnia warunki stozka moze zosta¢ przeprowadzona
na komputerze przy uzyciu Scistych obliczen w arytmetyce interwatowej. Podobnie,
wykorzystujac metody komputerowe mozemy sprawdzi¢ czy warunki stozka sg spet-
nione dla potoku danego réwnania rézniczkowego. Zwracamy przy tym uwage, ze
nie bedzie to od nas wymagato catkowania rownania. W naszej pracy prezentujemy
przyktadowe, opracowane przez nas techniki takiej weryfikacji warunkéw stozka.
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Zastosowane przez nas do znalezienia rozmaitosci stabilnych i niestabilnych po-
dejscie oparte o warunki stozka jest podobne duchem do wielu wczesniejszych re-
zultatéw. Prace [19], [20] Gidei i Zgliczynskiego wprowadzaja pojecie tzw. relacji
nakrywajgcych, stanowigcych topologiczne narzedzie, ktére moze zostaé wykorzystane
w komputerowo wspieranych dowodach dla dynamiki symbolicznej w uktadach dyna-
micznych. W [46] Zgliczynski rozszerza te koncepcje poprzez dodatkowe zalozenie
odpowiednich warunkéw stozka. Dotgczenie takich zatozen pozwala na wykazanie
istnienia hiperbolicznych punktow statych oraz ich rozmaitosci stabilnych i niestabil-
nych. Zostato to wykorzystane przez Zgliczynskiego, Sim6 i Capinskiego do dowodow
normalnie hiperbolicznych rozmaitosci niezmienniczych (zob. [11], [14], [16]). Po-
wyzsze metody zastosowano do wielu znanych probleméw, m.in. do Ograniczonego
Problemu Trzech Cial (zob. [12], [13], [41], [42]), rotujacego odwzorowania Hénona
(zob. [11], [16]), wzbudzanego odwzorowania logistycznego (zob. [14]), wahadla ttu-
mionego,/wymuszonego (zob. [43]), oraz dowoddéw rozmaitoéci wolnych (zob. [21]).
Wszystkie wymienione tutaj wyniki opieraty sie na odpowiednio sformutowanych de-
finicjach relacji nakrywajacych i warunkéw stozka.

Wymniki zaprezentowane w naszej rozprawie dotycza punktéw statych uktadow dy-
namicznych i sa blisko zwiazane z praca [46]. Zasadnicza réznice stanowi tutaj jednak
fakt, ze opracowana przez nas metoda moze zosta¢ wykorzystana w dowodach istnie-
nia rozmaitosci silnie stabilnych/ silnie niestabilnych, stanowiacych czesto podrozma-
itodci rozmaitosci stabilnych/niestabilnych. Ponadto istnieje mozliwo$é zastosowania
naszej metody do punktéw statych siodtowo-centralnych, co nie jest wykonalne korzy-
stajac z [46], gdyz techniki tam przedstawione zaktadaja hiperbolicznosé. Co wiecej,
nasze rezultaty nie bazuja na relacjach nakrywajacych.

W literaturze mozemy znalez¢ wiele odmiennych podejsé do komputerowo wspie-
ranych dowoddéw dla rozmaitoéci niezmienniczych. Wystarczy tutaj wspomnieé¢ np.
o rozwigzywaniu odpowiedniego réwnania punktu statego w ujeciu funkcjonalnym.
Na szczegdlne podkreslenie zastuguja tutaj prace [8], [9], [10] autorstwa Cabré, de la
Llave i Fonticha. Nasze podejscie jest zupelnie inne. Bazuje na rozwazaniach natury
topologicznej przeprowadzonych w przestrzeni stanow ukltadu, w przeciwienstwie do
analizowania problemu w ujeciu funkcjonalnym. Zatozenia naszych twierdzen sg prost-
sze w weryfikacji, jednak dzieje sie to kosztem uzyskania nieco gorszych oszacowan
na domnigcie wyznaczanej rozmaitosci.

Jako przyktad zastosowania naszej metody rozwazymy Ograniczony Kotowy Pro-
blem Trzech Cial. Wykorzystamy opracowana przez nas metode do znalezienia Sci-
stego oszacowania lokalnej rozmaitosci niestabilnej jednego z punktow libracji. Opie-
rajac sie na rozwazaniach dotyczacych cigglosci funkcji parametryzujacej rozmaitosc,
wykazemy istnienie orbity homoklinicznej rozwazanego punktu dla pewnej okreslo-
nej wartosci parametru masy. Rozpatrywany przez nas przyktad pojawit sie po raz
pierwszy w pracy [27] autorstwa Llibre, Martineza i Simd, ktora zawiera wyniki nume-
rycznych obliczen wskazujacych na istnienie takiej homokliniki. Weryfikujemy otrzy-
mane tam wyniki przy uzyciu $cistych - opartych o artmetyke interwatowa - metod
komputerowych.

Rozprawa ta zorganizowana jest w nastepujacy sposob. Pierwszy rozdziat po-
Swiecony jest przedstawieniu pewnych podstawowych zagadnien z zakresu uktadow
dynamicznych oraz arytmetyki interwatowej. Umieszczamy w nim réwniez wybrane
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wlasnosci z teorii réwnan rézniczkowych oraz topologii, potrzebne w dalszej czesci
pracy. W drugim rozdziale formutujemy pojecia warunkow stozka oraz dyskow hory-
zontalnych - obiektéw, ktore wykorzystamy w dowodach naszych gtéwnych twierdzen
o istnieniu rozmaitosci silnie stabilnych i silnie niestabilnych punktow statych. Kon-
centrujemy si¢ przy tym na kwestii przeksztatcania dyskéw horyzontalnych przez od-
wzorowania spelniajace warunki stozka wykazujac, ze obraz dysku przez takie odwzo-
rowanie jest rowniez dyskiem horyzontalnym. Rozdzial trzeci prezentuje zagadnienia
dotyczace zbioréw silnie niezmienniczych punktéw statych w uktadach dynamicznych
generowanych przez odwzorowanie. Wprowadzamy w nim definicje takich zbiorow,
a takze formulujemy i dowodzimy jedne z gtéwnych wynikéw naszej pracy - twier-
dzenia o istnieniu rozmaitosci silnie niestabilnej oraz silnie stabilnej, dla odwzorowan
spetniajacych warunki stozka. Na konicu rozdziatu poruszamy kwestie uktadow, w
ktorych wystepuje parametr i wykazujemy cigglos¢ znalezionej przez nas funkcji pa-
rametryzujacej rozmaito$¢ wzgledem tego parametru. Organizacja kolejnego (czwar-
tego) rozdziatu jest bardzo podobna do poprzedniego, natomiast zajmujemy sie w
nim uktadami ciggltymi. Prezentujemy w nim kolejny gtéwny wynik naszej pracy
- twierdzenie o istnieniu lokalnej rozmaitosci silnie niestabilnej punktu réwnowagi
rownania rézniczkowego, ktérego potok spetnia odpowiednie warunki stozka. W ro-
dziale piatym przedstawiamy opracowane przez nas metody komputerowej weryfikacji
warunkéw stozka dla odwzorowan oraz potokow réwnan rézniczkowych. Ostatni roz-
dzial zawiera przyktad zastosowania naszych twierdzen do dowodu istnienia orbity
homoklinicznej w Ograniczonym Kotowym Problemie Trzech Cial, wraz z wynikami
uzyskanych przez nas obliczenn numerycznych. Opisany w nim komputerowo wspie-
rany dowdd istnienia tej orbity stanowi kolejny gtéwny wynik naszej pracy. Na samym
koncu, tj. w dodatku, umieszczamy natomiast dowody lematow pomocniczych.



Rozdziat 1

Preliminaria

Rozdzial ten poswiecimy przede wszystkim wprowadzeniu pewnych podstawowych
poje¢ dotyczacych m.in. zbiorow stabilnych i niestabilnych dla odwzorowan oraz réw-
nan rézniczkowych. Przedstawimy takze gtowne zagadnienia arytmetyki interwalowej,
ktora wykorzystywaé¢ bedziemy w dalszej czesci pracy do dowodéw wspomaganych
komputerowo.

Wszystkie normy, ktére sie tutaj pojawia, sa (o ile nie zostato zaznaczone inaczej)
klasycznymi normami euklidesowymi.

1.1. Zbiory stabilne i niestabilne dla odwzorowan

W rozdziale tym rozwazaé¢ bedziemy odwzorowanie
f:D— D,

zdefiniowane na pewnym podzbiorze otwartym D przestrzeni R". Dopdki nie zostanie
zaznaczone inaczej, nie przyjmujemy zadnych dodatkowych zalozen o odwzorowaniu
f (dotyczacych np. ciagtosci).

Zatézmy, ze f ma punkt staty p* € D, to znaczy spelniony jest warunek

fp*)=p" (1.1)

Definicja 1.1 Niech dany bedzie punkt p € D oraz niech zbior U C D bedzie pew-
nym jego otoczeniem. Powiemy, Ze ciag (po, p1, pa, - - .) jest trajektorig w przod punktu
p w otoczeniu U jezeli spelnione sg nastepujace warunki

L. po = p;
2. p; € U dla dowolnego i € N;
3. piv1 = f(p:) dla dowolnego i € N.

Jezeli U = D to ciag (po, p1, - - -) spelniajacy powyzsze warunki bedziemy nazywaé po
prostu trajektorig w przod punktu p.

Dla dowolnego punktu p € D i jego otoczenia U przez I'f;(p) bedziemy oznaczaé zbior
zawierajacy wszystkie trajektorie w przod punktu p w U, tj.

H(p) = {(pi);r:og : (po, p1, - - .) jest trajektoria w przéd punktu p w U} .

12
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Zauwazmy, ze z Definicji 1.1 wynika, ze trajektoria w przod w otoczeniu U danego
punktu (o ile istnieje) jest wyznaczona jednoznacznie. Tak wigc zbiér I'f;(p) jest co
najwyzej jednoelementowy.

Podobnie zdefiniowa¢ mozemy trajektorie w tyt.

Definicja 1.2 Niech dany bedzie punkt p € D oraz niech zbiér U C D bedzie pew-
nym jego otoczeniem. Powiemy, ze ciag (..., p_2,p_1,p0) jest trajektorig w tyl punktu
p w otoczeniu U jezeli spetnione sa nastepujace warunki

L po=p;
2. p_; € U dla dowolnego i € N;
3. p—i = f(p—i—1) dla dowolnego i € N.

Jezeli U = D to ciag (...,p_1,p0) speiajacy powyzsze warunki bedziemy nazywaé
po prostu trajektorig w tyt punktu p.

Dla dowolnego punktu p € D i jego otoczenia U przez I';;(p) bedziemy oznaczaé zbiér
zawierajacy wszystkie trajektorie w tyt punktu p w U, tj.

Iy(p) = {(p_i)?:Jroo :(...,p_1,po) jest trajektoria w tyl punktu p w U} .

Zauwazmy, ze w sytuacji gdy odwzorowanie f nie jest injekcja, dany punkt p moze
posiada¢ wiele trajektorii w tyt. Tak wiec zbiér I'f;(p) moze posiadaé¢ wigcej niz jeden
element.

Zbiory T'f;(p) oraz I';;(p) zaleza od rozwazanego odwzorowania f. W przypadku,
gdy bedziemy chcieli podkresli¢ te zaleznosé uzyjemy notacji I'f;(p; f) oraz Ty (p; f).

Przypusémy, ze ciagi (...,p—_2,p-1,p0) 1 (Po, P1, P2, - - -) sa trajektoriami odpowied-
nio w tyt i w przéd punktu p w U. Wéwezas ciag (..., p_o, 1, Do, D1, D2, - - -) bedziemy
nazywacé trajektorig (lub réwnowaznie orbitq) punktu p w otoczeniu U. Gdy U = D, to
bedziemy moéwi¢ po prostu o trajektorii punktu p. Zbior wszystkich trajektorii punktu
p w U bedziemy oznaczaé przez I'y(p).

Defnicje 1.1 1.2 wprowadzaja pojecia trajektorii nieskonczonych. Mozna je jednak
w naturalny sposob zmodyfikowaé, otrzymujac definicje trajektorii o skonczonej dtu-
gosci. Zbiér trajektorii w przéd (odpowiednio w tyt) dtugosci k& punktu p w U oznaczaé
bedziemy przez T'f"(p) (odpowiednio T';"(p)). Zauwazmy, ze dla danego punktu p
istnienie skonczonych trajektorii w prz6d dowolnej dtugosci w danym otoczeniu U im-
plikuje istnienie trajektorii nieskonczonej tego punktu w tym otoczeniu. W przypadku
trajektorii w tyt analogiczna zaleznos¢ nie bedzie jednak zawsze prawdziwa. W szcze-
gblnosci mozna podaé¢ przyktady funkcji nieciggltych dla ktérych pomimo istnienia
trajektorii w tyl dowolnej skonczonej dtugosci, nie istnieje nieskonczona trajektoria w
tyt.

Lemat 1.3 Niech f : D — D bedzie odwzorowaniem ciggtym. Niech dany bedzie
punkt p € D oraz niech zbior zwarty U C D bedzie pewnym jego otoczeniem. Wowczas
p posiada trajektorie w tyt w otoczeniu U, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego 1 € N
istnieje trajektoria w tyt dlugosci v punktu p w U.

Dowod Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Przejdziemy teraz do wprowadzenia pojeé¢ zbiorow stabilnych i niestablinych punktu
statego.
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Definicja 1.4 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu statego p* odwzo-
rowania f. Zbiorem stabilnym punktu p* w otoczeniu U nazwiemy zbiér W (p*)
zawierajacy wszystkie punkty p € U o nastepujacych wlasnosciach

1. istnieje trajektoria w przdéd (po, p1,p2, - ..) punktu p w otoczeniu U’
2. dla trajektorii w przéd (po, p1,p2, - - .) punktu p w otoczeniu U, zachodzi
Zauwazmy, ze jezeli p € W (p*) 1 (po, p1, .. .) jest trajektoria w przéd punktu p,
to dla kazdego i € N zachodzi p; € W§ (p*).
Podobnie definiujemy zbiér niestabilny punktu p* w zadanym otoczeniu.

Definicja 1.5 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu statego p* odwzo-
rowania f. Zbiorem niestabilnym punktu p* w otoczeniu U nazwiemy zbiér W (p*)
zawierajacy wszystkie punkty p € U o nastepujacych wtasnosciach

1. istnieje trajektoria w tyl (..., p_o,p_1,p0) punktu p w otoczeniu U;
2. dla dowolnej trajektorii w tyt (..., p_2,p_1,p0) punktu p w otoczeniu U, zachodzi

Zauwazmy, ze jezeli p € W (p*) 1 (..., p-1,p0) jest trajektoria w tyt punktu p w
N, to dla kazdego i € N zachodzi p_;, € W} (p*).

Konsekwencja Definicji 1.4 1 1.5 jest fakt, ze do zbioréw stabilnego i niestabilnego
nalezy punkt p*. Stad zbiory te sa zawsze niepuste.

W przypadku, gdy otoczenie U punktu p* bedzie znane z kontekstu, zbiér W (p*)
(odpowiednio W (p*)) bedziemy nazywac po prostu lokalnym zbiorem stabilnym punktu
p* (odpowiednio lokalnym zbiorem niestabilnym punktu p*). Zbiory stabilne i niesta-
bilne mozemy jednak réwniez definiowa¢ w ujeciu globalnym.

Definicja 1.6 Niech p* bedzie punktem statym odwzorowania f : D — D. Zbioér
W3, (p*) nazwiemy globalnym zbiorem stabilnym punktu p* i bedziemy go oznaczaé
przez W# (p*).

Definicja 1.7 Niech p* bedzie punktem statym odwzorowania f : D — D. Zbiér
W (p*) nazwiemy globalnym zbiorem niestabilnym punktu p* i bedziemy go oznaczaé
przez W (p*).

Zbior stabilny (odpowiednio niestabilny) - zaréwno lokalny jak i globalny - zaleza
od zadanego odwzorowania f. W sytuacji, gdy bedzie nam zalezalo na podkresle-
niu tej zaleznosci, bedziemy stosowaé¢ notacje Wy (p*; f), W* (p*; f) (odpowiednio
Wy (0% f), W (*; f))-

Jest mozliwa sytuacja, w ktorej zbior stabilny jednego z punktéw statych przecina
sie ze zbiorem niestabilnym innego punktu statego. Prowadzi to do powstania tzw.
orbity heteroklinicznej tych dwéch punktéow. Podobnie zdarza sie, ze czesé wspolna
zbioru stabilnego i niestabilnego danego punktu statego zawiera rowniez inne punkty
poza nim samym. Wowczas mozemy zaobserwowad istnienie tzw. orbity homoklinicz-
nej tego punktu.

Ponizej wprowadzamy formalng definicje takiej orbity.
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Definicja 1.8 Niech p* bedzie punktem stalym odwzorowania f : D — D. Wowczas
dowolny punkt p € (W?*(p*) N W*(p*)) \ {p*} nazwiemy punktem homoklinicznym dla

p .

Definicja 1.9 Niech p bedzie punktem homoklinicznym dla punktu statego p*. Do-
wolna trajektorie (...,p_2,p_1,p,P1,P2,...) punktu p bedziemy nazywaé orbitg ho-
mokliniczng punktu p*.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy f jest odwzorowaniem klasy C' w D. Wow-
czas punkt staty p* tego odwzorowania nazwiemy hiperbolicznym, gdy spekliony jest
ponizszy warunek

Spect(Df(p*))N{A e C: |\ =1} =0.

Oznaczmy przez E*(p*) oraz E*(p*) podprzestrzenie uogélnionych wektoréw wia-
snych macierzy D f(p*) odpowiadajacych tym wartosciom wiasnym A, dla ktérych,
odpowiednio, |A| < 1 oraz |A| > 1.

Jedna z istotnych wtasno$ci punktéw hiperbolicznych jest fakt, ze dostatecznie
blisko takiego punktu lokalne zbiory stabilny i niestabilny tego punktu sg rozmaito-
Sciami, a odpowiednie trajektorie punktéw z tych zbiorow daza do punktu statego w
tempie wyktadniczym.

Twierdzenie 1.10 [40] Przypusémy, ze p* jest hiperbolicznym punktem statym dyfe-
omorfizmu f: D — D klasy C", gdzie D C R™ orazr > 1. Wowczas istnieje otoczenie
U punktu p*, dla ktorego spelnione sq nastepujgce warunki

1. W§(p*) oraz WE(p*) sa rozmaitosciami klasy C” stycznymi w p* do, odpowiednio,
E*(p*) i E*(p*), oraz majgcymi ten sam wymiar co, odpowiednio, E*(p*) i E*(p*),

2. istniejg stale C > 0,0 < p < 1 takie, zZe dla dowolnego p € W (p*) @ ciggu
(p)iy € T (p) zachodzi

lps — 0"l < Cu'llp = p*||, dla kazdego i > 0, (14)
oraz dla dowolnego p € W(p*) i ciggu (p—;)? € I'y(p) zachodzi

=400

lp—i —p*Il < C llp = p*||, dla kazdego i > 0. (1.5)

1.2. Zbiory stabilne i niestabilne dla ré6wnan rézniczkowych

Przedstawimy teraz wybrane zagadnienia dotyczace zbioréw stabilnych i niesta-
bilnych dla réwnan rézniczkowych. Skupimy sie przy tym na autonomicznych réwna-
niach rézniczkowych.

Rozwazmy wiec rownanie rézniczkowe postaci

P =F(p), (1.6)

gdzie pole wektorowe
F:D—R",

klasy C! zdefiniowane jest na pewnym obszarze D C R". Dla dowolnego py € D przez
I(po) = (I"(po), It (po)) oznaczmy dziedzine rozwiazania maksymalnego réwnania
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(1.6) speliajacego warunek poczatkowy p(0) = po. Przez ¢;(p) oznaczmy potok
indukowany przez réwnanie (1.6).
Zalézmy, ze dla réwnania (1.6) istnieje punkt réwnowagi, to znaczy

dp* € D: F(p*)=0. (1.7)

Definicja 1.11 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu réwnowagi p* roéw-
nania (4.1). Zbiorem stabilnym punktu p* w otoczeniu U nazwiemy zbior W (p*)
zawierajacy wszystkie punkty p € U o nastepujacych wlasnosciach

1. I'(p) = 400 oraz ¢;(p) € U dla dowolnego ¢t > 0
2.

lim ¢(p) = p". (1.8)

t——+o0

Podobnie definiujemy zbiér niestabilny punktu p*.

Definicja 1.12 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu réwnowagi p* réw-
nania (4.1). Zbiorem niestabilnym punktu p* w otoczeniu U nazwiemy zbioér W (p*)
zawierajacy wszystkie punkty p € U o nastepujacych wtasnosciach

1. I (p) = —oo oraz ¢(p) € U dla dowolnego t <0
2.

Jim ¢y(p) = p”. (1.9)

Zauwazmy, ze z definicji do zbiorow stabilnego i niestabilnego nalezy punkt p*.
Stad zbiory te sa zawsze niepuste.

Definicje 1.4 i 1.5 wprowadzaja pojecia lokalnych zbioréw stabilnych i niestabil-
nych. Zbiory te mozemy jednak rowniez definiowaé¢ w ujeciu globalnym.

Definicja 1.13 Niech p* bedzie punktem réwnowagi réwnania (4.1). Zbior W3, (p*)
nazwiemy globalnym zbiorem stabilnym punktu p* i bedziemy go oznaczaé przez W# (p*).

Definicja 1.14 Niech p* bedzie punktem réwnowagi réwnania (4.1). Zbiér W (p*)
nazwiemy globalnym zbiorem niestabilnym punktu p* i bedziemy go oznaczal przez
W (p*).

Wprowadzimy teraz definicje orbit homoklinicznych dla punktéw rownowagi réw-
nania rézniczkowego.

Definicja 1.15 Niech p* bedzie punktem réwnowagi réwnania (1.6). Woéwczas do-
wolny punkt p € (W?*(p*) N W*(p*)) \ {p*} nazwiemy punktem homoklinicznym dla

*

p.

Definicja 1.16 Niech p bedzie punktem homoklinicznym dla punktu rownowagi p*.
Trajektorie (¢:(p))ier punktu p bedziemy nazywaé orbitg homokliniczng punktu p*.

Punkt réwnowagi p* réwnania (4.1) nazwiemy hiperbolicznym, gdy spetniony jest
ponizszy warunek

Spect(DF (p*)) N{A € C:ReXx =0} = 0.
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Oznaczmy przez E*(p*) oraz E*(p*) podprzestrzenie uogélnionych wektoréw wiha-
snych macierzy DF(p*) odpowiadajacych tym wartosciom wlasnym A, dla ktérych,
odpowiednio, Re\ < 0 oraz ReA > 0.

Podobnie jak w przypadku punktéw hiperbolicznych dla odwzorowan, punkty hi-
perboliczne réwnan rézniczkowych posiadaja lokalne rozmaitosci stabilne i niestabilne.
Fakt ten przedstawiony jest w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.17 [40] Przypusémy, ze p* jest hiperbolicznym punktem réwnowagi
rownania p' = F(p), gdzie F : D — R" jest dyfeomorfizmem klasy C™, D C R"™ oraz
r > 1. Wowczas istnieje otoczenie U punktu p*, dla ktorego speinione sqg nastepujgce
warunk:

1. W§(p*) oraz WH(p*) sa rozmaitosciami klasy C” stycznymi w p* do, odpowiednio,
E*(p*) i E*(p*), oraz majgcymi ten sam wymiar co, odpowiednio, E*(p*) i E*(p*),
2. istniejq state C,p > 0 takie, ze dla dowolnego p € W (p*) zachodzi
lp:(p) — p*|| < Ce™ |lp—p*||, dla kaidego t > 0, (1.10)
oraz dla dowolnego p € W (p*) zachodzi

lp—e(p) =PIl < Ce™ |lp — p’||, dla kazdego t > 0. (1.11)

1.3. Arytmetyka interwalowa

Wprowadzimy teraz podstawowe oznaczenia i zaprezentujemy kilka wtasnosci aryt-
metyki interwatowej, ktore wykorzystamy w dalszej czesci tej rozprawy. Bedziemy sig
przy tym opieraé na [3] oraz [28].

1.3.1. Podstawowe pojecia i definicje

Przyjmiemy konwencje, w ktorej ograniczone przedzialty domkniete liczb rzeczy-
wistych (nazywane interwafami) bedziemy oznaczaé pogrubionymi literami, a zbidr
wszystkich takich przedzialéw oznaczymy I(R). Niech wiec a € I(R). Wéwczas jego
lewy i prawy koniec bedziemy oznaczaé jako odpowiednio a i @, tj.

a=[a,q.

Interwatem, ktory nie moze by¢ zapisany w powyzszej reprezentacji, jest interwat
pusty, jednak ze wzgledéw praktycznych dotaczamy go do zbioru I(R).

W przypadku, gdy a = @ = a, to znaczy gdy a zawiera tylko jeden element a,
interwal taki nazwiemy zdegenerowanym. Przyjmiemy konwencje, ktéra dopuszcza
utozsamienie liczby rzeczywistej a z interwalem zdegenerowanym [a, a]. Stad dopusz-
czalnym i czasami stosowanym przez nas zapisem bedzie

a=|a,al.

Niech teraz a, b beda interwalami, natomiast o jednym z podstawowych dziatan
arytmetycznych na liczbach rzeczwistych, tzn. o € {+,—,-,:}. Wobwczas mozemy
zdefiniowa¢ analogiczne dziatanie na interwatach a i b jako

aob={aob:a€a,bec b},
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przy czym w przypadku dzielenia zakltadamy, ze 0 € b. Mozna tatwo wykazaé, ze
tak zdefiniowane dziatania na interwalach sa wewnetrzne w zbiorze I(R). Co wiecej
wynik dziatania aob daje si¢ przedstawic¢ z wykorzystaniem tylko krancow interwalow
a i b. Prawdziwe s bowiem nastepujace rownosci

a+b=la+ba+h,
a—b= [Q—E,E—@},
a-b = [min S, max S], gdzie S = {ab, ab,ab,ab},
a4aa a}
b7 57 b? B N
Okazuje sie, ze elementarne operacje na przedziatach sa izotoniczne ze wzgledu na

zawieranie, to znaczy dla dowolnych przedzialéw a,a’, b, b’ oraz dowolnego dziatania
o€ {+,—,-,:} prawdziwa jest implikacja

a : b= [min S, max S|, gdzie S = {

aCad AbCb =aobCa ob.

Klasyczng operacjg wykonywang na interwatach jest rowniez ich przeciecie, ktore
zdefiniowane jest w standardowy sposob. Warto przy tym zwrdci¢ uwage, ze w wiek-
szosci przypadkow, suma dwoch interwatéw (tj. @ U b) nie koniecznie musi by¢ inter-
watem. Jednakze, tzw. powloka interwatowa dwéch przedziatéw (ang. interval hull),

zdefiniowana jako
alb = [min{g, b}, max{a, B}}

zawsze jest przedzialem i moze by¢ wykorzystywana w obliczeniach na interwatach.

W zbiorze interwatéw I(R) mozna wprowadzié¢ relacje porzadkujaca, mianowicie
bedziemy pisaé, ze a < b, o ile @ < b. Korzystajac z powyzszego zapisu, interwat a
nazwiemy dodatnim, gdy a > 0, natomiast ujemnym, gdy a < 0.

Warto podkresli¢, ze arytmetyka interwalowa nie musi sie ogranicza¢ wytacznie do
jednego wymiaru. W celu rozwazenia probleméw wielowymiarowych wprowadza sie
pojecie wektorow i macierzy interwatowych. Macierzg interwatowg A wymiaru m X n
nazwiemy dowolna macierz m x n, ktorej elementami sg interwaty, tj.

A = (a;)

mxn *

Zbiér takich macierzy oznaczaé¢ bedziemy jako I(R™*™). Operacje na wektorach i
macierzach interwatowych definiujemy w standardowy sposob. W szczegdlnosci po-
wiemy, ze kwadratowa macierz interwatowa A jest odwracalna, jezeli odwracalna jest
dowolna macierz A € A. Wéwczas odwrotnoécia A nazwiemy najmniejsza w sensie
inkluzji macierz interwatowa A ™' spetniajaca

{A':AceAyc A

Niech teraz X bedzie pewnym podzbiorem R. Wéwczas przez [X| oznaczaé be-
dziemy domkniecie interwatowe zbioru X, tzn. dowolny interwat zawierajacy X. W
podobny sposéb mozemy zdefiniowa¢ domkniecie interwatowe zbioru X, gdy X C
R™*"  Zauwazmy, ze powyzsza definicja implikuje brak jedynosci domkniecia inter-
walowego danego zbioru. W praktyce dazymy jednak do tego, zeby rozwazane przez
nas domkniecie interwatowe bylo jak najmniejsze w sensie inkluzji.
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Istotng kwestia z punktu widzenia zastosowan jest sposob implementacji arytme-
tyki interwatowej na komputerach. Zauwazmy, ze ze wzgledu na ograniczona pa-
mieé¢ komputera, tylko czesé elementéw zbioru I(R) bedzie miata swoja reprezentacje.
Niech wiec F C R bedzie zbiorem wszystkich liczb zmiennoprzecinkowych, ktore maja
reprezentacje na danym komputerze i niech I(F) bedzie zbiorem wszystkich domknie-
tych i ograniczonych przedziatow o koncach ze zbioru F. Wéwczas mozliwe jest zaim-
plementowanie na komputerze arytmetyki na I(IF). Operacje arytmetyczne w I(F) sa
definiowane poprzez operacje w I(R), jednak otrzymany wynik jest zaookraglany w
taki sposdb, aby konce otrzymanego przedziatu byty reprezentowalne na komputerze,
a sam przedzial zawieral wtasciwy wynik zdefiniowany poprzez arytmetyke w I(R) i
byl najmniejszy w sensie inkluzji (zob. [26]).

Opisane powyzej metody arytmetyki interwatowej doprowadzity do rozwoju ana-
lizy interwatowej. Podejscie interwatowe pozwolito na rozwazanie tzw. rozszerzen
interwatowych funkcji. Dla danej funkcji f : R® — R™ jej rozszerzeniem interwato-
wym bedziemy nazywaé¢ dowolna funkcje interwatowa f : I(R™) — I(R™) spelniajaca
dla kazdego r € R™ warunek

f([z,2]) = ().

Dodatkowo od rozszerzenia interwatowego funkcji wymagamy spetnienia warunku izo-
tonicznodci ze wzgledu na zawieranie, tj. dla dowolnych @,y C I(R") zachodzi¢ musi
nastepujaca implikacja

x Cy= f(z)C f(y)

Zauwazmy, ze rozszerzenie interwatowe funkcji nigdy nie jest wyznaczone jednoznacz-
nie. Jednakze w praktyce dazymy do takiego doboru f, aby wartosci f(x) byty
mozliwie najmniejsze w sensie inkluzji.

Dzigki rozwojowi analizy interwatowej stato sie mozliwe zaimplementowanie al-
gorytméw stuzacych do obliczania domkniecia interwalowego obrazu zadanej funkcji
f:R™ — R™ oraz jej pochodnych (réwniez wyzszych rzedéw). Co wiecej obliczenia
interwatowe mogtly zosta¢ wykorzystane w catkowaniu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych. W szczegolnosci dostepne sa algorytmy pozwalajace wyznaczy¢ domkniecia
interwatowe trajektorii potoku danego rownania czy tez pochodnych wyzszych rzedow
odwzorowania Poincarégo (zob. np. [45], [44]).

Istnieje wiele narzedzi programistycznych, ktére pozwalaja wykorzysta¢ opisane
przez nas powyzej techniki analizy interwatowej w praktyce. Wymienimy tu cho-
clazby dzialajagcy w érodowisku MATLAB pakiet IntLab, czy tez pierwszy ogdlnie
dostepny pakiet napisany w jezyku C: BIAS (Basic Interval Arithmetic Subroutines).
Szczegbdtowe porownanie wiekszosci dostepnych narzedzi znajdziemy np. w pracy
[39]. Pakietem szczegdllnie wartym przez nas podkreslenia jest biblioteka jezyka C++
,Computer Assisted Proofs in Dynamics” (CAPD), w ktorej zostata zawarta imple-
mentacja wielu algorytmow arytmetyki i analizy interwatowej. Pakiet dostepny jest w
internecie na stronie http://capd.ii.uj.edu.pl. Wszystkie przeprowadzone przez
nas na potrzeby tej pracy wspomagane komputerowo dowody, zostaty wykonane z
wykorzystaniem pakietu CAPD.
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1.3.2. Interwalowa metoda Newtona

Pokazemy teraz w jaki sposéb (wykorzystujac artymetyke interwatowa) mozemy
wyznaczy¢ domkniecie interwatowe miejsca zerowego odwzorowania.

Rozwazmy wiec pewng funkcje f : R® — R” klasy C! i niech U C R*. Wéwczas,
zgodnie z notacja wprowadzong w poprzednim rozdziale, przez [Df(U)] bedziemy
rozumie¢ domkniecie interwatowe macierzy Jacobiego funkcji f na zbiorze U. Stad
[Df(U)] jest macierza interwatowa dana jako

[DF(U)] = (@if) s -

gdzie

(x),su Of;

Y
zeU 81’]'

[0
aZ] B 2172[] 81‘]

()

dla wszystkich 7,7 =1,...,n.
Niech & C I(R") bedzie wektorem interwalowym i zat6zmy, ze macierz interwa-
towa [Df(x)] jest odwracalna. Dla dowolnego zq € @ zdefiniujmy

N(zg,x) = x9 — [Df(:l:)]*1 f (o). (1.12)

Twierdzenie 1.18 [1] (Interwalowa Metoda Newtona) Niech f : R™ — R™ bedzie
funkcjg klasy C i niech x = T [a;, b;], gdzie a; < b;. Jezeli [D f(x)] jest odwracalna
i istnieje xo € x takie, Ze dla operatora N zdefiniowanego jako (1.12) zachodzi

N(zg,x) C Int(x),

wowczas w zbiorze x istnieje dokladnie jeden punkt x* spetniajgcy f(x*) = 0.

W naszej pracy bedziemy rozwaza¢ réwnania rézniczkowe zalezne od parametru.
Przedstawimy wiece teraz dobrze znang modyfikacje (zob. np. [32]) opisanej powyzej
Interwatowej Metody Newtona, ktora pozwoli na znalezienie domkniecia interwato-
wego rodziny punktéw réwnowagi indeksowanych parametrem.

Rozwazmy wiec f : R" x R 3 (z,0) — f(z,0) € R*. Dla dowolnego U C R"
oraz I C R przez [D, f(U, I)] bedziemy rozumieé¢ (zgodnie z notacja wprowadzona w
poprzednim rozdziale) macierz interwalowa wymiaru n X n postaci

[sz(U’ I)] - (aij)nxn )

gdzie

a;; = | inf Of (x,0), sup Of:

zeU,0el 6xj zeU,0el 3%‘

(z,0)

dla wszystkich 72,7 =1,...,n.

Niech & C I(R™) oraz 8 C I(R) beda odpowiednio wektorem interwatowym oraz
interwalem, i zal6zmy, ze macierz interwatowa [D, f(x, )] jest odwracalna. Dla do-
wolnego zy € x zdefiniujmy

N(x07 €T, 0) = Zo — [Dwf(m7 9)]71 f(IL‘(), 0) (113)
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Twierdzenie 1.19 [32] Niech f : R" x R — R" bedzie funkcjg klasy C' i niech
x = I [a;,b], gdzie a; < b; oraz @ = [c,d], gdzie ¢ < d. Jezeli [D,f(x,0)] jest
odwracalna i istnieje xy € x takie, Ze dla operatora N zdefiniowanego jako (1.13)
zachodzi

N (xg,z,0) C Int(x),

wowczas istnieje jednoznacznie wyznaczona funkcja x* @ 0 — x spetniajgca dla do-
wolnego 0 € O réwnosé f (z*(0),0) = 0.

Uwaga 1.20 Z twierdzenia o funkcji uwiktanej wynika, ze x* (6) jest tak gtadka jak
odwzorowanie f.

1.4. Wybrane wlasnosci z teorii rownan rézniczkowych

W rozdziale tym prezentujemy wybrane wyniki z teorii réwnan rézniczkowych, na
ktorych bedziemy sie opiera¢ w dalszej czedci naszej pracy.

Lemat 1.21 [17] (Lemat Gronwalla) Niech 0 < aw < [3 oraz niech dane bedq funkcje
u,v,¢ : [a, f] = Ry, gdzie « < . Przypu$émy, Ze c jest rézniczkowalna oraz dla
dowolnego t € |a, B] spelniony jest warunek

v(t) <c(t)+ /Otu(s)v(s)ds.

Wowczas dla dowolnego t € |, (]

v(t) < ¢(0) exp </Otu(s)d8> + /Ot d(s) {exp </:u (1) dT)] ds.

1.5. Pewne fakty z topologii

W rozdziale tym prezentujemy dwa techniczne lematy dotyczace wtasnosci topo-
logicznych zbioréw, ktore wykorzystamy w dalszej czesci naszej pracy.

Lemat 1.22 Niech zbiory A, B C RY bedg homeomorficzne z kulg domknictq B,.
Zatézmy, ze OANInt(B) = 0 oraz ANInt(B) # 0. Wowczas B C A.

Dowdd Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Lemat 1.23 Niech zbiory A, B C RY bedg homeomorficzne z kulg domknietq B,,.
Zalézmy, ze 0A C OB oraz ANInt(B) # 0. Wowczas A = B.

Dowdd Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0



Rozdzial 2

Warunki stozka i dyski horyzontalne

W Rozdziale 3 zaprezentujemy twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie stabilnych
i silnie niestabilnych punktéw statych, ktére sa jednymi z kluczowych wynikéw naszej
pracy. Twierdzenia te beda opieraé si¢ o tzw. ,warunki stozka” - czyli geometryczne
wlasnosdci (zwigzane ze sposobem w jaki funkcja odwzorowywuje stozki), ktérych spel-
nienia bedziemy zadac¢ od zadanej funkcji.

W pierwszej czesci tego rozdziatu przedstawimy formalna definicje warunkow stozka
i zaprezentujemy kilka przyktadéw funkcji spetnigjacych te warunki. Nastepnie wpro-
wadzimy pojecie dyskéw horyzontalnych - obiektéw, ktére beda wykorzystywane przez
nas w dowodach twierdzen z Rozdziatu 3. Na samym koncu zajmiemy sie kwestig prze-
ksztatcenia dyskéw horyzontalnych przez odwzorowania spetiajace warunki stozka -
udowodnimy, ze obraz dysku horyzontalnego otrzymany w wyniku takiego przeksztal-
cenia jest réwniez dyskiem horyzontalnym

W rozdziale tym bedziemy rozwazac¢ przestrzen R" jako iloczyn kartezjanski prze-
strzeni R* i R®, gdzie u + s = n. Przyjmiemy konwencje, w ktérej punkt p € R”
bedziemy zapisywa¢ jako (x,y), gdzie z € R* oraz y € R*. W dalszych rozwazaniach
dotyczacych rozmaitosci stabilnych i niestabilnych, parametry « i s bedg utozsamiane
z wymiarami odpowiednio rozmaitosci stabilnej i niestabilnej.

2.1. Warunki stozka

W rozdziale tym zajmiemy sie odwzorowaniami spetniajacymi warunki stozka.
Pojecie to zostalo wprowadzone w pracy [46]. Definicja warunkéw stozka, ktéra my
przedstawimy jest pewna modyfikacja analogicznej definicji z [46].

Dla dowolnego a@ > 0 zdefiniujmy forme kwadratowa @, : R* x R* — R jako

2 2
Qa(z.y) = o ||z]” — [lylI°- (2.1)

Gdy a = 1, zamiast uzywaé notacji ()1, bedziemy pisaé¢ po prostu Q).
Ustalmy py € R" i zdefiniujmy zbiory

QL (po) ={p € R" : Qu(p — po) > 0}

oraz
Q. (po) = {p € R": Qu(p — po) < 0}.

22
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Zauwazmy, ze zbiory te sa stozkami zaczepionymi w punkcie py (zob. Rysunek 2.1).
QL (po) 1 Q, (po) bedziemy nazywadé odpowiednio stozkiem dodatnim i stozkiem ujem-
nym o wierzchotku w po, indukowanym przez (Q,. Przyjmujemy konwencje, w ktorej
stozek Q7 (po) (odpowiednio Q7 (py)) bedziemy oznaczaé przez Q*(py) (odpowiednio

Q™ (po))-

0" (0)
2
(a) Na niebiesko (odpowiednio na czer- (b) Na niebiesko zostal zaznaczony zbiér
wono) zostal zaznaczony stozek do- {Q@ > 0}, t.j. stozek dodatni zacze-
datni (odpowiednio ujemny) zaczepiony piony w punkcie 0 indukowany przez Q.
w punkcie 0 indukowany przez Q% (od- Zbiory z6lty i zielony to wybrane pozio-
powiednio Q). mice formy @ (dla ¢ =1).

Rysunek 2.1. Pewne charakterystyczne zbiory zwiazane z forma kwadratowa Q.

Wprowadzimy teraz definicje warunkéw stozka.

Definicja 2.1 Niech dane bedzie odwzorowanie f : Dom(f) — R* x R® gdzie
Dom(f) C R* x R® oraz niech m > 0. Powiemy, ze f spetnia warunki stozka dla pary
(Qa,m) w zbiorze U C Dom(f), gdy dla dowolnych py,ps € U, takich, ze p; # po,
zachodzi nierownosé

Qa(f(pl) - f(p2)) > mQa(pl _p2)-

Funkcje, ktore spelniaja powyzszy warunek musza w odpowiedni sposéb prze-
ksztatcaé¢ stozki (zob. Rysunek 2.2). W szczegdélnoscei dla dowolnego p; € U musi
zachodzié¢

F(QEm)NTU) C QL (flpr),

F7H(Qa (F(m)) NU € Qa(m).

PrzejdZzmy teraz do pokazania kilku przyktadow funkcji spetniajacych warunki
stozka.

Przyktad 2.2 Niech a,b € R, a > b > 0, i niech f : R? — R? bedzie odwzorowaniem
liniowym danym jako
f2,y) = (az,by) .
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>< >

a) Przypadek m > 1. Obraz dowolnego punktu ps € U lezacego na poziomicy stozka
dodatmego indukowanego przez @, o wierzchotku w py, lezy na poziomicy stozka dodatniego
indukowanego przez @, o wierzchotku w f(p;), ktéra znajduje sic w wigkszej odleglosci od
wierzchotka stozka niz wyjSciowa poziomica.

b) Przypadek m < 1. Dowolny punkt py € U, o obrazie f(p2) lezacym na poziomicy stozka
uJemnego indukowanego przez @, o wierzchotku w f(p1), lezy na poziomicy stozka ujemnego
indukowanego przez ., o wierzcholku w p;, ktéra znajduje sie w mniejszej odleglosci od
wierzcholka stozka niz wyjsciowa poziomica dla f(ps3).

Rysunek 2.2. Interpretacja geometryczna funkcji f spelniajacej warunki stozka dla
pary (Qa,m).

Woéwezas f spelnia warunki stozka dla (Qn, m) w U = R?, dla dowolnego m € (b2, a?).
Zauwazmy, ze nie musimy przy tym zaklada¢, ze a > 1 lub b < 1. Co wiecej,
f- = f + g réwniez spelia warunki stozka w dowolnym zbiorze zwartym U C R2,
zaktadajac, ze g jest rézniczkowalne, a ¢ jest dostatecznie mate. 0

Przyktad 2.3 Niech a,b € R, a > 1 > b > 0 oraz niech R : R* 5 0§ — R(0) € R?
bedzie rotacja o pewien kat ¢ € (0, 27), tj.

R(6) = lcosgzﬁ —sinﬂ 5

sing  cos¢
Rozwazmy odwzorowanie f : R* — R*, dane jako
 (0.6,2) = (av, R(6), b2).

Przyjmujac
T =, y=1(0,z),

funkcja f spelia warunki stozka dla (Q,, m) w U = R* dla dowolnego m € (1, a?).
Z drugiej strony dla wspétrzednych (z,y) wybranych jako

x=(v,0), Y=z,
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warunki stozka sa spelnione dla dowolnego m € (b, 1).

Zobaczymy po6zniej, ze ta mozliwos¢ manipulowania mozliwym zakresem parame-
tru m poprzez odpowiednie grupowanie wspotrzednych, okaze sie bardzo przydatna,
jak chodzi o kwestie zastosowan twierdzen dotyczacych istnienia rozmaitosci stabil-
nych i niestabilnych.

Zauwazmy rowniez, ze warunki stozka nadal sa spelione w dowolnym zbiorze
zwartym U C R? dla f. = f+eg, oile tylko g jest rézniczkowalne, a e jest dostatecznie
male. O

Na potrzeby dalszych rozwazan zdefiniujmy zbiéor N C R" x R?® jako produkt
dwdéch kul domknietych o promieniach 1, tj.

N = B, x B,. (2.2)

Zauwazmy, ze dla tak zdefiniowanego N zbiory m,N x 0m,N oraz Om,N x m,N
leza w stozkach odpowiednio @7 (0) oraz @~ (0) (zob. Rysunek 2.3).

N

Rysunek 2.3. Zbior N bedacy produktem dwdéch kul domknietych. Zbiory m, N x
OnyN i O, N x myN zostaly zaznaczone odpowiednio z6ttym i zielonym kolorem.
Zbiory te leza w stozkach odpowiednio dodatnim i ujemnym indukowanych przez
@ o wierzchotku w poczatku uktadu wspotrzednych.

Podamy teraz dwie przydatne wtasnosci odwzorowania @) i zbioru N, ktore zostang
przez nas wykorzystane w dalszej czedci pracy. Wtlasnosci te podajemy jako wnioski
z ponizszego lematu.

Lemat 2.4 Niech oy, as > 0 bedg takie, ze iy < ag. Niech N bedzie dane jako (2.2).

Niech ci,co € R. Jezeli spelnione sqg warunki

{Qa, = a1} N {Qu, = 2} # 0, (2.3)
{Qal:CI}O{QQQZCQ}CN7 2.4

to

{Qay > a1} N {Qa, <} C N. (2.5)
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Ay Ay

\ /

=<V
=V

AN N

{Q = 0} {Qa = az'l} {Q = C} '{Qu, = ("(1 ‘(42)}'
(a) Przypadek o > 1 (zob. Wnhio- (b) Przypadek o < 1 (zob. Wniosek 2.6).
sek 2.5). Dowolny punkt (z,y) le- Dowolny punkt (z,y) lezacy w przecieciu
zacy w przecieciu zbioréw {Q > 0} zbioréw {Q < ¢} i {Qa < ¢— (1 — a?)} musi
i {Qa < a? — 1} musi leze¢ w zbio- leze¢ w zbiorze N.
rze N.

Rysunek 2.4. Interpretacja geometryczna Wniosku 2.5 i Wniosku 2.6.

Dowod Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Wniosek 2.5 Niech N bedzie dane jako (2.2) i niech a > 1. Wowczas jezeli Q (z,y) >
0 oraz Qq (z,y) < a®—1, to (z,y) € N.

Dowod Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Whiosek 2.6 Niech N bedzie dane jako (2.2) i niech o < 1, ¢ € (0,1—a?]. Wéwczas
jezeli Q (v,y) < ¢ oraz Qu (v,y) > ¢ — (1 —a?), to (v,y) € N.

Dowdd Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

2.2. Dyski horyzontalne

Wprowadzimy teraz definicje dyskow horyzontalnych - obiektéw, ktore beda przez
nas wykorzystywane do dowoddéw istnienia rozmaitosci silnie stabilnych i silnie nie-
stabilnych punktéw statych. Pojecie dysku horyzontalnego zostato wprowadzone w
pracy P. Zgliczynskiego (zob. [46]), a wyniki zawarte w tym rozdziale sa w znacznej
mierze nig inspirowane.

Ustalmy a > 0. Niech forma kwadratowa (), bedzie dana réwnoscia (2.1) oraz
niech zbiér N bedzie postaci (2.2).

Definicja 2.7 Niech h : B, — R*"® bedzie odwzorowaniem ciggtym. Powiemy, ze h
jest dyskiem @,-horyzontalnym jezeli spetnione sg warunki

Qo(h(x1) — h(xs)) > 0 dla dowolnych x; # o, (2.6)
m:h(0) = 0.
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Qu(h(x))

=y

Rysunek 2.5. Na czerwono zostal zaznaczony dysk @Q,-horyzontalny h. Dla do-
wolnego punktu 1 € B, dysk h lezy wewnatrz stozka dodatniego indukowanego
przez Qg i zaczepionego w h(x1).

Definicja 2.8 Powiemy, ze dysk Q,-horyzontalny h jest w N jezeli h(B,) C N.

Definicja 2.9 Niech ¢ > 0. Powiemy, ze dysk @,-horyzontalny A ma promien c jezeli

Qa(h (0By)) = c. (2.8)

Rysunek 2.6. Na czerwono zostal zaznaczony dysk Q),-horyzontalny h o promieniu
c. Obraz 0B, jest zawarty w zbiorze {Q, = c}.

Wykazemy teraz kilka przydatnych wtasnosci dyskéw horyzontalnych, ktore wy-
nikaja z definicji.

Lemat 2.10 Jezeli h jest dyskiem Q,-horyzontalnym, to odwzorowanie m, o h jest
bijekcjg na swadj obraz.

Dowéd Wezmy dowolne x1,xo € B, i przypusémy, ze r; # ro. WOwczas na mocy
(2.6) mamy

0 < Qalh(z1) — h(22)) < 0|7 (h(21)) — ma(hl@2))]]*,

skad 7, (h(z1)) # m.(h(x2)). Oznacza to, ze m, o h jest injektywne, a wiec w konse-
kwencji jest bijektywne na swodj obraz. 0

Lemat 2.11 Jezeli h jest dyskiem QQ,-horyzontalnym o promieniu c, to dla dowolnego
7 € B, (‘/E) , istnieje dokladnie jedno x € B,, dla ktérego w,h(x) = T.

[e%
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Dowdd 7 definicji h jest odwzorowaniem cigglym. Na mocy Lematu 2.10 odwzoro-
wanie m,h : B, — m.h(B,) jest bijektywne. Zbiér B, jest zwarty, a wiec (m,h)~! jest
rowniez odwzorowaniem ciagtym. W takim razie zbiér m,.h (Eu) jest homeomorficzny
z B,,.

Oznaczmy

A=nh(B), B=B. <\/5> |
«
Dysk h ma promien ¢, a wiec dla dowolnego = € 9B,
¢ = Qalh(z)) = o |mh(@)|* = |mh(@)|* < o |mh(z)|”,

skad ||m.h(x)| > % Oznacza to, ze 0ANInt(B) = (. Poniewaz m,h(0) = 0 € Int(B),
wiec 0 € AN Int(B) i na mocy Lematu 1.22 mamy

B C A.
Pokazalismy wiec, ze dla dowolnego 7 € B, (%), istnieje * € B,, dla ktérego
mzh(x) = Z. Punkt taki jest wyznaczony jednoznacznie na mocy Lematu 2.10. 0
Ay

h(x),

a

w4

Rysunek 2.7. Na czerwono zostal zaznaczony dysk Q),-horyzontalny i o promieniu
c. Ciggla zielona linia to kula B, (Fc . Dla dowolnego 7 z tej kuli, w obrazie dysku
h istnieje jednoznacznie wyznaczony punkt, ktérego projekcja na wspotrzedng x
pokrywa si¢ z T (zob. Lemat 2.11).

Zanim przejdziemy do podania kolejnych lematow poczynimy kilka technicznych
przygotowan.

Na potrzeby dalszych rozwazan bedziemy chcieli wprowadzi¢ zamiane wspotrzed-
nych na R* x R?, bedaca przeksztatceniem identyczno$ciowym na drugiej wspoirzed-
nej, ktora dla zadanych ¢ i «, ,wyprostuje” poziomice {Q, = ¢} (zob. Rysunek 2.8).
Tak wiec dla ustalonego ¢ > 01 o > 0, zdefiniujmy funkcje n : R* x R* 3 (z,y) —
(u,s) € R* x R* jako

(xazvy) ) gdy Qa(xvy) S ¢,

n(y) = (| (1= 2er ) +1] 9). edy Quloy) >

(2.9)
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Zauwazmy, ze w definicji  wystepuje wyrazenie ﬁ Funkcja 7 jest jednak dobrze

okreslona, gdyz dla dowolnego (z,y) € {0} x R® mamy Q.(z,y) < 0 < ¢, skad
n(@,y) = (0,y).

Zwracamy uwage, ze funkcja 1 zalezy od parametréw c i a (ktére najezesciej beda
znane z kontekstu). Jezeli bedziemy chcieli podkreslié te zaleznosé, stosowaé bedziemy
notacje¢ 7q,c-

“(q1) o

' (q2) 7 @

{Qa=c} {llul =1}

Rysunek 2.8. Interpretacja geometryczna funkcji n. Obrazem zbioru {Q < c} jest
zbiér B, x R®. Ponadto dla dowolnych punktéw g1, g2 spetniajacych m,q1 = Tuqo,
przeciwobraz ¢o lezy w stozku ujemnym indukowanym przez (), o wierzchotku w
77 1(q1) (zob. Lemat 2.12).

Lemat 2.12 Funkcja n zadana przez (2.9) jest homeomorfizmem spelniajgcym

{n(z,y) : Qalr,y) <c} = {(u,s) - [lu] <1} (2.10)

Ponadto dla dowolnych si,s9 € R® oraz u € R* zachodzi nierownosc

Qa (n’l(u, s1) —n H(u, 32)> <0. (2.11)
Dowdd Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Wykorzystujac funkcje n mozna wykazaé, ze obraz dysku @),-horyzontalnego o
promieniu ¢ lezy w zbiorze {Q,, < c}. Wtasnosé te formutujemy w ponizszym Lemacie.
Jego dowdd jest techniczny - umieszczamy go wiec w Dodatku A. Zwracamy jednak
uwage, ze ide¢ lematu dobrze obrazuje Rysunek 2.6.

Lemat 2.13 Jezeli h jest dyskiem QQn-horyzontalnym o promieniu c, to

WB.) C {(2,y) : Qa(z,y) < c}.
Dowod Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Podamy teraz techniczny wynik, ktory zostanie przez nas wykorzystany w dowo-
dach lematéw wystepujacych w dalszej czesci tego rozdziahu.

Lemat 2.14 Niech dla pewnego o > 0 odwzorowanie h : B, — R* x R* spefnia
warunek (2.6). Zalozmy, Ze istniejg rs,c > 0 takie, Ze

my(h(Bu)) C Bs(rs), (2.12)
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4

by
h noh {lls rs)
RN
h(ug) n

x ug u

(@ = {ull = 1)

Rysunek 2.9. Interpretacja geometryczna Lematu 2.14. Dla dowolnego punktu
up € By, punkt h(ug) we wspohrzednych (u, s) (zadanych przez hoemomorfizm 7)
ma postaé (ug, sg). Odwzorowanie h w oryginalnych wspotrzednych jest dyskiem
Qq-horyzontalnym o promieniu c.

oraz, Ze dla dowolnego u € B, spelniona jest réwnosé
mun)(h(u)) = u, (2.13)

gdzie n = N, jest zdefiniowane przez (2.9). Wowczas h jest dyskiem Qo -horyzontalnym

. . . . _ (c+rD)V1+a?
0 promieniu c oraz spetnia warunek Lipschitza ze stalq L = ol Jerri—re)’

Dowdd Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Przechodzimy teraz do omowienia wtasnosci sktadania odwzorowan bedacych dys-
kami horyzontalnymi z funkcjami spetniajacymi warunki stozka. Okazuje sie, ze pod
pewnymi warunkami obraz dysku horyzontalnego przez taka funkcje réwniez jest dys-
kiem horyzontalnym. Obserwacje te wypowiemy w formie ponizszego lematu. Lemat
ten okaze sie kluczowym rezultatem, pozwalajacym dowie$é twierdzenia o istnieniu
rozmaitosci silnie stabilnych i niestablinych.

Ay

]Y

{Qa = maen}

Rysunek 2.10. Dysk @Q,-horyzontalny ho promieniu ¢ = mcy, otrzymany jako cze$é
wspoOlna obrazu przez odwzorowanie f dysku (Q,-horyzontalnego h o promieniu ¢,
oraz zbioru {Q, < ¢} (zob. Lemat 2.15).

Lemat 2.15 Niech N = B, X B, oraz niech a > 0. Niech h : B, — R* x R®
bedzie dyskiem Q.-horyzontalnym w N o promieniu ¢ > 0. Niech dane bedzie ciggle
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odwzorowanie f : Dom(f) — R* x R®, gdzie N C Dom(f) C R* x R*. Niech m > 0.
Jezeli f spelnia warunki stozka dla (Qo,m) w N oraz f(0) = 0, to dla dowolnego
c € (0, mey] istnieje dysk Qu-horyzontalny h : B, — R*" o promieniu c, spetniajgcy

h(B,) = f o h(B,) N{Qa < c}, (2.14)

oraz -
run(h(u)) = (2.15)

gdzie n jest zdefiniowane przez (2.9).

Dowéd Niech hy : B, — R* x R® bedzie dane jako

hy(z) :== (mzh(z), Amyh(x)).
Zdefiniujmy odwzorowanie
H:[0,1] x B, — [0,1] x R,

H(A, x) = (A, mun (f (ha(2)))) -

Lemat 2.12 implikuje, ze H jest ciagte. Pokazemy, ze H jest bijektywne na swoj obraz.
Zauwazmy, ze dla dowolnego A € [0, 1] odwzorowanie h) jest dyskiem @),-horyzontalnym
w N. Mamy bowiem dla dowolnych x; # o,

Qa(ha(z1) = ha(22)) = Qo (7 (h(z1) — h(22)), Ay (h(21) — h(22)))
> Qa(h(x1) — h(22)) > 0,

Ponadto

aha(0) = (wh(0), A, h(0)) = 0,

ha(By) C moh(By) x Amyh(B) C N.

Odwzorowanie hy spelnia wigc zalozenia Definicji 2.7 oraz 2.8.
Niech x1,x9 € B, i x1 # x9. 7Z tego, ze hy jest dyskiem horyzontalnym w N i f
spelnia w N warunki stozka dostajemy

Qa (f(ha(x1)) = f(ha(22))) > mQa(ha(21) — haz2)) > 0,

a wiec na mocy wlasnosci (2.11) z Lematu 2.12 nie moze zachodzi¢ m,n(f(hr(x1))) =
T (f(ha(x2))). Stad H jest injekcja, a wiec jest bijekcja na swéj obraz. Z definicji
H jest odwzorowaniem cigglym. Poniewaz zbiér [0,1] x B, jest zwarty, wiec H !
jest réwniez ciagte. Stad H([0,1] x B,) jest homeomorficzne z [0, 1] x B,,, a wigc jest
homeomorficzne z B,1.

Oznaczmy

A=H([0,1] x B,), B=][0,1] x B,.

Naszym celem bedzie wykazanie, przy uzyciu Lematu 1.23, ze B C A.
Poniewaz hy—o(0) =0, f(0) =01in(0) =0,

H(0,0) = (0, mun (f(ha=0(0)))) = (0,0).
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W takim razie dla dostatecznie matego Ay € (0, 1) musi zachodzi¢ H(Xg,0) € (0,1) x
B,. Woéwczas H()\g,0) € AN Int(B).
Pokazemy teraz, ze 0A N Int(B) = 0. Zauwazmy, ze

0A = H(3([0,1] x B.))
— H([0,1] x 9B,) U H({0} x B,) U H({1} x B,). (2.16)

Poniewaz
™ (H({0} x B,) U H({1} x By,)) = {0,1},

wiec

H({0} x B,) UH({1} x B,)) NInt(B) = 0. (2.17)

Wezmy teraz dowolne = € 0B,. Wowczas

Qa(ha(2)) > Qa(h(x)) = cp.

Z uwagi na to, ze f spelia warunki stozka dla (Q,,m) w N oraz f(0) = 0, mamy
wiec
Qa(f(ha(2))) = Qua(f (ha(2)) — f(0)) > mQa(hr(z)) = mcy,

Stad, na mocy réwnosci (2.10) z Lematu 2.12, w,n (f(hx(0B,))) N B, = (. Poniewaz
réwnosé ta zachodzi dla wszystkich A € [0, 1] implikuje to, ze

v

C.

H ([0,1] x 0B,) N Int(B) = 0. (2.18)

Na mocy (2.16-2.18) dostajemy réwnosé A NInt(B) = (). Korzystajac z Lematu 1.23
mamy wiec B C A, skad

[0,1] x B, C H([0,1] x B,,).
W szczegblnodci implikuje to, ze {1} x B, C H({1} x B,), skad
B. C mun (f(h(Bu)). (2.19)
Z (2.19) dostajemy, ze dla dowolnego u € B, istnieje x = z(u) € B, takie, ze
u=myn (f(h(z(u)))) . (2.20)
Zauwazmy przy tym, ze takie x(u) jest jedyne, gdyz z naszych wezesniejszych rozwa-

zan dotyczacych injektywnosci odwzorowania H wynika, ze m,ono foh, jest injekcja
dla kazdego ustalonego A € [0, 1], a wiec w szczegblnosei dla A = 1. Zdefiniujmy

R(u) = f(h(a(u). (2.21)

Zauwazmy, ze konsekwencja (2.20) i (2.21) jest réwnos$¢ (2.15) z tezy dowodzonego
lematu.
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Ay A s

\ h / o
L
X

N 4
/

Rysunek  2.11. Zamiana  wspdlrzednych 71  zastosowana do  dysku
Qq-horyzontalnego h oraz do f o h.

{Qa=c} {llul =1}

Pozostaje wykazaé, ze h jest dyskiem @),-horyzontalnym o promieniu c. Zaczniemy
od pokazania (2.6). Zauwazmy, ze (2.20) implikuje, ze x(u1) # x(uz) dla dowolnych
uy # ug. 7 (2.21) i z faktu, ze f spelia warunki stozka dla (Q,,m) w N dostajemy

o~

Qa(h(w1) = h(2)) = Qu (f (h(x(w1))) = f(h(2(un))))
> mQa (h(x(u1)) — h(x(us)))

> 0.

Zbior f(h(B,)) jest zwarty. Implikuje to, ze E(PU) jest ograniczony, a wiec dla pew-
nego r, > 0 odwzorowanie h spehia warunek (2.12) z Lematu 2.14. Co wiccej na
mocy (2.20) oraz (2.21) prawdziwa jest takze réwnosé (2.13). W takim razie h spehia
zatozenia Lematu 2.14 i w konsekwencji jest dyskiem (),-horyzontalnym o promieniu
c.

Metoda konstrukcji dysku h oraz Lemat 2.12 gwarantuja, ze spetniony jest waru-
nek (2.14). 0

2.3. Szczegodlne przypadki transformacji dyskow
horyzontalnych

O ile sa spelnione odpowiednie zalozenia (w szczegdlnosci jezeli funkcja f speknia
warunki stozka dla @, oraz @, gdzie o # 1), dysk horyzontalny po transformacji moze
zachowac réwniez pewne dodatkowe wtasnosci. Przechodzimy teraz do wypowiedzenia
i dowodu dwoch lematéw dotyczacych przeksztatcen dyskéw horyzontalnych przez
odwzorowania spetniajace pewne szczegolne warunki stozka. Wyniki te zostana przez
nas wykorzystane w dowodach twierdzen z Rozdziatu 3.

Lemat 2.16 Niech N = B, x By i niech o > 1. Przypusémy, ze h jest dyskiem
Q-horyzontalnym w N. Zaloimy ponadto, Ze h jest dyskiem @Q.-horyzontalnym o
promieniu ¢, = o — 1 oraz, Ze h(0) = 0. Przypusémy, Ze odwzorowanie ciggle f
spetnia warunki stozka dla (Qu,me) i (Q,m) w N, gdzie my > 1 i m > 0 oraz, Ze
f(0) = 0. Wowczas istnieje dysk Qq-horyzontalny h:B, — R o promieniu ¢ = cp,
spetniajgcy

h(B,) = foh(B,) N{Qa < ¢}, (2.22)

oraz

ran(h(uw)) = u, (2.23)
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Ay

\ /

h

=V

amn

{0=0} {0,=a*1}

Rysunek 2.12. Dysk @Q-horyzontalny D otrzymany z dysku h poprzez Lemat 2.16.

gdzie n jest zdefiniowane przez (2.9). Co wiecej h(0) = 0, h jest dyskiem Q-horyzontalnym

ayV1+a?

w N, oraz odwzorowanie h spetnia warunek Lipschitza ze stalg L = <4

Dowdd Zauwazmy, ze dysk h i odwzorowanie f spelniaja zalozenia Lematu 2.15 z
¢, = o — 1. Niech wiec R bedzie dyskiem @),-horyzontalnym z tezy Lematu 2.15 o
promieniu ¢ = ¢, (zauwazmy, ze nieréwnos$¢ m, > 1 implikuje ¢, < mycp). Wowcezas
spelnione sa warunki (2.22) oraz (2.23). Pozostaje wykazaé¢, ze h(0) = 0, h jest
dyskiem )-horyzontalnym w N oraz, ze odwzorowanie h spelnia warunek Lipschitza
ze stata L.

Dla dowolnego x € B, \ {0} mamy

7o f o h(z)]|* > Q(f o h(x))
= Q(f o h(x) — f o h(0))
> mQ(h(z) — h(0))
> 0. (2.24)

Réwnosé (2.22) implikuje istnienie zo € By, dla ktérego h(0) = f o h(zo). Z drugiej

~

strony m,h(0) = 0. Stad 7, f o h(zg) = 0. Na mocy (2.24) réwnosé¢ taka nie moze by¢
spetniona dla zy # 0, musi wiec zachodzi¢ zo = 0. Stad

h(0) = f o h(0) = f(0) = 0.

Poniewaz dla dowolnych 1 # xa, 1,25 € B, mamy h(zy), h(xs) € N, wigc

Q(f(h(x1)) = f(h(x2))) > mQ(h(x1) — h(x2)) > 0,

i w konsekwencji (2.22), h jest dyskiem Q-horyzontalnym. ~
Pokazemy teraz, ze h jest dyskiem w N. Wiemy, ze h(0) = 0 oraz h jest dyskiem
@-horyzontalnym, skad
Q(h(x)) = Q(h(x) — h(0)) > 0, (2.25)
dla dowolnego = € B,. Z drugiej strony z tego, ze h jest dyskiem @),-horyzontalnym

o promieniu ¢ = ¢, = o — 1 oraz na mocy Lematu 2.13, mamy

Qu(h(z)) < 0” — 1. (2.26)
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NI
L

h
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Rysunek 2.13. Dysk @-horyzontalny h otrzymany z dysku h poprzez Lemat 2.17.

W takim razie w konsekwencji (2.25), (2.26) oraz Wniosku 2.5, dysk h jest zawarty w
N.

Pozostaje wykazaé, ze h spelnia warunek Lipschitza ze statag L. Zauwazmy, ze h
spelnia zalozenia Lematu 2.14 z r; = 1 oraz ¢ = a? — 1. Lemat ten pocigga za soba,
ze h spetnia warunek Lipschitza ze stala

I (c+r2)vVli4+a?  o*V1i+a? avl+a?
aly/c+12—ry) a(a—1) a—1"

co nalezato udowodnié. O

Lemat 2.17 Niech N = B, x By oraz niech € (0,1). Przypusémy, Ze h jest dyskiem
Q-horyzontalnym w N o promieniu ¢, < 1 — o?, spetniajgcym Qq(h(By)) > cn —
(1 — a?). Przypusémy, ze odwzorowanie ciggle f spelnia warunki stozka dla (Qg,my)
1 (Q,m) w N, gdzie 0 < my,m orazm, < 1, oraz ze f(0) = 0. Wowczas istnieje dysk
h: B, — Ruts, Q-horyzontalny w N o promieniu ¢ < 1 — o2, spelniajgcy

h(B.) = f o h(B.) N{Q < c}, (2.27)
oraz ~
ma o (h(w) = u, (2.28)
gdzie . jest zdefiniowane przez (2.9). Co wiecej Qu(h(By)) > ¢ — (1 — a?).

Dowod Zauwazmy, ze dysk h i odwzorowanie f spetniaja zatozenia Lematu 2.15z o =
1. Niech wiec h bedzie dyskiem ()-horyzontalnym z tezy Lematu 2.15 o promieniu ¢ =
min{c,, mep} (zauwazmy, ze min{cy, mep} < mey). Wowcezas spetnione sa warunki
(2.27) oraz (2.28). Ponadto

¢ = min{cy,, mey} <1 —a?

Pozostaje wice wykazaé, ze Qq(h(B,)) > ¢ — (1 — a?) oraz, ze h jest dyskiem w N.
Poniewaz mq € (0,1), ¢ < 1 — a2, Qu(h(B,)) > ¢y — (1 — a?), oraz f spehia
warunki stozka dla (Q,, m,) w N, dla dowolnego x € B,

Qa(foh(x)) >maQu(h(x)) > mg, (ch — (1 — a2)) > cp — (1 - aQ) >c— (1 - a2> :
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co na mocy (2.27) dowodzi, ze Quo(h(B,)) > ¢ — (1 — a?). Z drugiej strony z tego, ze
h jest dyskiem Q-horyzontalnym o promieniu ¢ oraz na mocy Lematu 2.13, mamy

Q(h()) < e.

Fakt, ze h jest dyskiem w N jest konsekwencja nieréwnoéci Qu(h(B,)) > ¢— (1 — a?)
iQ (h(gu)> < ¢, oraz Wniosku 2.6. 0



Rozdziat 3

Rozmaitosci silnie stabilne i silnie
niestabilne dla odwzorowan

Przechodzimy teraz do zaprezentownia gtéwnych wynikéw teoretycznych naszej
pracy. W rozdziale tym przedstawimy twierdzenia dotyczace istnienia rozmaitosci
silnie stabilnych i silnie niestabilnych dla odwzorowan.

3.1. Podstawowe definicje

W naszej pracy zajmiemy sie znajdowaniem tzw. zbioréw silnie niezmienniczych
(stabilnych i niestabilnych) punktu statego. Zbiory te sa pewnymi podzbiorami zbio-
row zadanych przez Definicje 1.4 i 1.5. Wprowadzenie pojecie ,silnego” zbioru ma
na celu wyodrebnienie ze zbioréw stabilnych /niestablinych tych punktéw, dla kté-
rych tempo zbiezno$ci ich trajektorii do punktu stalego jest odpowiednio duze (tj.
wyktadnicze z dostatecznie duzym wspétezynnikiem zbieznoscei).

W rozdziale tym rozwazaé¢ bedziemy odwzorowanie

f:D— D,

klasy C!, zdefiniowane na pewnym podzbiorze otwartym D przestrzeni R”. Zalézmy,
ze f ma punkt staly p* € D.

Wprowadzimy teraz definicje zbior6w silnie niezmienniczych (stabilnych i niesta-
bilnych) zwiazanych z punktem statym p*.

Definicja 3.1 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu statego p* odwzoro-
wania f i niech 0 < p < 1. Zbiorem silnie stabilnym punktu p* ze wspotczynnikiem
kontrakcji p w otoczeniu U nazwiemy zbidr WiU(p*) zawierajacy wszystkie punkty
p € U spemiajace warunki:

1. istnieje trajektoria w przéd (po, p1, P2, - - .) punktu p w otoczeniu U;
2. dla trajektorii w przéd (po, p1, pe, - - -) punktu p w otoczeniu U, istnieje stata C' > 0,
taka ze dla wszystkich ¢ € N zachodzi nieréwnos¢

lpi —p*|| < Cui'. (3.1)

Definicja 3.2 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu statego p* odwzo-
rowania f i niech g > 1. Zbiorem silnie niestabilnym punktu p* ze wspotczynnikiem

37
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ekspansji i1 w otoczeniu U nazwiemy zbidr W;j,U(p*) zawierajacy wszystkie punkty
p € U speiajace warunki:

1. istnieje trajektoria w tyl (..., p_2,p_1,p0) punktu p w otoczeniu U;
2. dla dowolnej trajektorii w tyt (..., p_o,p_1,p0) punktu p w otoczeniu U, istnieje
stala C' > 0, taka ze dla wszystkich ¢ € N zachodzi nieréwnos¢

I —p'll < Cu™. (3.2)

Zauwazmy, ze z Definicji 3.1 oraz 3.2 wynika, ze zbiory silnie stabilne (silnie niesta-
bilne) sa podzbiorami zbioréw stabilnych (niestabilnych). Co wiecej, do zbioru silnie
stabilnego i zbioru silnie niestabilnego nalezy punkt p*. Stad zbiory te sa zawsze
niepuste.

Ponizej prezentujemy kilka przyktadéw zbioréw silnie stabilnych i silnie niestabil-
nych dla pewnych odwzorowan.

Przyktad 3.3 Niech fi(z,y) = (52,3y), gdzie f; : R? — R?. Zbiorem silnie sta-
bilnym punktu p* = (0,0) ze wspétczynnikiem kontrakeji % w U = R? jest zbiér R?
(zauwazmy przy tym, ze jest on réwny zbiorowi stabilnemu), natomiast zbiorem silnie
stabilnym punktu p* ze wspélczynnikiem kontrakeji % w U jest zbiér {0} x R.
Podobnie dla fy(z,y) = (2x,3y), gdzie fy : R? — R?, zbiorem silnie niestabilnym
punktu p* = (0, 0) ze wspoétezynnikiem ekspansji 2 w U = R? jest zbiér R? (ktéry jest
réwny zbiorowi niestabilnemu), natomiast zbiorem silnie niestabilnym punktu p* ze
wspolezynnikiem ekspansji 3 w U jest zbiér {0} x R. 0

Przyktad 3.4 Rozwazmy odwzorowanie f : R* — R* z Przyktadu 2.3. Odwzorowa-
nie to ma jeden punkt staty p* = (0,0,0,0). Dla dowolnego otoczenia U punktu p*
zbiorem stabilnym tego punktu w U jest zbiér Wi (p*) = U N ({0}® x R), natomiast
zbiorem niestabilnym jest zbior W¥(p*) = U N (R x {0}?).

Zbiér W (p*) jest réwniez zbiorem silnie stabilnym punktu p* ze wspétezynnikiem
kontrakcji 4 w U, dla dowolnego p € [b,1). Ponadto dla dowolnego u € (0,b) zbior
Wi,U(p*) ={p*}.

Podobnie zbiér W (p*) jest réwniez zbiorem silnie niestablinym punktu p* ze
wspOtezynnikiem kontrakeji 4 w U, dla dowolnego p € (1, al. Ponadto dla dowolnego

p > a zbiér Wity (p*) = {p*}. 0

3.2. Twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie stabilnej i
niestabilnej

W przypadku gdy zbior W (p*) (lub odpowiednio W (p*)) jest rozmaitoscia, be-
dziemy go nazywaé rozmaitoscig stabilng (odpowiednio niestabilng) punktu p* w U.
Podobnie wprowadzamy pojecie rozmaitosci silnie stabilnych/silnie niestabilnych.

W rozdziale tym zaprezentujemy twierdzenie oparte o warunki stozka, ktore po-
zwala stwierdzié, ze zbidr silnie stabilny/niestabilny danego odwzorowania jest wykre-
sem pewnej funkcji ciggtej (a wiec rozmaitoscia) w pewnym (okreslonym) otoczeniu
punktu statego.
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3.2.1. Rozmaitosé silnie niestabilna

Niech dana bedzie ciggta funkcja
f:D— D,

gdzie D C R* x R® = R" jest zbiorem otwartym. Niech N C D bedzie dane rownoscig
(2.2). Zatézmy, ze f ma punkt stalty nalezacy do wnetrza zbioru N, to znaczy

JIp* € Int(N) : f(p*) =p".

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze
p" =0,

jednak w Rozdziale 3.4 pokazemy w jaki sposob otrzymane przez nas wyniki mozna
uogélni¢ na przypadek dowolnego p* (zob. Twierdzenie 3.19).

Ponadto ustalmy a > 1.

Przechodzimy teraz do wypowiedzenia najwazniejszego wyniku tego rozdziahu, tj.
twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie niestabilnej w otoczeniu punktu statego od-
wzorowania spetniajacego warunki stozka.

Ay

AN

u

W e 1(0)

\

=V

\

{0,=a*1} {||x||l

Rysunek 3.1. Interpretacja geometryczna Twierdzenia 3.5. Czeé¢ zbioru silnie nie-
stabilnego Wf;m*a ~(0) znajdujaca si¢ w pasie By, (\/ 1— oz_2> x R® jest wykresem
pewnej funkcji y*(x).

Twierdzenie 3.5 Niech N = B, x B,. Niech dane bedzie ciggle odwzorowanie f :
D — D, gdzie N C D C R* x R*, dla ktorego f(0) = 0. Zalézmy, ze a > 1,
me > m > 0, m, > 1 oraz przypusémy, ze [ spelnia warunki stozka dla (Qu,me) i
(Q,m) w N. Oznaczmy 7, = V1 — a=2. Wéwczas istnieje funkcja y* : B, (7)) — Bs,
dla ktorej

W v (0) 0 (Bu(Fa) x RY) = {(z,y"(x)) : 7 € Bu(7)} -

v spetnia warunek Lipschitza ze stalq L, = 1.

Co wiecej, y
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Dowod Dowdd twierdzenia znajduje si¢ w dalszej czesci tego rozdziatu, po dowodzie
Twierdzenia 3.10. O

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 3.5, przedstawimy kilka technicznych
lematow, zwigzanych z pewnymi wlasno$ciami funkcji spetniajacych warunki stozka.
W szczegdlnosei istotne dla nas beda wlasnosci, jakie posiadaja trajektorie w tyt
takich funkcji.

Zaczniemy od pokazania, ze trajektoria w tyt dowolnego punktu lezacego w prze-
cieciu zbioru N z odpowiednim stozkiem dodatnim zbiega do punktu statego funkcji
(tj. w naszym przypadku do p* = 0) w tempie wykladniczym. Wskazemy réwniez
wspotezynnik tej zbieznosci.

Lemat 3.6 Niech U = {Q > 0}NN i niechp € U. Przypusémy, ze (...,p_2,0_1,Po)
jest trajektorig w tylt punktu p wU. Jezeli f(0) = 0 i odwzorowanie f spelnia warunki

stozka dla (Qa,ma) w N z pewnym o > 1, to dla C(p) = \/2|(042 —1)7'Qa(p)| 1
dowolnego © € N, zachodzi nieréwnosé

Ip—ill < Cp) (Vima) ™"

Dowdd Niech p_; = (x_;,y_;). Poniewaz a > 1 oraz p_; € U ={Q > 0} N N, wiec

2 2 2
o lz_|I° > flz—ill® > lly=ill” (3.3)
W takim razie
Qa(x—iay—i) = o ||95—z||2 - Hy—z‘||2 >0,

co implikuje, ze p_; € {Q, > 0}. Z warunkéw stozka dla (Q,, m,) dostajemy, ze dla
dowolnego i € N,

Qa (p71> = Qa (f (pfifl) - f(o)) Z maQa(pfifl - O) = maQa(I)fifl) Z 0.
W konsekwencji dla dowolnego ¢ € N,
Qa (pO) Z mfoa(p—i)' (34)

Poniewaz o > 1, wiec z (3.3),

2 2 2 2
Qa(p-i) = o [lz_|* = y—ill* > (o® = 1) lz—|* > (0 = 1) ly—s]*,

skad na mocy (3.4), nieréwnosci @ > 1 oraz tego, ze Q.(p) = Qua(po) > 0, dla
dowolnego 7 € N mamy

lz—ill® + lly-l* < 2(0® = 1) Qalp-)
< 2(a® = 1)7'mg"Qa (po)
= 2|(” = 1) Qu (p)| My

co nalezalo wykazac. 0
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Zauwazmy, ze w przypadku, gdy parametr m, z zatozenia Lematu 3.6 spelnia
nierownos¢ m, > 1, to trajektoria punktu p € U zbiega do punktu 0 w tempie
wyktadniczym ze wspétczynnikiem zbieznodci (\/mq)~'. Na mocy definicji silnego
zbioru niestabilnego (zob. Definicja 3.2) pociaga to wiec za soba nastepujacy wniosek.

Wnhniosek 3.7 Niech U = {Q > 0} NN ¢ niech p € U. Przypusémy, zZe istnieje
trajektoria w tyl punktu p w U. Jezeli f(0) = 0 i odwzorowanie f spelnia warunki
stozka dla (Qu,ma) w N z pewnymi o > 1 oraz my, > 1, to

pE Wjjm—a’N(O).

Okazuje sie, ze jezeli funkcja f spetnia odpowiednie warunki stozka, to punkty z
lokalnego zbioru silnie niestabilnego muszg leze¢ w odpowiednich stozkach dodatnich.
W konsekwencji zbior silnie niestabilny jest wykresem pewnej funkcji. Obserwacje te
formutujemy jako wniosek z kolejnego lematu.

Lemat 3.8 Zalozmy, ze mq > m > 0 oraz my, > 1. Jezeli f spelnia warunki stozka
dla (Q,m) w N i f(0) = 0, to dla dowolnych q,q € Wiz (0) takich, ze q¢ # q
zachodzi nierownos¢

Q(¢—q)>0. (3.5)

Dowéd Niech ¢, ¢ € W75~ \(0) beda takie, Ze ¢ # ¢. Rozumujac nie wprost zatézmy,
ze nieréwnos¢ (3.5) nie jest spelniona. Zachodzi wiec nier6wnosé

Qg—q) <0. (3.6)

Niech (...,q-1,9) 1 (...,4-1,qo) beda trajektoriami w tyt w N odpowiednio punktéw
qiq. Poniewaz q,q € Wf}m—a ~(0), wiec dla dowolnego ¢ € N spelnione sa nieréwnosci

loill < € (Vima) ™, lldeill < O (Vima) ™ (3.7)

gdzie C jest pewna dodatnig stala.
Z uwagi na to, ze ¢ # ¢, dla dowolnego 7 € N mamy ¢q_; # ¢_;. W takim razie z
(Q, m)-warunkéw stozka oraz na mocy (3.6) dla dowolnego i € N zachodzi

0>Q(q q)
Q (9 — Qo)
Q (f(g-1) = f(@-1))
mQ (¢—1 — q-1)
> ..

>m'Q (q-i — G-i) -
Implikuje to, ze dla kazdego 7 € N
lg—i = Gl > 1Q (=i = T-0)| > m™ ™ |Q (g1 — 31)| > 0. (3.8)

Poniewaz m,, > m, wiec (3.7) i (3.8) daja sprzecznosé, co dowodzi (3.5). 0
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Whniosek 3.9 Zatoimy, ze a > 1, my > m > 0 oraz my, > 1. JeZeli f spelnia
warunki stozka dla (Q,m) w N i f(0) = 0, to dla dowolnych q,q € W&m—aw(())
zachodzi implikacja

Qulg—9) <0 = ¢=4q. (3.9)

Dowod Przypusémy, ze q,q € Wf}m—a ~(0) takie, ze

Qa(q - (Y) < 0.

Zauwazmy, ze konsekwencja nieréwnosci a > 1 jest inkluzja {Q, < 0} C {Q < 0},
skad musi zachodzi¢

Qg —q) <0.

Na mocy Lematu 3.8 dostajemy wiec réwnosé g = q. 0

Przechodzimy teraz do wypowiedzenia twierdzenia méwiacego o tym, ze w przy-
padku odwzorowania spehliajacego warunki stozka lokalny zbiér silnie niestabilny
punktu statego jest dyskiem horyzontalnym w pewnym otoczeniu tego punktu. Na
bazie ponizszego Twierdzenia udowodnimy przedstawiony przez nas wczesniej gtowny
wynik tego rozdziatu, tj. Twierdzenie 3.5.

Twierdzenie 3.10 Niech N = B, x B,. Niech dane bedzie ciggle odwzorowanie
f:D — D, gdzie N C D C R* x R*, dla ktérego f(0) = 0. Zaldzmy, ze o > 1,
me > m > 0, my > 1 oraz przypusémy, ze f spelnia warunki stozka dla (Qu, M)
i (Q,m) w N. Wowczas istnieje dysk Qu-horyzontalny h* : B, — N o promieniu
c = ao? — 1, spelniajgcy

W (0) 0 {Qa < ¢} = H'(B).

Co wiecej h* jest réwniez dyskiem Q-horyzontalnym oraz dla dowolnego u € B, spel-
niony jest warunek

mun(h*(u)) = u, (3.10)
gdzie n jest zdefiniowane przez (2.9).

Dowod Niech
Tw=V1—a2.

Pokazemy w jaki sposéb skonstruowaé dysk h" z tezy twierdzenia. Dysk ten bedziemy
chcieli otrzymac jako granice pewnego ciggu funkcyjnego odwzorowan bedacych dys-
kami horyzontalnymi. o

Zdefiujmy odwzorowanie hgy : B, — N*, jako ho(u) = (T,u,0). Woéwczas hg jest
dyskiem )-horyzontalnym w N oraz dyskiem (),-horyzontalnym o promieniu

c=a* =a*—1.

Ponadto ho(0) = 0, co oznacza, ze spelnione sa zalozenia Lematu 2.16. Stosujac
Lemat 2.16 indukcyjnie, otrzymujemy ciag dyskéw Q-horyzontalnych w N, bedacych
rowniez dyskami (Q,-horyzontalnymi o promieniu ¢, ktére oznaczymy jako h;, dla
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1 € N. Dyski te, w $wietle Lematu 2.15, dane sa jako h;,.1 = h;. Ponadto dla
dowolnego 7 € N odwzorowanie h; spelnia warunek Lipschitza ze staty

B av1+ a?

L
h a—1

Pokazemy najpierw, ze ciag funkcyjny {h;}ien jest zbiezny punktowo. Ustalmy
u € B,. Oznaczmy
pi = hi(u). (3.11)

Z tego, ze h; jest dyskiem w N dostajemy, ze {p;}iey C N. Poniewaz N jest zwarty,
wiec aby wykazaé zbieznosé ciagu {p;} wystarczy pokazaé, ze wszystkie jego podciagi
zbiezne postaci {p;,} sa zbiezne do tej samej granicy. Oznaczmy wiec

Au) = {q € N: llim pi, = ¢, dla pewnego i, — +oo} . (3.12)

—00

Obierzmy dowolne g € A(u) i niech
llgélopil =q. (3.13)

Pokazemy najpierw, ze punkt ¢ znajduje si¢ w W= ~(0).

Zaczniemy od pokazania, ze istnieje trajektoria w tyt (..., ¢_1,qo) punktu ¢ w
{Q > 0} N N. Na mocy Lematu 1.3 wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego i € N
istnieje ¢_; takie, ze f*(q_;) € {Q > 0}NN dlak =0,...,ioraz fi(q_;) = q. Ustalmy
1 € N. Pierwszym krokiem bedzie wykazanie, Ze istnieje skonczona trajektoria w tyt
(Di—iy- - Pi—1,Di0) punktu p; (zdefiniowanego przez nas wczedniej réwnoscig (3.11))
w zbiorze {Q > 0} N N. Poltézmy p; o = p;. Poniewaz

pi € hy (§u> = f(hi—1(Bu)) N{Qq < ¢},

wiec widzimy, ze p; = f(pi_1), dla pewnego p; 1 € h;_1(B,). Z tego, ze h; 1 jest dys-
kiem @-horyzontalnym w N oraz z tego, ze h;—1(0) = 0, dostajemy p; 1 € h;—1(B,) C
{Q > 0} N N. Podobnie, z uwagi na to, ze

Pi-1 € hi—a (Bu) = f(hi—2(B.)) N{Qa < ¢},
otrzymujemy punkt p; s € hi 5(B.) C {Q > 0} N N, dla ktérego f(pi 2) = pi_1.
Postepujac indukeyjnie otrzymamy szukang trajektorie (p; i, ..., pi—1, pio) punktu p;
w zbiorze {@) > 0}NN. Rozwazmy teraz podciag p;, —; ze wzgledu na [, gdzie i; — 400
jest podciggiem wybranym przez (3.13). Poniewaz {Q > 0} N N jest zwarty, istnieje
podciag p;, i zbiezny do pewnego punktu. Oznaczmy jego granice przez q_;, tj.

lim p;, _; =q_;.
m—>oop”77“ i q—i

Z ciagtosci f dostajemy, ze dla k =0,1,... 4

fHg=i) = lim f*(p;, ) € {Q=0}NN,

m—r0o0
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oraz

fa-i) = lim_f'(py,,,—) = lim p;, =g,
co konczy nasze starania zwigzane z udowodnieniem istnienia ¢_;. PokazaliSmy wiec,
ze istnieje trajektoria w tyl punktu ¢ w {@Q > 0} N N.
Poniewaz ¢ posiada trajektori¢ w tyt do 0 w {@ > 0} N NV, wigc na mocy Wniosku
3.7 dostajemy, ze ¢ € Wz y(0).
Pokazemy teraz, ze zbiér A(u) jest jednoeelementowy. Niech 1 bedzie zadane przez
(2.9). Zauwazmy, ze wowczas dla dowolnego ¢ € N prawdziwa jest réwnosé

mut)(hi(w)) = (u, myhi(u)).

Istotnie, dla i = 0 réwnosé ta jest konsekwencja definicji dysku hg oraz postaci (2.9)
funkcji 7, natomiast dla i > 0 jest ona prawdziwa na mocy (2.23). W takim razie

hi(u) = n~* (u, T hi(u)). (3.14)

Niech teraz q,q € A(u). Pokazalismy, ze wowczas ¢, q leza w Wir— (0). Z drugiej
strony z definicji p; (zob. (3.11)) oraz na mocy (3.14) mamy

=0 Yu,myq), §=n"(u,7yq) (3.15)

Z wtasnosci (2.11) z Lematu 2.12 dostajemy wigc

Qa(q - q) S 0.

W takim razie na mocy Wniosku 3.9 zachodzi réwnosé ¢ = q. Tak wiec zbior A(u)
jest jednoelementowy, a ciag {h;} jest zbiezny puktowo. Mozemy wigc zdefiniowaé

odwzorowanie h" : B, — N jako

h*(u) = lim h;(u).

i——400

Zauwazmy przy tym, ze wykazaliSmy inkluzje

1(B.) C Wi n(0) N {Qu < c}. (3.16)

Ponadto, na mocy (3.14), dla dowolnego u odwzorowanie h* spelia warunek (3.10).
Pokazemy teraz, ze h* jest dyskiem @),-horyzontalnym o promieniu ¢ oraz dyskiem
@-horyzontalnym.

Zauwazmy, ze z uwagi na to, ze odwzorowania h; sa réwnociagte (jako odwzo-
rowania spelniajace warunek Lipschitza z ta sama stata Lj), na mocy Twierdzenia
Arzeli-Ascolego ciag {h;} jest zbiezny jednostajnie do h*. W szczegdlnosci implikuje
to, ze h" jest ciagte.

Niech teraz uy,us € B, beda takie, ze u; # up. Zauwazmy, ze réwno$é (3.14)
implikuje, ze h"(uy) # h"(uz2). Ponadto z faktu, ze o > 1 mamy

Qa(h*(u1) = h*(u2)) = Q(h"(u1) — h*(ug)).
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Poniewaz h*(u1), h"(uz) € W (0) oraz h(ui) # h"(uz), wiec na mocy Lematu
3.8 mamy

W takim razie h" jest dyskiem ()-horyzontalnym i @),-horyzontalnym. Fakt, ze h"
jest dyskiem @),-horyzontalnym o promieniu ¢ wynika z tego, ze h; jest takim dyskiem
dla dowolnego 7 € N.

Pozostato wykazac, ze

W v(0) N {Q < ¢} € h*(BL). (3.17)

Wezmy dowolne p € Wir— v(0) N {Q < c}. Wowezas, na mocy réwnosci (2.10) z

Lematu 2.12, dla pewnego u € B, mamy

p=n""(u,m,p).

Oznaczajac
q = h"(u),

w konsekwencji (3.14) dostajemy
g=n"(u,myq).
W takim razie korzystajac z wtasnosci (2.11) z Lematu 2.12

Qalp —q) <0.

Z drugiej strony p,q € Wiz y(0), tak wiec Wniosek 3.9 pociaga za soba réwnosé

p = q. Pokazalidémy wiec, ze p € h*(B,,), co implikuje inkluzje (3.17). 0

Dowdd (Twierdzenia 3.5) Pokazemy w jaki sposéb skonstrutowaé funkcje y* z tezy
Twierdzenia 3.5. Niech A" bedzie dyskiem horyzontalnym z tezy Twierdzenia 3.10.
Woéwezas h* jest dyskiem ()-horyzontalnym w N oraz dyskiem @,-horyzontalnym o
promieniu ¢ = a? — 1 = a*72, gdzie

Tw=V1—a2,

Ustalmy = € B,(7,). Zauwazmy, ze z tego, ze \/c = ar, oraz na mocy Lematu
2.11, istnieje jednoznacznie wyznaczone u(z) € B, dla ktérego

mh* (u(x)) = z.
Poniewaz {Q, < a?72} D (Eu(Fu) X R5>, wiec na mocy Twierdzenia 3.10
Wi 5 (0) N (Bu(Fu) x R*) = h*(B,) N (Bu(F) x R*)
= {(@,mh" (u(@))) : @ € Bu()}

W takim razie mozemy zdefniowaé¢ funkcje y* jako

y*(x) = myh"(u(z)).
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Pozostalo wykaza¢, ze y" spelnia warunek Lipschitza. Obierzmy dowolne 1,22 €
B, (7). Poniewaz h* jest dyskiem (-horyzontalnym, wiec

Q (h*(u(z1)) — h*(u(z2))) > 0.
W konsekwencji powyzszego
|21 = al|* — [ly" (1) — y*(x2)|* > 0,
co dowodzi, ze y* spetnia warunek Lipshitza ze stata L, = 1. O

Ponizej prezentujemy jeszcze jeden wniosek z Twierdzenia 3.5. Wniosek ten be-
dzie mial kluczowe znaczenie w pdzniejszym dowodzie analogicznego twierdzenia dla
uktadow generowanych przez réwnania rézniczkowe.

Whniosek 3.11 Niech funkcja f spetnia zatozenia Twierdzenia 3.5. Wowczas dla do-
wolnego punktu p € Wf}m—mN(O)ﬁ(Eu(ﬂ) X RS) i dowolnej trajektorii w tyl (..., p_1,po)
tego punktu w N zachodzi

lp—ill < V2(v/ma) ™ (3.18)
dla kazdego v € N.

Dowdd Niech p € Wiz (0)N (Eu(?u) X ]R5> i niech (...,p_1,po) bedzie trajektoria
w tyt punktu p w N. Ustalmy ¢ € N. Z definicji zbioru silnie niestabilnego dostajemy
p—i € Wim= n(0). Pokazemy teraz, ze

p_i € {Q > 0}. (3.19)

Zauwazmy, ze z definicji zbioru silnie niestabilnego, dla dostatecznie duzego ip € N
mamy

P—i—ig € (Pu(Fu) X ]Rs) .
Korzystajac z Twierdzenia 3.5 istnieje g € B, (7,), dla ktérego
P—i—io = (%0, y"(20)).
Poniewaz y* spelia warunek Lipschitza ze stala 1 oraz y*(0) = 0, wiec
QP-i-in) = Q(p-i—io — 0) = [lzo = Ol = [ly" (o) =y (O)|I* > 0.
Korzystajac z faktu, ze 0 jest punktem stalym odwzorowania f, (Q,m) warunkéw
stozka, oraz tego, ze (p—;))_. .. C N mamy wiec

0 < QP-i—io) <m'Q(f(p=iziy)) = M ' Q(Pizips1) < ... <m °Q(p-y).

Pokazuje to (3.19). W takim razie punkt p oraz jego trajektoria w tyt (..., p_a,p—_1, o)
spetniaja zatozenia Lematu 3.6. W konsekwencji

Ip=ill < 2102 = 1)1 Q)] (vVima) ™ (3.20)

Inkluzja (3.19) jest spetniona dla dowolnego i € N, w szczegdlnosci 0 < Qa(po) =
Qa(p). Korzystajac z tego, nieréwnosci > 1 oraz z faktu, ze 7, (p) € B,(7,) mamy

0<Q(p) <Qalp) <a?|m(p)| <a%? =a*1—a?)=a®—1.

Z powyzszego, na mocy (3.20) dostajemy (3.18). 0



3.2. Twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie stabilnej i niestabilnej 47

3.2.2. Rozmaitos¢ silnie stabilna

Niech dana bedzie ciggta funkcja
f:D— D,

gdzie D C R* x R® = R" jest zbiorem otwartym. Niech N C D bedzie dane rownoscig
(2.2). Zatézmy, ze f ma punkt staly nalezacy do wnetrza zbioru N, to znaczy

" € Int(N) : f(p") = p".
Podobnie jak w poprzednim rozdziale, dla uproszczenia przyjmiemy, ze
p*=0.

Ponadto ustalmy « € (0,1).
Przechodzimy teraz do wypowiedzenia twierdzenia dotyczacego istnienia rozma-
itodci silnie stabilnej dla odwzorowania spetniajacego warunki stozka.

Ay

SN

Wl:/”la./\«( )

=V

Rysunek 3.2. Interpretacja geometryczna Twierdzenia 3.12. Czesé zbioru silnie
stabilnego W\S/mme(O) znajdujaca sie w pasie R* x B, (\/1 — a2> jest wykresem
pewnej funkeji z°(y).

Twierdzenie 3.12 Niech N = B, x B, oraz niech a € (0,1). Niech dane bedzie
cigglte odwzorowanie f : D — D, gdzie N C D C R* x R®, dla ktérego f(0) = 0.
Zatéimy, zem > my > 0, my < 1. Oznaczmy vs = /1 — a?. Jezeli f spetnia warunki
stozka dla (Qq,mea) i (Q,m) w N, to istnieje funkcja x° : B4(Fs) — By, dla ktérej

Wi n(0) N (R x By(7,)) = {(«*(y).y) : y € Bu(7) }
Co wiecej, x° spelnia warunek Lipschitza ze statqg Ly = 1.

Dowdd Dowdd twierdzenia znajduje sie na koncu tego rozdziatu, po dowodzie Wniosku
3.16. .
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Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 3.12, przedstawimy wyniki analogiczne
do wynikéw z poprzedniego rozdziatu, dotyczace tym razem zachowania trajektorii w
przod funkcji speliajacej warunki stozka.

Zaczniemy od pokazania, ze trajektoria w przdéd dowolnego punktu lezacego w
przecieciu zbioru N z odpowiednim stozkiem ujemnym zbiega do punktu statego
funkeji (tj. w naszym przypadku do p* = 0) w tempie wykladniczym. Wskazemy
rowniez wspotezynnik tej zbieznosci.

Lemat 3.13 Niech U ={Q <0} NN ¢ niech p € U. Przypusémy, ze (po, p1,p2, - --)
jest trajektorig w przoéd punktu p w U. Jezeli f(0) = 0 ¢ odwzorowanie f spelnia wa-

runki stozka dla (Qa, ma) w N z pewnym o € (0,1), to dla C(p) = \/2 [(a? —1)71Q. (p)|

¢ dowolnego 1 € N, zachodzi nieréwosé

Ipill < Cp) (vma)'

Dowod Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Lematu 3.6.
Niech p; = (z;,y;). Poniewaz a € (0,1) oraz p; € U = {Q < 0} N N, wiec

2 2 2
o |zl < |l < flwall” - (3.21)
W takim razie
Qal@i, yi) = & [lzl|* = |lysl” < 0,

co implikuje, ze p; € {Q, < 0}. Z warunkéw stozka dla (Q,, m,) dostajemy, ze dla
dowolnego ¢ € N,

0> Qo (pi) = Qu (f (pi=1) — £(0)) > maQa(pi1 — 0) = MaQa(pi-1).

W konsekwencji dla dowolnego ¢ € N,

Mo Qa (P0) < Qa(pi)- (3.22)

Poniewaz a € (0,1), wiec z (3.21),
2 2 2 2
Qa(pi) = o [lzill” — llyill” < (@® = D) [lys]|” < (@ = 1) [l

skad na mocy (3.22), nieréwnosci o < 1 oraz tego, ze Qn(p) = Qa(po) < 0, dla
dowolnego 7 € N mamy

sl + il < 2(0 = )7 Qa(p:)
< 2(e” = 1) "' mgQa (po)
=2|(* = 1)7'Qu (p)] i, (3.23)
O

co nalezalo wykazac.

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy parametr m, z zatozenia Lematu 3.13 spelnia
nierownos¢ m, < 1, to trajektoria punktu p € U zbiega do punktu 0 w tempie wy-
ktadniczym ze wspétczynnikiem zbieznosci (\/mg). Lemat 3.13 oraz definicja silnego
zbioru stabilnego (zob. Definicja 3.1) pociagaja wiec za soba nastepujacy wniosek.
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Wnhniosek 3.14 Niech U = {Q < 0} NN i niech p € U. Przypusémy, Ze istnieje
trajektoria w przod punktu p w U. Jezeli f(0) = 0 ¢ odwzorowanie f spelnia warunki
stozka dla (Qu,me) w N z pewnymi o € (0,1) oraz my < 1, to

p € Wimzn(0).

Okazuje sie, ze jezeli funkcja f spelnia odpowiednie warunki stozka, to punkty
z lokalnego zbioru silnie stabilnego musza leze¢ w odpowiednich stozkach ujemnych.
W konsekwencji zbidr silnie stabilny jest wykresem pewnej funkcji. Obserwacje te
formutujemy jako wniosek z kolejnego lematu.

Lemat 3.15 Zatozmy, ze m > my > 0 oraz m, < 1. Jezeli f spetnia warunki stozka
dla (Q,m) w N i f(0) = 0, to dla dowolnych q,q € W\s/m—mN(O) takich, ze q # q
zachodzi nierownosé
Qg—q) <0 (3.24)
Dowéd Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Lematu 3.8.
Niech ¢,q € Wf/m—a ~(0) beda takie, ze ¢ # ¢. Rozumujac nie wprost zalézmy, ze
nier6wno$¢ (3.24) nie jest spelniona. Zachodzi wigc nier6wnosé

Qa—q) =0. (3.25)

Niech (qo, q1,---) i (Go, G, - - -) beda trajektoriami w przéd w N odpowiednio punktéw

q i q. Poniewaz q,q € Wf/m—a ~» wiec dla dowolnego 7 € N spelnione sg nieréwnosci

la:l < € (vVima)', @l < C (Vima)', (3.26)

gdzie C jest pewna dodatnig stala.
Z uwagi na to, ze ¢ # ¢, dla dowolnego ¢ € N mamy ¢; # ¢;. W takim razie z
(@, m)-warunkéw stozka oraz na mocy (3.25) dla dowolnego ¢ € N zachodzi

0<Q(qg—7q)

=@ (QO - q~0>

<m™'Q (f(q) — f(do))

=m'Q (g — ¢)

< ...

<m™'Q (¢ — G) -
Z powyzszego dostajemy, ze dla kazdego i € N

g — @l> > 1Q (@ — @) > m™Q (¢ — @)| > 0. (3.27)

Poniewaz m > m,, wiec (3.26) i (3.27) daja sprzecznosé, co dowodzi (3.24). 0

Whniosek 3.16 Zatoimy, ze m > my, > 0 oraz my < 1. Jezeli [ spelnia warunki
stozka dla (Q,m) w N i f(0) = 0, to dla dowolnych q,§ € W3- \(0) zachodzi
implikacja

=T = q=1q (3.28)
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Dowéd Niech m,q = m,q dla q,q € Wf/m—mN(O). Na mocy Lematu 3.15

. 112 112 112
0>Q(q—q) =llm (g =PI = llmy (¢ = D" = [z (¢ = D
Stad musi zachodzi¢ m,q = 7,q, co prowadzi do tezy. 0
Przechodzimy teraz do dowodu Twierdzenia 3.12.

Dowdd (Twierdzenia 3.12) Pokazemy w jaki sposob skonstruowaé funkcje x* z Twier-

dzenia 3.12. Niech
s = V1— a2

Ustalmy g, takie, ze ||yo|| < 7s. Zdefiniujmy odwzorowanie hg : B, — N, jako
ho(x) = (s, yo) - (3.29)

Woéwezas hg jest dyskiem @Q-horyzontalnym w N o promieniu

c=7 |yl <P =1-a

Ponadto, dla dowolnego = € B,

Qo (ho(2)) = = [lgol® = (72 = lgol®) = 72 = c = (1 —?),

co oznacza, ze spelnione sa zatozenia Lematu 2.17. Stosujac Lemat 2.17 inducyjnie,
otrzymujemy ciag dyskéw @-horyzontalnych w N, ktore oznaczymy przez h;, dla
1=20,1,.... Dyski te dane sa rownoscia h;y; = 71\1 w konwencji Lematu 2.15.
Korzystajac z powyzszej konstrukeji pokazemy, ze dla dowolnego punktu y, €
B, (7y) istnieje jednoznacznie wyznaczony punkt g € W, ~(0) spemiajacy m,q = yo.
Poszukiwany punkt g bedzie przy tym postaci ho(z) dla pewnego z € B,.
Dla dowolnego 7 € N oznaczmy

pii = hi(0).
Zauwazmy, ze wprost z definicji dysku horyzontalnego dostajemy warunek

TP = 0. (3.30)
Nasza konstrukcja implikuje, ze istnieje p;; 1 € h;_1(B,) C N, dla ktérego

Dii = f(pi,i—l)~

W takim razie na mocy (3.30) oraz z tego, ze f spelia warunki stozka dla (Q,m) i
f£(0) =0, mamy
0> Qpii) = QUf (Pii-1)) = mQ(pii—1)-

W konsekwencji p;;—1 € {@ < 0}. Rozumujac indukcyjnie dostajemy, ze istnieje
trajektoria w tyl (pis, pii—1,Pii2,---,Pi0) punktu p;;, taka, ze dla dowolnego k =
0,1,...,

Pii—k € hi—x(B,) N{Q <0} C NN {Q <0}, (3.31)
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Ciag (pio; i1 - - - Pisi) jest wige trajektoria w przéd punktu p; = pip w N N{Q < 0}.
Zauwazmy przy tym, ze p; € ho(By).
Z tego, ze ho(B,) jest zwarty, dostajemy, ze zbiér

Alyo) = {q € ho(B.) : llim pi, = q, dla pewnego i, — —i—oo} : (3.32)
—00
jest niepusty. Wezmy wiec ¢ € A(yp) i niech
lim p;, = q. (3.33)
l—o0

Pokazemy, ze punkt ¢ znajduje sie w Wi ~(0). Dla dowolnego i € N niech ¢; =
fi(q). Woéwezas na mocy (3.33), ciagtosci f, inkluzji (3.31) oraz zwartosci zbioru

NN{Q <0},

¢i = f(lim py) = lim f'(py)= lim pi; € NN{Q < 0}.
Widzimy wiec, ze (qo, q1, - - .) jest trajektoria w przéd punktu ¢ w N N {Q < 0}. Na
mocy Wniosku 3.14 punkt ¢ lezy wigc w W’z ~(0).

Pokazemy teraz, ze zbiér A(yy) jest jednoelementowy. Niech ¢, § € A(yo). Pokaza-
liSmy, ze wowczas ¢, q leza w Wi \(0). Z drugiej strony poniewaz A(yo) C ho(Bu),
wiec na mocy (3.29),

Tyq = Tyd = Yo. (3.34)
W takim razie z uwagi na to, ze f spelia warunki stozka dla (Q,m), gdzie m > m,,
na mocy Wniosku 3.16 zachodzi réwnosé¢ ¢ = ¢. Mozemy wiec zdefiniowaé¢ funkcje x*
jako

7°(y0) = m2q(Yo),

gdzie {q(y0)} = A(yo). Zauwazmy, ze wéwezas (2°(yo), yo) € By X Bs(Ts).

Pokazemy teraz, ze z° spelnia warunek Lipschitza. Obierzmy dowolne y;,y, €
B,(7,). Korzystajac z tego, ze f spelnia warunki stozka dla (Q,m), gdzie m > mg, z
Lematu 3.15 dostajemy

Q (q(y1) — aly2)) < 0.

W konsekwencji powyzszego

2°(y1) — 2°(w2)|* = lly1 — wl[> <0,

co dowodzi, ze x° spelia warunek Lipshitza ze stala L, = 1.

Funkcja z* zostala przez nas zdefiniowana na kuli otwartej By (7). Rozwazmy jej
przedtuzenie ciagle na kule domknieta B,(7,) (przedtuzenie takie istnieje z uwagi na
jednostajna ciagtosé z%).

Niech wigc teraz yo € 0Bs(7s) i niech p = (2°(yo),yo). Pozostalo wykazaé, ze
pE W\“”/m—a’N(O), oraz dla dowolnego p € W\“f/m—mN(O) réwnosé¢ m,p = m,p pociaga za
sobg p = p. Zauwazmy, ze ciag (p;) % dany jako

pi=fp)=f"| lim (°(y).y) |,

Yy—yo
YyEBs(rs)
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jest trajektoria w przod punktu p. Co wiecej z uwagi na ciagto$¢ f mamy

pi= lim f(2°(y),y)

Y—=Yo
yeBs("'s)
Poniewaz dla dowolnego y € B;(7) punkt (z°(y),y) lezy w Wim— \(0), wiec rowniez
jego trajektoria w przdd lezy w Wf/m—a’N(O). W takim razie na mocy Lematu 3.15
mamy

QUf (2 (y),y)) = Q(f'(z°(y),y) — 0) < 0.
Stad .
(2% (y),y) € Nn{Q < 0}.

Zwarto$é zbioru N N {Q < 0} pociaga wiec za soba inkluzje p; € N N {Q < 0}.
W takim razie z Wniosku 3.14 dostajemy, ze p € Wf/m—a ~(0). Zauwazmy ponadto,
ze zdefiniowany przez nas punkt p jest jedynym punktem z Wf/m—a ~(0) speliajacym
TyP = Yo, co jest natychmiastowsg konsekwencjg Wniosku 3.16.

Wykazalismy wiec, ze zbior W\S/m—a ~(0) jest na zbiorze R* x B,(7,) wykresem
funkcji z°. 0

3.3. Zaleznos¢ rozmaitosci od parametru odwzorowania

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej dysponujemy przedzialem parametrow 6 =
[0,0] C R, przy czym —oo < § < 0 < +00, oraz rodzina funkcji { fp}gcs indeksowang
parametrem 6 spehiajaca dla dowolnego 6

fgiD—)D,

gdzie D C R" x R®* = R" jest zbiorem otwartym. Bedziemy przy tym zaktadac,
ze odwzorowanie (0,p) — fa(p) jest ciagle zaréwno ze wzgledu na parametr 6 jak i
zmienna p.

Niech N C D bedzie dane réwnoscig (2.2). Zalézmy, ze dla dowolnego 6 punkt 0
jest punktem statym odwzorowania fy. Dla pu > 1 przez

W;j,N(O; f9)7

oznaczmy zbior silnie niestabilny punktu statego 0 odwzorowania fy ze wspotczynni-
kiem ekspansji p w otoczeniu N.

Przypusémy, ze istnieja parametry «, m,, m takie, ze dla dowolnego 6 € 6 odwzo-
rowanie fy spetnia zatozenia Twierdzenia 3.5. Oznaczmy

Fo=VI—a®.

Wéwezas na mocy Twierdzenia 3.5 istnieje rodzina funkcji {yg }oco, takich ze yj :
B,(7,) — B, dla ktérych zachodza réwnosci

W (05 £o) 0 (Bu(Fu) x RY) = {(2,4§(2)) : & € Bu(7) }- (3.35)

Lemat 3.17 Dla dowolnego ustalonego x € B,(7,) odwzorowanie 0 — yi(x) jest
ciggte w przedziale 6.
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Dowéd Ustalmy z € B, (7). Niech 6 € 0 i dobierzmy ciag {0 }ren C 0 spelniajacy
limg ., o 0, = 0. Bedziemy chcieli dowies¢, ze

lim g () =y (2). (3.36)

Oznaczmy

U

py = (z,y4(x)) oraz p; = (x,y¢(x)) dla dowolnego k € N.
Zauwazmy, ze zbieznosé¢ (3.36) jest réwnowazna zbieznosci

i pit = . (3.37)

Poniewaz pi € N oraz N jest zbiorem zwartym, wiec powyzszy warunek jest natomiast

réwnowazny temu, ze dowolny podciag zbiezny {pj, }iey ma granice réwna py. Niech
wiec {k; hien bedzie taki, ze lim;_, o ky = +00 oraz dla pewnego g € N zachodzi

lim pyp =q. (3.38)

=400

Dla dowolnego k£ € N mamy
ph € Wi n(0; fo,) N (Bu(7) x RY) .

Y oznaczmy trajektorie w tyt punktu pi w N wzgledem odwzorowania

=400

Przez (pi ;)
Jo,.-
Z ciggu {pj, 1 hien C N wybierzmy podciag zbiezny {p} _;}ien i oznaczmy jego
granice przez ¢_,. Zauwazmy, ze wowczas na mocy (3.38) mamy
g= lim pp = lm fo P, 1) = fola),

m——+00

przy czym w ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z tego, ze odwzorowanie (0, x) — fy(x)
jest ciggte zarowno wzgledem 6 jak i wzgledem x. Postepujgc indukcyjnie konstru-
ujemy ciag {q_; }ien C N, ktorego elementy spetniaja

f9(Q—z'—1) = 4.
0

Przyjmujemy przy tym ¢y = q. Widzimy wiec, ze wowczas (¢—;);— ., jest trajektoria

wstecz punktu ¢ w N wzgledem odwzorowania fj.
Z drugiej strony korzystajac z Wniosku 3.11 dostajemy, ze dla dowolnego ¢+ € N i

[ € N zachodzi nieréwnosé _
‘ p}il,_i < \/ﬁ(v Mma) "

Implikuje to, na mocy konstrukcji ciagu q_;, ze

lg—ll < V2(v/ma) ™.

Stad na mocy Definicji 3.2
¢ € Wl n(0; f,) 0 (Bu(F) x R?).
W takim razie na mocy (3.35) musi zachodzi¢
q = Dp,

co konczy dowdd. 0
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W podobny sposdb mozemy potraktowac kwestie zaleznosci silnej rozmaitosci sta-
bilnej od parametru 6. Dla 0 < u < 1 przez

S,N(O; o),

oznaczmy wiec zbior silnie stabilny punktu statego 0 odwzorowania fy ze wspotezyn-
nikiem kontrakcji p w otoczeniu N.

Przypusémy, ze istnieja parametry a, m,, m takie, ze dla dowolnego 6 € 8 odwzo-
rowanie fy spetia zatozenia Twierdzenia 3.12. Oznaczmy

s =V1—a2

Woéwcezas na mocy Twierdzenia 3.12 istnieje rodzina funkcji {z}}ecq, takich ze zj :
Bg(75) — By, dla ktérych zachodza réwnosci

W (03 fo) 0 (R® x Ba() = {(25(v).9) 1 y € BalF) }-

Lemat 3.18 Dla dowolnego ustalonego y € By(Ts) odwzorowanie 6 — x5(y) jest
ciggte w przedziale .

Dowdd Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Lematu 3.17. 0

3.4. Weryfikacja istnienia rozmaitosci silnie stabilnych i
niestabilnych w praktyce

Rozwazymy teraz sytuacje, gdy naszym celem jest weryfikacja istnienia rozmaito-
Sci silnie niestabilnej lub silnie stabilnej dowolnego punktu statego p* = (z*,y*) w
otoczeniu bedacym iloczynem kartezjanskim kul o zadanych promieniach r,,rs > 0.
Zdefiniujmy wiec zbiér N(p*,r,,7s) jako

N(p*,ru,7s) = Bu(z",70) X Bs(y™,75). (3.39)

Przedstawimy teraz dwa twierdzenia, analogiczne do Twierdzen 3.5 oraz 3.12, pozwa-
lajace wykazaé, ze zbidr silnie niestabilny (odpowiednio silnie stabilny) dowolnego
punktu statego p* w jego otoczeniu N (p*, ry,rs) jest wykresem pewnej funkcji ciaglej.

Twierdzenie 3.19 Niech p* = (z*,y*) € R* x R® oraz ry,rs > 0. Niech dane
bedzie ciggle odwzorowanie f : D — D, gdzie N(p*,r,,rs) C D C R* x R*, dla
ktérego f(p*) = p*. Zaléimy, ze dla = ™= oraz pewnych o > 3, my > mg > 0,

me > 1, f spelnia warunki stozka dla (Qq, mua) i (Qg,mg) w N(p*,ry,rs). Oznaczmy

-2 . _
Ty ="Tu\/1 — (%) . Wowczas istnieje funkcja y* : By (z*,7,) = Bs(y*,rs), dla ktorej

Wi N () 0 (Bula™, 7)) x RY) = {(2,9"(x)) s # € Bu(a", 7). (3.40)

u

Co wiecej, y* spetnia warunek Lipschitza ze stalg L, = .

Dowdd Zdefiniujmy odwzorowanie afiniczne & : R* x R® 5 (&,9) — (x,y) € R* x R?
rownosciag
§(2,9) =p* + (ru, 759).
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Ay
Ay \
Il/&w,f\“'(])*‘r'“,r,) (p* f)
W n (05 )

4 F

{llz =" =7} Q" (0)

sy

{Qa=a—1} (il = Vi—a 7}

Rysunek 3.3. Interpretacja geometryczna Twierdzenia 3.19. Liniowa zamiana
wspolrzednych € jest tak dobrana, zeby £(N) = N(p*,ry,7s). W nowych wspél-
rzednych spelnione sa zalozenia Twierdzenia 3.5. Zbiér silnie niestabilny w nowych
wspoirzednych na przecieciu ze zbiorem B, (V1 —&=2) x R® (dla & = 3), Jest
wykresem pewnej funkcji §* spelniajacej warunek Lipschitza ze stala 1.

Wybér odwzorowania £ jest motywowany faktem, ze
E(N) =N, ru,7s)-

Rozwazmy odwzorowanie f : €1(D) — £71(D) dane jako
f=¢tofoc (3.41)
Pokazemy, ze f spetnia zatozenia Twierdzenia 3.5. Zauwazmy, ze
fO)=¢"ofog0)=¢"o f(p) =€ ") =0.

Ponadto, dla ustalonych ~,m, > 0 oraz dowolnych p;,p, € N, oznaczajac ¢ =
£(p1); g2 = &(p2), mamy

Qy(p1 — p2) = V2 Imelqr — @) |)* — 72 1wy (@ — @) ||
=12 (V82 Imalar — @2)|* = Imy(ar — @2)II”)
= 7’;2@75((11 - (]2)-

Korzystajac z powyzszego oraz réwnosci (3.41), na mocy ktorej f(q) = £(f(p;)) dla
i € {1,2}, dostajemy réwnosé

Qy(F(p1) = F(p2)) = m,Qy (01 = p2) = 1% (Qr5(f (@) — F(42) — 11, Qplar — a2).-

Widzimy wiec, ze f spelnia warunki stozka dla pary (Q~, m) w zbiorze N wtedy i
tylko wtedy, gdy f spelnia warunki stozka dla pary (Q.z, m,) w zbiorze N (p*,ry,7s).

W takim razie na mocy zaltozen twierdzenia dostajemy, ze f spelnia warunki stozka
dla par (@), mg) oraz (Q%,ma) w zbiorze N. Mamy przy tym

(6]
—>1, mqg>mg>0, myg > 1.

B
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Pokazuje to, ze f spelnia zatozenia Twierdzenia 3.5. Na jego mocy dostajemy istnienie
funkeji g* : B, (7)) — B, dla ktérej

Wi n (03 ) 0 (Bu(i) x R?) = {(&,5"()) : & € Bu()} , (3.42)
gdzie
Fu= 41— (g) . (3.43)

Co wiecej, y* spetnia warunek Lipshitza ze stalg L,=1.
Przeksztalcajac obie strony réwnosci z (3.42) przez odwzorowanie £ dostajemy
réwnosé (3.40) z tezy dowodzonego twierdzenia, przy czym funkcja y* dana jest jako

yi(@) =y g (7 @ = 2).

dla dowolnego x € B, (z*,r,%) = Bu(x*, 7). Z tego, ze §j* spetnia warunek Lipschitza
ze stalyg 1 dostajemy, ze tak zdefiniowane y* spetnia warunek Lipschitza ze statg

e , ,
L,=1=p,co konczy dowdd. 0

Podobnie jak w przypadku rozmaitosci silnie niestabilnej, gdy naszym celem jest
weryfikacja istnienia rozmaitosci silnie stabilnej dowolnego punktu statego p* w oto-
czeniu N (p*, ry, rs) danym réwnoscia (3.39), mozemy postuzyc¢ si¢ nastepujacym twier-
dzeniem.

Twierdzenie 3.20 Niech p* = (z*,y*) € R* x R® oraz ry,,rs > 0. Niech dane
bedzie ciggle odwzorowanie f : D — D, gdzie N(p*,r,,rs) C D C R* x R*, dla
ktorego f(p*) = p*. Zaléimy, ze dla B = ™= oraz pewnych o < 8, mg > mq > 0,
me < 1, [ spetnia warunki stozka dla (Qa,mz) i (Qg, mg) w N(p*,ry,rs). Oznaczmy

2 _ _
Ts =71/l — (%) . Wowezas istnieje funkcja x® : Bs(y*,7s) — Bu(x*, 1), dla ktorej

W Ny (@) 0 (R X By, 7)) = {(2°(9),9) 1 y € Bo(y",7) } -

Co wiecej, x° spetnia warunek Lipschitza ze stalg Ly = 371
Dowdd Dowdd twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 3.19. g

Zauwazmy, ze dzieki odpowiedniemu grupowaniu wspétrzednych i dobraniu w kaz-
dym przypadku innych dlugosci promieni 7, rs do zbioru N(p*,r,,rs) mozemy mie¢
mozliwos¢ zastosowania obu Twierdzen 3.19 i 3.20 do tego samego odwzorowania w
celu znalezienia rozmaitosci (odpowiednio) silnie niestabilnej i silnie stabilnej.

Opiszemy teraz jak w praktyce wyglada mechanizm postepowania w takim przy-
padku. Rozwazmy odwzorowanie f = f(v,0,2) : D — D, gdzie D C R™ x R" x R"3,
dla ny + ng +ng = n. Niech p* = (v*, 6%, 2*) bedzie punktem staltym odwzorowania f.
Przypu$émy, ze dynamika odwzorowania f na poszczegélnych wspétrzednych (v, 0, z)
jest odpowiednio silnie niestabilna, staba i silnie stabilna.

Twierdzenia 3.19 oraz 3.20 zastosujemy do odwzorowan odpowiednio f*, f* otrzy-
manych z odwzorowania f poprzez odpowiednig zamiane (a doktadniej grupowanie)
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wspotrzednych. Ustalmy R > r > 0. W celu weryfikacji istnienia rozmaitosci silnie
niestabilnej punktu p* w pewnym jego otoczeniu N" postaci

NY = Fnl ('U*, R) X §n2+n3((9*7 Z*>,T),

rozwazmy zamiane wspotrzednych £* : R x R® 5 (z,y) — (v,60,2) € R™ x R™ x R"3|
gdzie u = ny, s = ny + ng, spetniajaca

(€))7 (v, 0, 2) = (v, (6, 2))

Odwzorowanie f w nowych wspétrzednych ma postaé

fUa,y) =€) o fo&(z,y)

Przypusémy, ze dla tak zdefiniowanego odwzorowania f* istniejg state au,, By, My, m
spelniajace o, > %, Bu = 5, My > 1 oraz 0 < m < m, takie, ze f* spelnia warunki
stozka dla par (Qa,ma), (Qs, mg) w zbiorze N((z*,y*), R,r), gdzie a« = oy, § = B,
Me = My, mg = m. Wowczas f* spelnia zatozenia Twierdzenia 3.19, na mocy ktoérego
spetniona jest réwnosé

W Ny (@507 £ 0 (Bua®, 7)) x RY) = {(,y"(x)) : 7 € Bu(a”, 7)} -

Przechodzac w powyzszym do oryginalnych wspotrzednych dostajemy

W e (0%5.F) 0 (B (07, 7) X R™ X R™) = {(v, (8", 2")(v)) : v € By (v°,7) }

—2
przy czym 7, = Ry/1— (g—u) . Ponadto funkcja w* : v — (0%(v),2%(v)) spelnia
warunek Lipschitza ze stata .

Podobnie postepujemy w celu weryfikacji istnienia rozmaitosci silnie stabilnej

punktu p* w pewnym jego otoczeniu N?® postaci
N* = By, 10, (v5,0%),7) X B,,(2", R).

Rozwazmy wiec zamiane wspélrzednych &% : R* x R®* 5 (z,y) — (v,60,2) € R™ X
R™ x R™ gdzie u = ny + ny, S = ng, spetniajaca

(£ (v,0,2) = ((v,0),2)

Odwzorowanie f w nowych wspétrzednych ma postaé

folay) = (&) o fol(x,y)

Przypusémy, ze dla tak zdefiniowanego odwzorowania f* istnieja state ay, 85, ms, m
spetiajace ay < % Bs = %, ms < 1 oraz 0 < my < m takie, ze f*® spelnia warunki
stozka dla par (Qa, ma), (Qz, mg) w zbiorze N((z*,y*),r, R), gdzie o = a5, 5 = fs,
me = ms, mg = m. Wowczas f* spelnia zalozenia Twierdzenia 3.20, na mocy ktérego

spelniona jest rownosé

W s (@) rar) (&5 97 F5) N (R“ x By(y", ?s)) = {(xs(y), y) 1y € By(y", ?s)}-
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Rysunek 3.4. Rozmaito$ci punktu stalego odwzorowania f: silnie niestabilna i
silnie stabilna w otoczeniach odpowiednio N* i N® zamkniete w stozkach odpo-
wiednio dodatnim indukowanym przez ()g, oraz ujemnym indukowanym przez g, .

Przechodzac w powyzszym do oryginalnych wspotrzednych dostajemy

Wens (073 ) 0 (R™ X R™ x By, (27,7)) = {((v",60°)(2), 2) : 2 € By (2", 75) },

2
przy czym 7, = Ry/1— (%) . Ponadto funkcja w® : z — (v*(z),0°(z)) spelnia

warunek Lipschitza ze stata .

Uwaga 3.21 W praktyce dazymy do tego, zeby wybrane przez nas promienie r i R
spelnialy R > r, natomiast parametry «,, oy byt tak dobrane, zeby 7, ~ R oraz
Ts & R t], zeby a, >  oraz a, K %.



Rozdzial 4

Rozmaitosci silnie stabilne i silnie
niestabilne dla réwnan rézniczkowych

Pojecia i twierdzenia przedstawione w Rozdziale 3 dotyczyty dyskretnych uktadow
dynamicznych. Podobne wyniki mozna uzyska¢ w przypadku ciggtych uktadéw dy-
namicznych zadanych przez réwnania rézniczkowe. Wyniki te przedstawiamy w tym
rozdziale.

4.1. Podstawowe definicje

W rozdziale tym zajmiemy sie autonomicznym réwnaniem rézniczkowym

P =F(p), (4.1)

gdzie odwzorowanie
F:D—R"

klasy C' zdefiniowane jest na pewnym obszarze D C R". Przypomnijmy, ze dla
dowolnego py € D przez I(po) = (I (po), I (po)) oznaczamy dziedzing rozwigzania
maksymalnego réwnania (1.6) spetniajacego warunek poczatkowy p(0) = py. Przez
¢(p) oznaczmy potok indukowany przez réwnanie (4.1).

Zat6zmy, ze dla réwnania (4.1) istnieje punkt réwnowagi p* € D.

Wprowadzimy teraz definicje zbior6w silnie niezmienniczych (stabilnych i niesta-
bilnych) zwiazanych z punktem réwnowagi p*.

Definicja 4.1 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu rownowagi p* réw-
nania p’ = F(p) i niech u < 0. Zbiorem silnie stabilnym punktu p* ze wspdlczynnikiem
kontrakcji p w otoczeniu U nazwiemy zbior WiU(p*) zawierajacy wszystkie punkty
p € U spekiajace warunki:

1. I'"(p) = 400 oraz ¢(p) € U dla dowolnego t > 0;

2. istnieje stala C' > 0, taka ze dla wszystkich ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

l6e(p) — p"[| < Ce. (4.2)

Definicja 4.2 Niech U C D bedzie pewnym otoczeniem punktu rownowagi p* réwna-
nia p’ = F(p) i niech p > 0. Zbiorem silnie niestabilnym punktu p* ze wspétczynnikiem
ekspansji 1 w otoczeniu U nazwiemy zbidr W;‘}U(p*) zawierajacy wszystkie punkty
p € U speliajace warunki:

29
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1. I=(p) = —o0 oraz ¢_4(p) € U dla dowolnego t > 0;
2. istnieje stala C' > 0, taka ze dla wszystkich t > 0 zachodzi nieréwnosc¢

[p—i(p) — p*|| < Ce™. (4.3)

Zauwazmy, ze z Definicji 4.1 oraz 4.2 wynika, ze zbiory silnie stabilne (niesta-
bilne) sa podzbiorami zbioréw stabilnych (niestabilnych). Co wiecej do zbioru silnie
stabilnego i zbioru silnie niestabilnego nalezy punkt p*. Stad zbiory te sa zawsze
niepuste.

Ponizej prezentujemy kilka przyktadéw silnych zbioréw stabilnych i niestabilnych
dla pewnych réwnan rézniczkowych.

Przyklad 4.3 Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

/ / 1
(l‘,y) - <I7 2y) :
Zbiorem silnie niestabilnym punktu p* = (0,0) ze wspoétczynnikiem ekspansji % w
U = R? jest zbior R? (ktéry jest réwny zbiorowi niestabilnemu), natomiast zbiorem
silnie niestabilnym punktu p* ze wspotezynnikiem ekspansji 1 w U jest zbiér R x {0}.
Podobnie dla rownania
(@) = (—55 ).
Y 5

zbiorem silnie stabilnym punktu p* = (0,0) ze wspétezynnikiem kontrakeji —% w
U = R? jest zbiér R? (ktéry jest réwny zbiorowi stabilnemu), natomiast zbiorem silnie

stabilnym punktu p* ze wspoétezynnikiem kontrakeji —1 w U jest zbiér {0} x R.

4.2. Twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie niestabilnej

W przypadku gdy zbior W (p*) (lub odpowiednio W (p*)) jest rozmaitoscia, be-
dziemy go nazywaé rozmaitoscig stabilng (odpowiednio niestabilng) punktu p* w U.
Podobnie wprowadzamy pojecie rozmaitosci silnie stabilnych/niestabilnych.

Zaprezentujemy teraz twierdzenie oparte o warunki stozka, ktére pozwala stwier-
dzié, ze zbior silnie stabilny/niestabilny danego réwnania rézniczkowego jest wykre-
sem pewnej funkcji ciagtej (a wiec rozmaitoscia) w pewnym (okreslonym) otoczeniu
punktu réwnowagi.

Niech dane bedzie pole wektorowe

F:D—R",

klasy O, okreélona na pewnym obszarze D C R* x R® = R".
Niech N C D bedzie dane jako (2.2).
Rozwazmy autonomiczne réwnanie rézniczkowe

Zatézmy, ze rownanie to ma punkt réwnowagi nalezacy do wnetrza zbioru N, to
ZNaczy
dp* € Int(N) : F(p*) = 0.
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Dla uproszczenia przyjmiemy, ze
p=0.

jednak jak wykazemy pozniej otrzymane w tym rozdziale wyniki mozna tatwo uogélnic
na przypadek dowolnego p* (zob. Uwaga 4.6).

Ponadto ustalmy « > 1 i niech @), bedzie zdefiniowane réwnoscia (2.1), przy czym
przyjmujac konwencje z poprzednich rozdzialéw, zamiast pisa¢ @)1, bedziemy pisa¢ po
prostu Q.

Przechodzimy teraz do wypowiedzenia najwazniejszego wyniku tego rozdziahu, tj.
twierdzenia o istnieniu rozmaitosci silnie niestabilnej w otoczeniu punktu réwnowagi
dla potoku spetniajacego warunki stozka.

Twierdzenie 4.4 Niech N = B, x B, oraz niech o > 1. Oznaczmy 7, = V1 — 2.
Niech ¢, bedzie potokiem indukowanym przez réwnanie p' = F(p), przy czym F :
D — R", gdzie N C D C R* x R®, jest funkcjq klasy C' oraz F(0) = 0. Przypusémy,
ze istniejg v, > v, V4 > 0 takie, Ze dla dostatecznie matego t > 0, odwzorowanie
¢ spetnia warunki stozka dla (Q,m(t)) i (Qa, ma(t)) w N, gdzie mq(t) = 1+ 2tv,,
m(t) = 1+ 2tv. Wowczas istnieje funkcja y* : B, (7)) — By, dla ktdrej

Wi (0) N (Bu(f) x B?) = {(2.5" (1) 2 € Bu(7u) } (4.4)

Va,

v spetnia warunek Lipschitza ze stalq L, = 1.

Co wiecej, y
Dowdd Niech ty > 0 bedzie tak dobrane, ze spelnione sa ponizsze warunki:

1. dla dowolnego t € (0, to] zachodzi
m(t) > 0;

2. dla dowolnego t € (0, ] odwzorowanie ¢; spelnia warunki stozka dla (Q,m(t)) i
(Qa; ma(t)) w N;

Istnienie takiego ty wynika z zatozen twierdzenia.

Ustalmy t € (0, o). Niech f: D — D bedzie dane jako f(p) = ¢:(p). Z zalozenia
o F' mamy f(0) = ¢;(0) = 0. Co wiecej z uwagi na warunki natozone na ¢y, mamy
m(t) > 0 oraz my(t) > 1 (gdyz v, > 0). Stad na mocy Twierdzenia 3.5, zastosowanego
dla odwzorowania f zachodzi wiec réwnos$é

Wu\/ ma(t),N(O; th) N (Eu(?u) X RS) = {(1’7yl?(x)) SRS Bu(?u)} (45)

gdzie przez Wi‘/mw(o; ¢;) oznaczymy zbidr niestabilny punktu statego 0 dla odwzo-

rowania ¢; ze wsp6tezynnikiem ekspansji \/m,(t) w N. Wystepujaca w (4.5) funkcja
y; speinia przy tym warunek Lipschitza ze staly L, = 1.
Zdefiniujmy y* : B,(7,) — B; jako
Y= Yy

Naszym celem bedzie pokazanie, ze dla tak zdefiniowanego y* zachodzi réwnos¢ (4.4).
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Zaczniemy od pokazania inkluzji

W x(0) N (Bu(F) x R) € {(z,y"(x)) : © € Bu(7)} - (4.6)

Wezmy dowolne p € W (0) N (Eu(Fu) X RS). Na mocy réwnosci (4.5) wystarczy
pokazac, ze

pe W,u/ma(to),N(O; Do) (47)
Z definicji W} n(0) wiemy, ze ¢_(p) jest dobrze okreslone i lezy w N dla dowolnego
t > 0. W takim razie trajektoria w tyl punktu p wzgledem odwzorowania ¢y, tj,

trajektoria dana jako (¢_s,(p))i—, o jest dobrze okreslona i zawarta w N. Co wigcej
dla pewnej statej C' > 0, dla dowolnego i € N

-y (p)]| < Cem0% = C(e20%) 7% < O(1 + 2t0va) F = C (Vmalto))

przy czym w drugiej nieréwnosci skorzystalismy z faktu, ze dla a > 0 mamy 1+a < e“.
W takim razie pokazaliSmy (4.7), a co za tym idzie inkluzje (4.6).
Pokazemy teraz inklugzje

W x(0) N (Bu(F) x RY) O {(x,y"(x)) : © € Bu(7)} - (4.8)

Pierwszym krokiem bedzie wykazanie, ze dla dowolnego k € N zachodzi réwnosé

Y = i, (4.9)

tg -
k

Ustalmy wiec k € N i oznaczmy f = ¢y, oraz g = ¢1,. Na mocy (4.5), aby wykazaé
k
(4.9) wystarczy pokazaé, ze spelniona jest inkluzja

W w0 2 WWN(O? 9). (4.10)
ma(7 ),

o

Obierzmy dowolne p € W“\/i (0; g). Zauwazmy, ze spelniona jest réwnosé
ma(2),N

0

(Fw)_._ = (")

1=+00

0

=400 )

. 0

Poniewaz punkty z (g_”“(p)) - leza na trajektorii wstecz punktu p wzgledem od-

wzorowania g, wiec fakt, ze p € W* 0; g), Definicja 3.2 oraz powyzsza rownosé
g, wie p e %)’N( 9) ] powy

implikuja, ze trajektoria (f _i(p))?: +o0 Jest dobrze okreslona i zawarta w N. Co wigcej

istnieje stata C' > 0, taka, ze dla dowolnego © € N

i —ik to .
)=o) e (o (2))

9 k _% i —1
_C <(1 + VZ%) ) < O (14 2uat) % = c( ma(to)) ,
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k
przy czym w ostatniej nierownosci skorzystalismy z faktu, ze ciag { } jest
k::
iemalej ile a > 0. taki i kazalis /
niemalejacy, o ile a > 0. W takim razie pokazaliSmy, ze p € W\/m 0;f). W
konsekwencji zachodzi inkluzja (4.10), a stad réwnos¢ (4.9).
Przechodzimy teraz do pokazania inkluzji (4.8). Ustalmy wiec x € B,(7,) i

oznaczmy p = (x,yp (x)). Niech ¢t > 0. Niech ciggi (i;);55, (k;);25 € N\ {0}, beda
tak dobrane, zeby

lim k; = 400, (4.11)
Jj—+oo

oraz
lim —t, = 4.12
Jdim o=t (112)

J
Réwnosé (4.12), z uwagi na ciagtosé potoku wzgledem ¢, daje

-t = im0, ) = tim (0n) @

J—+oo J—+oo kj

Na mocy (4.9) oraz (4.5) dla dowolnego j € N mamy

kj

p= (7,94 (7)) € WWW 610) N (Bu(Fu) X R?). (4.13)

<.

Punkty postaci (gb o > ’ (p) leza na (wyznaczonej jednoznacznie) trajektorii wstecz
kj
punktu p wzgledem odwzorowania ¢y . Stad inkluzja (4.13) oraz definicja zbioru
%

silnie niestabilnego w otoczeniu N pociggaja za soba

(¢to> (p) € N.
kj
Po przejsciu do granicy, na mocy zwartosci zbioru /N, mamy
b-ip) € N (4.14)

Ponadto korzystajac z (4.13) oraz Wniosku 3.11 dostajemy, ze spelniona jest nier6w-

nosc¢
(62) "

i

oo () aorse)

2.
k; —va g to
J

__J
Qtoya 2tova
=2 1

J

Na mocy (4.11) i (4.12), po przejsciu w powyzszej nieréwnosci do granicy, dostajemy
lo—e(p)I| < V2e". (4.15)

Konsekwencja powyzszego oraz (4.14) jest inkluzja p € W y(0). Wykazalismy wicc
(4.8), co konczy dowdd. 0
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Whniosek 4.5 Niech bedg spetnione zaloZenia Twierdzenia 4.4. Wowczas dla dowol-
nego p € W y(0)N (FU(?U) X ]Rs) i dowolnego t > 0 zachodzi

lo—e(p)l| < V2e".

Dowéd Nier6wnos$é z tezy jest konsekwencja (4.4) oraz nieréwnosci (4.15) z dowodu
Twierdzenia 4.4. O

Przypusémy teraz, ze naszym celem jest weryfikacja istnienia rozmaitosci silnie
niestabilnej dowolnego punktu réwnowagi p* = (z*,y*) w otoczeniu bedacym ilo-
czynem kartezjanskim kul o zadanych promieniach r,,rs > 0. Niech wigc zbioér
N(p*,ry,rs) dany bedzie jako (3.39). Aby wykazaé, ze zbior silnie niestabilny punktu
p* w otoczeniu N (p*,r,,rs) jest wykresem pewnej funkcji ciagltej mozemy postuzyé
sie nastepujacym twierdzeniem, analogicznym do Twierdzenia 4.4.

Twierdzenie 4.6 Niech p* = (z*,y*) € R* x R® oraz ry,rs > 0. Niech dane bedzie
pole wektorowe F : D — R", klasy C*, gdzie N(p*,ry,rs) C D C R* x R®, dla
ktorego F(p*) = 0 i niech ¢, bedzie potokiem indukowanym przez réwnanie p' = F(p).
Zatozmy, ze dla [ = o= oraz pewnych o > B, vy > vg, vy > 0, dla dostatecznie
matego t > 0, odwzorowanie ¢, spetnia warunki stozka dla (Qa, ma(t)) i (Qg, ms(t)) w

)
N(p*,ru,1s), gdzie mq(t) = 142tv,, ma(t) = 14+2tvg. Oznaczmy 7y = 144/ 1 — (%) )

Wéwczas istnieje funkcja y* : By (x*,7,) — Bs(y*,rs), dla ktérej

W N (@) 0 (Eu(x*fu) X RS) = {(m, y'(z)):x € Eu(x*,?u)} :

U

Co wiecej, y* spetnia warunek Lipschitza ze stalg L, = 5.

Dowdd Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 3.19. 0

Zwracamy uwage, ze wyniki analogiczne do Twierdzen 4.4 i 4.6 dla zbioru silnie
stabilnego mozna uzyskaé przez zmiane znaku rozwazanego pola wektorowego. W
praktyce weryfikacje istnienia rozmaitosci silnie stabilnej punktu réwnowagi p* pola
wektorowego F' bedziemy przeprowadzac rozwazajac pole —F' i w oparciu o Twierdze-
nie 4.6 znajdujac rozmaito$¢ niestabilna punktu p* dla tego pola.

Jak pokazemy w Rozdziale 5, zatlozenia Twierdzenia 4.6 moga zostac tatwo zwery-
fikowane przez komputer. Podkreslamy przy tym, ze sprawdzenie czy potok réwnania
rozniczkowego spetnia warunki stozka, nie bedzie wymagato catkowania réwnania.

4.3. Zalezno$¢ rozmaitosci od parametru réwnania
rézniczkowego
Rozwazmy teraz sytuacje, w ktdrej dysponujemy przedzialem parametrow 6 =
[0,0] C R, przy czym —oo < 6 < 6 < 400, oraz rodzing pol wektorowych {Fp}ocq
indeksowang parametrem 6 spekliajacych dla dowolnego 6
Fy: D — R",

gdzie obszar D C R* x R® = R". Bedziemy przy tym zaktadaé, ze odwzorowanie
(0,p) — Fp(p) jest ciagle ze wzgledu na parametr 6 oraz jest klasy C! ze wzgledu na
zmienna p.
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Zdefiniujmy rodzine autonomicznych rownan rézniczkowych
P = Fo(p), (4.16)

indeksowanych parametrem 6.
Niech N C D bedzie dane réwnoscig (2.2). Zalézmy, ze dla dowolnego 6 punkt 0
jest punktem réwnowagi réwnania (4.16). Dla p > 1 przez

W;;,N(O; F9)>

oznaczmy zbior silnie niestabilny punktu rownowagi 0 rozwazanego réwnania ze wspot-
czynnikiem ekspansji g w otoczeniu N.

Przypusémy, ze istniejg parametry «,v,, v takie, ze dla dowolnego 6 € @ pole
wektorowe Fy spetnia zatozenia Twierdzenia 4.4. Oznaczmy

Tu=ryV1—a2

Wéwezas na mocy Twierdzenia 4.4 istnieje rodzina funkcji {yj}oco, takich ze yg :
B, (7)) — B, dla ktérych zachodza réwnosci

v n (05 Fp) 0 (Bu(Fa) x RY) = {(w,y(x)) : 7 € Bu(7) } - (4.17)
Lemat 4.7 Dla dowolnego ustalonego x € B, (T,) odwzorowanie § — y4(x) jest ciggle

w przedziale 6.

Dowéd Ustalmy x € B,(7,). Niech § € 8 i dobierzmy ciag {0x}ren C 0 spelniajacy
limg 1o 0k = 0. Bedziemy chcieli dowiesé, ze

lim yy (v) = yg (). (4.18)

k—4o00
Oznaczmy

U

pp = (z,y4(x)) oraz p; = (x,yg(x)) dla dowolnego k € N.
Zauwazmy, ze zbiezno$¢ (4.18) jest réwnowazna zbieznosci

lim p} = py. (4.19)

k——+o00

Poniewaz pj! € N oraz N jest zbiorem zwartym, wiec powyzszy warunek jest natomiast
réwnowazny temu, ze dowolny podciag zbiezny {pj; hien ma granice réwna pj. Niech
wiec {k; hien bedzie taki, ze lim;_, o, ky = +00 oraz dla pewnego g € N zachodzi

lim py =q. (4.20)

l—+o00

Dla dowolnego k£ € N mamy
pi € Wi (05 Fp) N (Bu() x R*) .
Korzystajac z Wniosku 4.5 dostajemy wiec, ze dla dowolnego t > 01 [ € N zachodzi

nierownosé
—vqt
< V2e et

6. (1)
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gdzie przez ¢ rozumiemy potok indukowany przez réwnanie (4.16). Z uwagi na
ciagtosé potoku wzgledem parametru, po przejsciu w powyzszej nieréwnosci do granicy
z | — 400 otrzymujemy

o5t < Ve
Stad na mocy Definicji 4.2

q € Wy ~(0; Fp,) N (Pu(Fu) X RS) .
W takim razie na mocy (4.17) musi zachodzi¢
q =Py,

co konczy dowdd. 0



Rozdziat 5

Komputerowa weryfikacja warunkéow
stozka

Niech dla ustalonego o > 0 forma kwadratowa ), : R* x R* — R bedzie dana
przez (2.1). Przez Q, oznaczmy macierz tej formy, tj.

a’ld, 0

0 —Idj ’
Pokazemy teraz w jaki sposéb korzystajac z metod artymetyki interwalowej mozna
zweryfikowaé, ze dane odwzorowanie spetnia warunki stozka. Po raz pierwszy metoda
interwalowa sprawdzenia, ze odwzorowanie spetnia dane warunki stozka, zostala za-
proponowana przez P.Zgliczyniskiego w pracy [46]. W naszej pracy mamy nieco inng
definicje warunkow stozka, jednak weryfikacja tych warunkéw moze zostaé przepro-

wadzona w bardzo podobny sposob.
Rozwazmy najpierw odwzorowanie

f:D—R",
klasy C!, zdefiniowane na pewnym podzbiorze otwartym D przestrzeni R™. Do spraw-
dzenia, ze funkcja f spetnia warunki stozka przydatny moze sie¢ okazaé ponizszy lemat.

Lemat 5.1 Niech odwzorowanie f: D — R* xXR?®, gdzie D C R* x R?®, bedzie funkcjq
klasy C, oraz niech m > 0. Oznaczmy przez Q, macierz formy kwadratowej Q.
Niech U C D bedzie wypuktym zbiorem otwartym. Przypu$Scémy, Ze macierz

[DFO)) Qu [DF(U)] ~ mQq (5.1)
jest dodatnio okreslona. Wéwczas f spetnia warunku stozka dla (Qa,m) w U.

Dowod Zauwazmy, ze dla dowolnych py,py € U

1

F) = £ o) = [ S F( = 1) pa+ i)
= [ DS =2+ )t ().

Niech .
B=/O Df (1= t) ps + tpy) dt.
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Woéwezas
Be[Df(U)].

Warunek dodatniej okreslonosci macierzy (5.1) implikuje, ze forma kwadratowa V' :
R* x R®* — R zdefiniowana jako

V(p) = Qa(Bp) — mQa(p),

jest okre$lona dodatnio. W takim razie widzimy, ze dla p; # ps

Qa (f(p1) = [ (p2)) = mQa (p1 — p2) = Qo (B (p1 — p2)) — mQa (p1 — p2) > 0,

czego nalezalo dowiesc. 0

W sSwietle powyzszego lematu, weryfikacja warunkow stozka moze by¢ przepro-
wadzona na komputerze z wykorzystaniem $cistych metod arytmetyki interwatowej.
Zmanych jest bowiem wiele algorytméw pozwalajacych sprawdzi¢ dodatniag okreslonosé
macierzy (zob. np. [2], [31], [33]). Ponadto dostepne sa réwniez techniki automatycz-
nego rézniczkowania funkcji, dzigki ktéorym mozemy znalezé domknigcia interwalowe
macierzy Jacobiego (zob. np. [30]).

Widzimy wiec, ze przy uzyciu komputera mozemy zweryfikowaé zatozenia Twier-
dzen 3.19 oraz 3.20, wykazujacych istnienie rozmaitosci stabilnych/niestabilnych w
dyskretnych uktadach dynamicznych.

Okazuje sie, ze korzystajac z komputera mozemy przeprowadzi¢ réwniez wery-
fikacje zatozen analogicznego twierdzenia dla ukladéw cigglych gnerowanych przez
réwnania rézniczkowe (tj. Twierdzenia 4.6). Rozwazmy wiec autonomiczne réwnanie
rozniczkowe

zaktadajac przy tym, ze pole wektorowe
F:D—R"

jest klasy C!, gdzie zbiér D C R* x R® = R™ jest obszarem. Niech U C D bedzie
wypuktym zbiorem otwartym. Przypu$émy, ze istnieja p, L, M > 0 takie, ze dla
dowolnego p € U spelnione sg nieréwnosci

F®I < u, (5.2)
IDF(p)|l < L,
oraz dla dowolnych py,p, € U
|DE(p1) — DF(p2)|| < M |lp1 — p2l| - (5.4)
Niech
A €1
prone (2 %), 55

gdzie A, B, €, oraz €5 sa macierzami interwalowymi o wymiarach odpowiednio u x u,
$X S, U X S oraz s X u.

Weryfikacja zatozen Twierdzenia 4.6 moze zosta¢ przeprowadzona w oparciu o
Lemat 5.3, ktory przedstawiamy w dalszej czesci tego rodziatu. Zanim jednak przej-
dziemy do jego dowodu podamy nastepujacy rezultat.



Rozdziat 5. Komputerowa weryfikacja warunkow stozka 69

Lemat 5.2 Przypusémy, ze funkcja F spelnia warunki (5.2-5.4). Niech g1, go okre-
lone na pewnym otwartym podzbiorze wypuklym Q zbioru U? x R, bedg dane jako

91(p1,p2,t) = Ge(p1) — Se(p2) — (1 — p2)
92(p17p2,t) = F(¢t(p1)) - F(¢t(p2)) - (F(pl) - F(m)) :

Wowczas prawdziwe sq nastepujgce nieréwnosct

lgr (91, 9o, )] < (2 = 1) Ip1 = o (5.6)
g2 (P, po, )] < (L (" = 1) + |t M) Ip1 = o, (5.7)

dla dowolnych p1,p2 € U, t € R, takich, ze (p1,ps,t) € Q.
Dowod Dowdd znajduje sie w Dodatku A. 0

Lemat 5.3 Niech Qo(z,y) = o ||z||* — |jy||®, gdzie a > 0 oraz niech v € R. Przypu-
§émy, zZe funkcja F spetnia warunki (5.2-5.5). Zaléimy ponadto, Ze macierze inter-
walowe

1 1
A= (el + o lleoll + 20) 14,
1
~B+ (= llezll — o? [lea]| + 2v) Id,
sq dodatnio okreslone. Wowczas dla dostatecznie matego t > 0, odwzorowanie ¢

spetnia waruki stozka dla (Qu, m(t)) w U, gdzie m(t) =1+ t2v.

Dowdd Niech gy i go beda funkcjami zdefiniowanymi w wypowiedzi Lematu 5.2. Przez
Q. oznaczmy macierz formy kwadratowej @, wymiaru (u-+s) x (u+s), to jest
Qa(p) = p" Qap, oraz niech

= /01 DF (1= 7)ps +7p1) dr € [DF(U)].

Wowcezas
C(p1 —p2) = F(p1) — F(p2).

Zauwazmy, ze

9 Qu (61lon) — 64(22)

= (¢(p1) — ¢2(P2))T Qo (01(p1) — ¢1u(p2))
+ (0e(p1) = Gu(p2))" Qa (S1(p1) — ¥1(p2)
= (F(¢e(p1)) — F(¢1(p2))" Qa (¢1(p1) — de(p2))
+ (de(p1) = G1(p2))" Qu (Fee(p1)) — F(du(p2)))
= (F(p1) = F(p2) + g2 (01,02, 1))" Qa (p1 — p2 + g1 (01, P2, 1))
+(p1 —p2+ g1 (p1, 02, 1)" Qu (F(p1) — F(pa) + g2 (91,2, 1))
= (p1—p2)" (CTQu+ QuC) (1 — p2) + gs(p1, P2, 1), (5.8)
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gdzie na mocy (5.6-5.7) widzimy, ze dla dowolnych p;,p, € U i |t| < 1, takich, ze
9:(p1, pa, 1), jest dobrze zdefiniowane dla i € {1,2}, funkcja g3 spelnia warunek

\g3(p1, P2, t)] < blt| |1 —p2||2;

dla pewnej statej b zaleznej od u, L, M oraz a.
Poniewaz C € [DF(N)], wigc macierz ta ma postac

A &1
~(43)
gdzie A€ A, B € B, ¢1 € g1 oraz g5 € €9. Korzystajac z faktu, ze
1 )
#Tey > el ol ol = 5 Il (7 +47y)  diai=1.2
dla p = (x,y) # 0 mamy
pt Q. Cp = o*x" Az + o*2T ey — yTesr — y" By (5.9)
1
> oz’ Ax — oz2§ lle1]| (ITl’ + yTy)
1 T T T
=5 llez| (z"z+y"y) —y" By
1 1
_ 2.7
e (A -3 (HslH - ngu) Id) v
1

—y" (B4 5 (0l + el 1) y

> aPv||zl* = vly|”

= vp’ Qap.
Analogicznie wykazujemy, ze dla p # 0

p" C"Qup > vp" Qap. (5.10)

Korzystajac z (5.8), (5.9) oraz (5.10), biorac p; # pe, dla pewnego £ € [—t,1]
(ktore moze zalezeé¢ od py,ps i t),

Qa (De(p1) — ¢¢(p2))
= Qu (0u(p) = 0u(2) lco 1 - Qa (6:(p1) — 04(12)

s=¢
=Qa(pr —p2) +t(p1 — pz)T (CTQa + Qac) (p1 — p2) + tgs(p1,p2,§)
> (14 2tv) Qo (p1 — p2) + tgs(p1, p2,§).

Poniewaz
Itgs(p1, p2, )| < bt? |p1 —p2H2,

widzimy, ze dla dostatecznie malego |t|

Qo (0t(p1) — de(p2)) = (14 2tv) Qo (p1 — p2)

co nalezalo wykazac. 0
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Uwaga 5.4 Nalezy podkresli¢, ze w Swietle powyzszego lematu, zatozenia Twierdze-
nia 4.6 wynikaja bezposrednio z oszacowan natozonych na pole wketorowe. Aby je
zweryfikowa¢ nie ma wiec potrzeby catkowaé réwnania rézniczkowego.



Rozdzial 6

Ograniczony Kolowy Problem Trzech Cial

W rozdziale tym pokazemy w jaki sposéb mozemy zatosowaé metody przedsta-
wione w poprzednich rozdziatach do przeprowadzenia wspieranego komputerowo do-
wodu istnienia oribity homoklinicznej w Ograniczonym Kolowym Problemie Trzech
Cial. Opisane ponizej zastosowanie prezentujemy w oparciu o prace [15].

6.1. Opis problemu

Zatozenia Ograniczonego Kotowego Problemu Trzech Cial sa nastepujace: dwa
ciata poruszaja sie pod wpltywem wzajemnego oddzialtywania grawitacyjnego na ptasz-
czyznie po orbicie kotowej dookota swojego srodka masy. Trzecie cialo (punkt mate-
rialny) porusza sie w tej samej plaszczyZznie co pozostate dwa, przyciagane ich sitami
grawitacyjnymi, jednak nie wpltywajac w zaden sposéb na ich ruch. Zagadnienie
polega na opisaniu ruchu trzeciego ciata.

Z reguly dwa rotujace ciata (ktore bardzo czesto ustozsamia sie z planeta i ksie-
zycem, lub z gwiazda i planeta) nazywa sie cialami gldwnymi, natomiast trzecie ciato
(rozwazane jako sztuczny satelita lub statek kosmiczny o zaniedbywalnej masie) to
ciato orbitujgce.

Problem rozwazymy w rotujacym uktadzie wspétrzednych, o poczatku w srodku
masy uktadu ciat gtéwnych. Plaszczyna XOY rotuje razem z ciatami gtéwnymi, ktére
znajduja sie na osi OX.

Jednostke masy dobieramy w taki sposéb, zeby masy p; i uo ciat gtéwnych spet-
niaty warunek p; + ps = 1. Takie przeskalowanie implikuje, ze wéwczas odlegtosé
miedzy tymi ciatami wynosi 1 (zob. Szebehelly [35], Rozdziat 1.5). Od tej pory wiek-
sze cialo gtéwne bedziemy nazywaé ,stonicem”, a mniejsze ,planeta”. Przyjmiemy
konwencje, w ktorej w rotujacym uktadzie wspotrzednych stonce znajduje sie po pra-
wej stronie poczatku ukladu, w punkcie o wspéhrzednych P, = (p,0), natomiast
planeta jest umiejscowiona w Py = (u — 1,0).

Réwnania ruchu trzeciego ciala dane sa jako (zob. [35])

{X—zY = Qy, 6.1)

YV +2X = Qy,
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JIs Y
T2 71
Py Py L
fo——————+—>
Ly Ly X
+ Ly

Rysunek 6.1. Rotujacy uktad wspolrzednych, o poczatku w srodku masy uktadu
cial gtéwnych. Sltofice ma mase 1 — pu i lezy w punkcie P; = (i, 0). Planeta o masie
@ jest potozona w Py = (uu — 1,0). Trzecie cialo (punkt materialny) porusza si¢ w
plaszyznie XOY .

gdzie
1 1—
Q= _(X24+vY) L4 1
2 T T2
oraz 11, ry sg odlegltosciami ciata orbitujacego od odpowiednio wiekszego i mniejszego

ciata gltéwnego (zob. Rysunek 6.1)
= (X —p)?’+Y?
r3= (X —p+17°4+Y2
Réwnania te maja catke pierwsza (zob. [35]) zwana catka Jacobiego
C =20 (X2+Y?).

Roéwnania ruchu przyjmuja forme¢ Hamiltonowska, jezeli rozwazymy ukiad w no-
wych wspélrzednych: polozenia X 1Y oraz pedéow uogoélnionych Py = X =Y,
Py =Y + X. Wéwczas Hamiltonian jest réwny

1 1—
H= (P2 +P%)+YPy—XP—— 1 1 (6.2)
2 T1 T2
natomiast pole wektorowe dane jest jako
F=JVH, (6.3)

gdzie

[ 0 Id (10
J_<—Id2 o)’ Idz‘(o 1)'

Zwigzek Hamiltonianu z calkag Jacobiego wyraza sie réwnoscia H = —

7 uwagi na obecnos¢ calki pierwszej, wymiar systemu moze by¢ zredukowany
o jeden. Trajektorie uktadu pozostaja na powierzchni energii M zadnej rownoscig
H(X,Y, Px, Py) = h =constant. Réwnowaznie, M moze by¢ zdefiniowana jako po-
ziomica catki Jacobiego, tj.

2[Q

M={C(X,Y,X,Y)=c=—2h}. (6.4)
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Problem cechuje sie odwr6cona symetria (ang. reversing symmetry), to znaczy dla
dowolnego (X,Y, Px, Py) € R* i dowolnego ¢t € R prawdziwa jest réwnosé

S(th(X,Y,Px,Py)):¢_t<S(X,pr,Py)), (65)
gdzie ¢ jest potokiem pola wektorowego (6.3), a odwzorowanie S dane jest jako
S(X,Y,Px,Py)=(X,-Y,—Px, Py). (6.6)

Uktlad posiada pie¢ punktéw réwnowagi (zob. [35]). Trzy z nich, oznaczane zwy-
czajowo Ly, Ly oraz Ls, leza na osi OX i z regulty sa nazywane wspdtliniowymi punk-
tami réownowagi (zob. Rysunek 6.1). Zauwazmy, ze przez L, oznaczyliSmy srodkowy
punkt wspotliniowy, znajdujacy sie pomiedzy ciatami gtéwnymi.

Macierz Jacobiego pola wektorowego w L; ma dwie rzeczywiste i dwie czysto
urojone wartosci wtasne. Punkt ten ma jednowymiarows rozmaitos¢ niestabilng. Na
mocy (6.5), jednowymiarowa rozmaito$é¢ stabilna tego punktu jest S-symetryczna do
rozmaitosci niestabilnej.

W swojej pracy Llibre, Martinez i Simé [27] wykazali, ze dla odpowiednio dobranej
rodziny parametrow p € {152y, 1 < p, Tozmaitosci stabilna i niestabilna punktu

libracji LiLZ przecinaja sie, prowadzac do powstania orbity homoklinicznej. Praca [27]
zawiera numeryczne potwierdzenie istnienia takiej orbity m.in. dla najwiekszego z
tych parametrow (tj. u3) oraz dowdd analityczny dla dostatecznie matego puy.

Celem Rozdziatu 6 jest pokazanie, ze korzystajac z naszej metody mozemy w
sposob Scisty wyznaczy¢ domknigcia interwatowe rozmaitosci stabilnej i niestabilnej,
a nastepnie zweryfikowac istnienie orbit homoklinicznych dla duzych wartosci pj.
Nasza uwage skoncentrujemy na najwiekszym z parametréow, tj.

1y ~ 0.004253863522

i wykazemy, ze
s € 0.004253863522 + 10710 [—1,1].

Zmnaleziona homklinika zostata przedstawiona na Rysunku 6.2.

Uwaga 6.1 Nasze oszacowanie parametru, dla ktérego homoklinika punktu Lits ist-
nieje, jest bardzo doktadne. Wynika to z faktu, ze przedstawiona przez nas metoda
znajdowania rozmaitosci niezmienniczych, daje $ciste ograniczenia tych rozmaitosci.
Pokazuje to, ze jest to narzedzie, ktére moze by¢ efektywnie zastosowane do nietry-
wialnych problemow.

Uwaga 6.2 W naszych rozwazaniach wykorzystujemy parametr p3 z uwagi na to, ze
jest on najwigkszy, a wiec najbardziej odlegly od dowodu analitycznego przeprowa-
dzonego w [27]. Korzystajac z naszej metody mozliwe jest réwniez uzyskanie dowodu
wspomaganego komputerowo dla innych parametréw. Jednakze, wraz ze zmniejsz-
niem sie parametrow, dowod staje sie coraz bardziej wymagajgcy numerycznie.
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0.5

05 I I 1 I

Rysunek 6.2. Na zielono zostata zaznaczona orbita homokliniczna, na czerwono
masy, natomiast na niebiesko punkt réwnowagi L.

6.2. Odpowiednia zamiana wspoéirzednych

Aby moéc wykorzystaé¢ Twierdzenie 4.6, rozwazymy dany uktad w lokalnych wspot-
rzednych. Zamiana wspotrzednych zostanie przeprowadzona w dwéch krokach, w spo-
sOb opisany ponizej. W pierwszym kroku zastosujemy liniowa zamiane wspotrzednych,
dzieki ktorej macierz Jacobiego pola wektorowego w otoczeniu punktu réwnowagi
przyjmie posta¢ Jordana. Drugim etapem bedzie nieliniowa zmiana wspotrzednych,
ktora jeszcze bardziej ,naprostuje” kierunek niestabilny.

Zaczniemy od omowienia liniowej zmiany wspétrzednych. Punkt libracji ma postaé

Ly =(X.,,0,0,X.,).

Macierz Jacobiego pola wektorowego w L; ma wartos¢ wtasng skojarzona z kierunkiem
niestabilnym, ktora oznaczymy jako A, przeciwna do niej i skojarzona z kierunkiem
stabilnym wartos¢ wlasng —\, a takze dwie sprzezone wartosci wtasne skojarzone z
kierunkiem centralnym, ktore oznaczymy przez iv oraz —iv (gdzie v > 0). Wartosci
A i v dane sa przy tym jako (zob. [24], Rozdzial B.2)

CQ—2+\/9C%—862 (67)

A:\ 5 ;

—cy + 2+ 4/9¢% — 8¢
V= — & 2), (6.8)

2
gdzie
_ 1 (1 —p)y’
2T <u+ (1—v)? )’

=Xy +1—p

Liniowa zamiane zmiennych zdefiniujemy w oparciu o nastepujaca macierz (zob. [24],

Rozdzial B.2)

2X —2X 0 v
S1 S1 52
A2—2¢p—1 A2—2¢—1 —v2—2¢p—1 0
S S S
C= )\2+21CQ+1 A2+21cQ+1 —v2+§cQ+1 0 ) (6~9)
S1 S1 52
A3 H(1-2c2)A  —A3—(1—2c2)\ 0 —v34+-(1—2¢2)v

S1 S1 52
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przy czym state sq, sy dane sa jako

51 = \/2)\ (44 3co) A2+ 4+ 5cg —6¢3),
Sy = \/v ((4 + 3cg) v2 — 4 — Beg + 6¢3).

Oznaczajac przez p = (X,Y, Px, Py) wspélrzedne wyjsciowe rozwazanego problemu,
wprowadzimy lokalne wspotrzedne p w otoczeniu L, zdefiniowane réwnoscig

p= L+ Cp.
We wspétrzednych p, pole wektorowe dane jest jako
F(p)=C'F (L +Cp),
przy czym jakobian pola wektorowego w zerze ma postac

A

DF(O) = dlag (Ahv Ac) )

A0 0
Ah:<0 _)\> oraz AC:(—U g)

Macierz A, odpowiada zlinearyzowanej dynamice hiperbolicznej, natomiast A. odpo-
wiada rotacji w kierunku centralnym w punkcie rownowagi.

gdzie

Uwaga 6.3 Podkreslamy, ze pole wektorowe (6.3) zalezy od parametru p. Stad tez
zarowno wspoélrzedne punktu libracji Ly, jak i macierz C' oraz wartoéci A oraz v
dla réznych p przyjmuja rézna wartos¢. Jednak w celu uproszczenia notacji celowo
pomineliémy te zaleznos¢ w uzytych przez nas powyzej oznaczeniach.

Kolejnym krokiem bedzie zastosowanie nieliniowej zamiany wspotrzednych
¢ RYS (2,41, 4,53) = P — P ERE

Odwzorowanie v bedziemy chcieli zdefiniowa¢ w taki sposéb, zeby dla dostatecz-
nie matych wartosci = punkty postaci ¢ (z,0) znajdowaly sie mozliwie blisko roz-
maitosci niestabilnej uktadu we wspétrzednych p (zob. Rysunek 6.3). Niech wiec
K = (K, Ky, K3, K}) : R — R* bedzie wektorem wielomianéw. Zalézmy, ze K jest
numerycznym przyblizeniem pewnej funkcji parametryzujacej rozmaito$¢ niestabilng
zera w pewnym jego otoczeniu. Zefiniujmy ¢ = (tbg, ¥1, 12, 13) jako

Yo (z,y1,92,y3) = Ko(z) — (11 K1(2) + 92K (2) + ysK3(2))
Vi (T, 91,92, 93) = Ki(z) + y; Kj(z) dlai=1,2,3. (6.10)

Zauwazmy, ze wowczas dla dowolnego z spelniona jest réwnos$¢ ¢(x,0) = K(z). Z
uwagi na to, ze K dobraliSmy w taki sposob, aby przyblizalo rozmaito$é¢ niestabilng
uktadu we wspétrzednych p, punkty postaci ¢(x, 0) znajduja sie blisko tej rozmaitosci.
Intuicyjng idea motywujaca postaé zamiany wspétrzednych (6.10) jest takie przearan-
zowanie wspOlrzednych, zeby ¥ (z,y1, y2,y3) — K (x) bylo prostopadte do K'(z) (zob.
Rysunek 6.3).
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Rysunek 6.3. Rozmaitos$¢ niestabilna w lokalnych wspdlrzednych (x, y1,y2,y3) (po
lewej), oraz we wspolrzednych p (po prawej).

Uwaga 6.4 Odwzorowanie K moze by¢ wyznaczone jako przyblizone rozwiazanie
tzw. rownania kohomologii, tj. rOwnania postaci

F(K(z)) = R(z) DK (z), (6.11)

gdzie K : R —+ R*i R : R — R s3 funkcjami analitycznymi. Wykres funkcji K
rozwiazujacej powyzsze rOwnanie parametryzuje rozmaitos¢ niestabilng punktu réw-
nowagi w pewnym jego otoczeniu. Przyblizona posta¢ K oraz R moze by¢ wyznaczona
numerycznie (zob. [10]).

Uwaga 6.5 7Z uwagi na wspomniang przez nas wczesniej zaleznosé¢ pola wektoro-
wego Fod parametru g réwnanie (6.11) réwniez jest parametryzowane przez p. Jed-
nakze do naszych zastosowan wystarczajace jest wykorzystanie do nieliniowej zamiany
wspéhrzednych tej samej (dla catej rodziny parametréw ) postaci numerycznie wy-
znaczonego wielomianu K.

Jako rezultat ztozenia liniowej i nieliniowej zamiany wspotrzednych otrzymujemy
zamiane wspotrzednych ¥ : R* 5 p — p € R? gdzie p = (x,y1, 92, y3) , zdefiniowana
jako

p="U(p) =L+ C¥(p). (6.12)
Pole wektorowe we wspétrzednych p dane jest jako
DA A\ L A
i = (0w (1)) F (w17). 613

Uwaga 6.6 W naszym przypadku zastosowanie nieliniowej zamiany wspotrzednych
nie jest absolutnie konieczne. Nawet w przypadku uzycia wytacznie liniowej zamiany
wspotrzednych jestesmy w stanie otrzymac¢ zadowalajace wyniki, jednakze beda one
mniej doktadne. Zdecydowalismy sie dodaé nieliniowa zamiane wspotrzednych aby za-
prezentowac, ze takie techniki réwniez mozna wykorzysta¢ w naszych zastosowaniach.
Zwracamy jednak uwage, ze w takim przypadku nalezy wykazaé¢ nieco ostroznosci
podczas obliczania pochodnej pola wektorowego w lokalnych wspotrzednych. Kwestia
ta zostanie doktadniej przedyskutowana w Rozdziale 6.3.

6.3. Domkniecie interwatlowe zbioru niestabilnego dla calego
przedzialu parametréow

Rozwazmy réwnanie (6.3) z parametrem p € p, gdzie

p = 0.004253863522 + 107 [—1,1] . (6.14)
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Naszym celem bedzie znalezienie ciagtej rodziny punktéw {pj;},.c, takiej, ze dla do-
wolnego p punkt pj nalezy do zbioru niestabilnego punktu réwnowagi LY réwnania
(6.3). W tym celu rozwazymy réwnanie (6.3) w lokalnych wspétrzednych p = p,,
ktore zostaly przez nas opisane réwnaniem (6.12), a nastepnie zastosujemy Twierdze-
nie 4.6. Wyniki uzyskanych przez nas w tym postepowaniu obliczen numerycznych
zostang podane w Rozdziale 6.6.

Pierwszym krokiem bedzie wyznaczenie domkniecia interwatowego rodziny punk-
tow réownowagi { L)'} ,e,. Korzystajac ze zmodyfikowanej Interwatowej Metody New-
tona (Twierdzenie 1.19) otrzymujemy, ze {L{ : p € u} C L; dla pewnego wektora
interwatowego Ly € I(R*).

Nastepnie wyznaczamy domkniecia interwatowe zbioréw {\, : p € p} oraz {v, :
p € p} dla A, v, zdefiniowanych przez nas w Rozdziale 6.2 i danych odpowiednio
jako (6.7) oraz (6.8). Otrzymane interwaly oznaczmy przez odpowiednio A oraz v.

Dysponujac interwatami p, L1, A, v i korzystajac z (6.9) mozemy zdefiniowaé
macierz interwalowg C bedaca domknieciem interwatowym zbioru macierzy {C,
i € p}. Nastepnie definiujemy interwatowe pole wketorowe F:.1 (RY) — I(R?) jako

F(p)=C™'F (L1 +Cp).

Woéwezas dla dowolnego p € p pole F jest rozszerzeniem interwalowym pola wekto-
rowego I, z Rodziatu 6.2.

Aby znalez¢ rozszerzenie interwatowe pola F przyjmijmy nastepujaca postaé¢ od-
wzorowania K, bedacego przyblizonym rozwiazaniem réwnania (6.11)

KO (l') =

K (x) = —O 44269973191205662> + 0.21173079065930412°,

K (z) = 0.72047025441710992% — 0.20774149847882532°,

K3 (x) = 0.6096754412253178z% — 1.62483713321334882°. (6.15)

i zdefiniujmy nieliniowa zamiane zmiennych ¢ jako (6.10). Niech v bedzie rozszerze-
niem interwalowym funkcji ¢. Wéwezas funkcja interwatowa ¥ : I(R*) 5 p — p €
I(R*) dana jako

U(p) = Ly + Cy (p)
jest dla dowolnego i1 € p rozszerzeniem interwatowym catkowitej zamiany zmiennych
VU, natomiast interwatowe pole wektorowe F' zdefiniowane jako

1

F(p) = (DR(P)) F(¥(D)).

jest rozszerzeniem interwatowym pola F,.

Drugim krokiem bedzie wykazanie, ze dla dowolnego pu € p pole wektorowe ﬁu
spelnia zalozenia Twierdzenia 4.6 (dla punktu réwnowagi ﬁ;‘; = 0). W tym celu
ustalmy 7,75, o, Vo, vg. Zalozenia Twierdzenia 4.6 weryfikujemy w oparciu o Lemat
5.3, przyjmujac

U=[—ry,r) X [—rs,rs]?’.
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Zauwazmy, ze dla tak dobranego U spelniona jest inkluzja N(0,r,,7s) C U, gdzie
N(0> Tu, 7as) = El(ru) X E?)(Ts)' (616)

Jako macierze interwatowe A, B, &1, €, przyjmujemy przy tym macierze spetniajace

Dﬁ’(U)C(i 2)

Naszym celem jest, aby interwalowe macierze A, B, €1, €5 byly mozliwie namniejsze
w sensie inkluzji. Dlatego wykonujac obliczenia numeryczne dokonujemy podziatu
zbioru U i obliczamy pochodna DF na kazdym z mniejszych podzbioréw, a jako wynik
koncowy bierzemy domknigcie interwatowe zbioru otrzymanych czesciowych wynikow.
Wryniki opisanych powyzej obliczenn numerycznych prezentujemy w Rozdziale 6.6.

Uwaga 6.7 Aby znalezé pochodng pola wektorowego w lokalnych wspétrzednych p
mozemy skorzysta¢ z nastepujacego rozumowania. Zauwazmy, ze na mocy (6.13)
mamy

A

DV (§) F(p) = F (¥(p)),
skad po obustronnym zrézniczkowaniu dostajemy
D0 (p) F(§) + DV (§) DF(p) = DF (¥(p)) D).
W takim razie
DEG) = (D (5)) " (DF (¥() DY) - D*W (5) (). (617)
co pozwala nam obliczy¢ DF (D).

Wykorzystujac Lemat 5.3 udato nam sie zweryfikowac, ze pole wektorowe I3 u Wraz z
punktem réwnowagi ﬁ; = 0 spetniajg zatozenia Twierdzenia 4.6 dla dowolnego € p
z odpowiednio dobranymi przez nas statymi r,, 7, a, 8, V4, v, ktérych wartodci sa
takie same dla wszystkich parametréw p. Dla ustalonego u przez

w* (03 ﬁu)

Va,IN

>>

. . s 1. . . ’ . , . d A __ A
oznaczmy wigc zbior silnie niestabilny punktu réwnowagi 0 réwnania 5p = F,(p), ze
wspotczynnikiem ekspansji v, w otoczeniu

N = N(0,7y,7)
danym réwnoscia (6.16). Ponadto niech

)
P = Tur|1 — (g) : (6.18)

dla 3 = . Wéwezas w konsekwencji Twierdzenia 4.6 istnieje funkcja yy; : [Ty, 7] —

Bs(ry), dla ktorej

W (0 5) N (=7 7] X RY) = {(@,y14(2)) @ € [T Tl } - (6.19)

Va,IN
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]Y

Rysunek 6.4. Zbiér niestabilny punktu L; we wspoélrzednych lokalnych ﬁ Dla
dowolnego parametru g € p zbiér niestabilny w lokalnych wspdélrzednych

(z,y1,y2,y3) (na czerwono) przecina zbiér B = {7, } x Bs(rs) (na zielono).

Zdefiniujmy rodzing punktéw {pt} e, jako

B = (Fu, (7)) - (6.20)

Woéwcezas w konsekwencji Lematu 4.7, z uwagi na mozliwos¢ zastosowania odpowied-
niej liniowej zamiany wspotrzednych dostajemy, ze rodzina ta jest ciagla ze wzgledu
na parametr p. Oznaczmy

="V (). (6.21)
Wéwezas na mocy ciagtosci ¥ rodzina punktow {p;j} uep jest réwniez ciggla. Ponadto

korzystajac z (6.19) oraz definicji I3 ;. dostajemy, ze py; nalezy do zbioru niestabilnego
punktu réwnowagi L} réwnania (6.3).

6.4. Domkniecie interwalowe zbioru niestabilnego na
krancach przedzialu parametrow

W Rozdziale 6.3, rozwazajac przedzial parametréow p = [u,fi] dany jako (6.14)
wykazaliSmy istnienie cigglej rodziny punktow {ﬁZ}MEM, takiej, ze dla dowolnego pu
zachodzi inkluzja

Pl e W;aﬁ(o;ﬁu) nB,

gdzie X
B= {7} x Bs(rs).

dla 7, danego wzorem (6.18). Naszym celem bedzie teraz znalezienie zbioru éo postaci

BO = {Fu} X EB(TS,O)a

gdzie ry o < s takiego, ze dla p € {u, i} zachodzi

P € By.
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W tym celu obierzmy ¢ € (0, 1), a nastepnie zdefiniujmy

gy = 506, 60 - 657
Voo = Vay Vg, = V3, (6.22)

Two = Tu, Ts0o = 55“1

Zauwazmy przy tym, ze woéwczas By = ~2 oraz
) 0 Ts,0

(O{O _2_ o _2_~
Tu0r| 1 — % =7rup| 1 — 3 = Tu-

Ponadto dla ]% = N(0,74,0,7s0) = B1(ruo) X Bs(rs,) spetniona jest inkluzja ]\70 cN.
W takim razie dla dowolnego p,

W* . (0;F,) CW" .(0;F,). (6.23)

Va07NO Va,IN

Ustalmy 4 € {u, 7i}. Postepujac analogicznie jak w Rozdziale 6.3 pokazujemy, ze pole

wektorowe [}, wraz z punktem réwnowagi ﬁ; = ( spelniaja zalozenia Twierdzenia 4.6
ze statymi ry, 0,750, 20, Bo, Vag, Vg,- W konsekwencji zbiér

u £ o~ ~ 3
WVaO,ﬁO(O’ F#) M ([ Tu,0, Tu’()] x R )
jest wykresem pewnej funkeji okre$lonej na przedziale [—7,.0, 70 = [—Tu, 7] 0 war-
tosciach w zbiorze Bs(rsp). Na mocy inkluzji (6.23) oraz réwnosci (6.19) musi wiec
zachodzic¢

W (0; ) N ([T, Fuo] X R = W" - (0; F,) 0 ([=7, 7] x R?).

Va07N0 N

Stad punkt pi € W* . (0; }?’H)ﬂ([—?u, o] X R?) zdefiniowany réwnoscia (6.20) spetnia

(e %)

ﬁz - {fu} X Eg(?"&o) = Eo.

Zauwazmy, ze dzigki dobraniu promienia 1, tak, aby speiniona byta nieréwnosc
rso < Ts zachodzi inkluzja f)’o C B. Pokazuje to, ze dla yu bedacych krancami prze-
dziatu p oszacowanie znalezione w tym rozdziale na punkty ﬁz jest lepsze niz globalne
oszacowanie dla catego przedziatu parametréw p znalezione w Rozdziale 6.3. Tym
samym odpowiednie oszacowanie B, = ¥, (éo) oraz By = \Ilﬁ(éo) na punkty pj; oraz

A

pg jest dokladniejsze niz wezesniejsze globalne oszacowanie B = W(B). Znalezienie
lepszego oszacowania dla parametrow krancowych bedzie miato kluczowe znaczenie w
przeprowadzeniu komputerowo wspieranego dowodu istnienia orbity homoklinicznej.

6.5. Dowdd istnienia orbity homoklinicznej

Niech dla dowolnego p € p dany bedzie punkt p; ze zbioru niestabilnego punktu
réwnowagi Ly i niech rodzina punktéw {pj:},.e, bedzie ciagta ze wzgledu na parametr

Lb.
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— Ty Ty

Rysunek 6.5. Scislejsze oszacowanie zbioru niestabilnego punktu L, we wsp6lrzed-
nych lokalnych p otrzymane dla parametréow p lezacych na brzegu przedzialu p.
Dla kazdego z parametréow p i @ zbior niestabilny w lokalnych wspotrzednych

(x,y1,Y2,y3) (na czerwono) przecina zbiér By = {Fu} X Bs(rs0) (na zielono), gdzie
rs0 < rs dla promienia rg rozpatrywanego w Rozdziale 6.3.

Niech {B,},c, bedzie rodzing zbioréw takich, ze pj; € B,. Przypuiémy, ze dla
dowolnego p € p odwzorowanie Poincarégo P, : B, — {Y = 0} zdefiniowane jako

Pu(p) = ¢P(p), (6.24)

gdzie
7, (p) = inf {t >0: WyQSZ(p) = O} ,

jest dobrze okreslone. W powyzszych réwnosciach przez gzﬁft rozumiemy potok indu-
kowany przez rownanie (6.3) dla ustalonego parametru p € .

Lemat 6.8 Przypusémy, zZe pu = [H’ ﬁ} . Jezeli spelnione sqg warunksi

Tpy Pu(p) <0,  dla dowolnego p € B,,, (6.25)
7py Pz(p) > 0,  dla dowolnego p € By, (6.26)

to wowczas istnieje p € (Hv ﬁ), dla ktérego punkt réwnowagi L posiada orbite homo-
kliniczng.

Dowdd Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego p € p zachodzi

T(v,px) Pu(p);) = (0,0), (6.27)

gdzie pj; € B, jest zdefiniowanym przez nas na poczatku tego rozdziatu punktem ze
zbioru niestabilnego punktu réwnowagi L}, wéwczas punkt P#(p}j) jest S-symetryczny
(zob. (6.6)). Korzystajac z (6.5), a nastepnie (6.6) mamy wtedy

04 (Pu(pi)) = 5710, (S(Pu(p))) = 571 (0-u( Pulpp))) = STHLY) = LY,

przy czym przechodzac do granicy skorzystalismy z tego, ze punkt P,(pj;) lezy w
zbiorze niestabilnym punktu réwnowagi LY. Z powyzszego widzimy, ze P, () jest
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punktem homoklinicznym dla Ly, a wigc trajektoria (¢, (p}:))ier jest orbita homokli-
niczng punktu LY.

W takim razie wystarczy wykazac istnienie parametru p € u, dla ktorego Pu(p}j)
spetnia warunek (6.27). Z definicji P,, tj. (6.24), wiemy, ze dla dowolnego u zachodzi

7y Pu(p;;) = 0. Zdefiniujmy funkcje g {H? ﬁ} — R jako

g(:u) = WPXPM(pZD'

Zauwazmy, ze na mocy zalozenia o cigglosci rodziny {pZ} uep Oraz wlasnosci cigglosci
potoku wzgledem parametru, funkcja g jest ciagta. Co wiecej z (6.25-6.26) dostajemy,
ze g(u) < 0 < g(@m). Korzystajac z Twierdzenia Darboux istnieje wiec p € p dla

ktérego g(p) = 0. W konsekwencji p spetnia (6.27), co konczy dowdd. 0

Zauwazmy, ze rodzina zbioréw {B,},c, moze zosta¢ wyznaczona metoda zapre-
zentowang w Rozdziatach 6.3 oraz 6.4. Wystarczy bowiem przyjac

¥(B),  dape(pn)
B, =1 ¥.(Bo), dlap=p
\I’ﬁ(BO)7 dla = [

gdzie zbiory B , éo sg oszacowaniami w lokalnych wspotrzednych na punkty ze zbioru
niestabilnego znalezionymi odpowiednio w Rozdziale 6.3 oraz Rozdziale 6.4. Wa-
runki (6.25-6.26) moga wéwczas zostaé zweryfikowane poprzez numeryczne zcatkowa-
nie uktadu, przy uzyciu Scistych, opartych o arytmetyke interwatowa technik. Taka
mozliwoé¢ daje biblioteka CAPD! jezyka C++. Dzieki pakietowi mozliwe jest obli-
czenie odwzorowania Poincarégo P, dla zadanego interwatu parametréw p. Podczas
wyznaczania odwzorowania Poincarégo nastepuje rowniez sprawdzenie, ze jest ono
dobrze okreslone.

6.6. Wymniki Scisltych obliczen numerycznych

Rozwazmy najpierw interwat
p = 0.004253863522 + 107 [—1,1].

Wyznaczone za pomocg zmodyfikowanej Interwatowej Metody Newtona domkniecie
interwatowe rodziny punktéw réwnowagi {L/'},e, jest réwne

[—0.887653187, —0.887653185]
0
0
[—0.887653187, —0.887653185]

L, =

Domkniecia interwatowe zbioréw {\, : pp € p} oraz {v, : p € p} dla A,, v, zdefinio-
wanych przez nas w Rozdziale 6.2 wynosza natomiast

A = [2.80038559, 2.80038574], v = [2.25179534, 2.25179554].

1. Computer Assisted Proofs in Dynamics http://capd.ii.uj.edu.pl
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Interwatowa macierz C odpowiadajaca za liniowa zamiane wspotrzednych ma postaé

C -

(0.40073074, 0.40073105] [—0.40073105, —0.40073074] 0 [0.211364348,0.211364399]
[—0.193254211, —0.193253956] [—0.193254211, —0.193253956] [—0.732790402, —0.732790212] 0

(1.31545461, 1.31545567] (1.31545461, 1.31545567] [0.256840917,0.256841033] 0
[—0.140455374, —0.140454766]  [0.140454766, 0.140455374] 0 [—1.43872976, —1.43872924]

W celu wyznaczenia zbioru B opisanego w Rozdziale 6.3 przyjmujemy nastepujace
wartosci parametrow
re = 107 r, = 1078,
a = 107 g = 1072
Vo = 28, wvg = 0.02.
Wartoéé¢ parametru [ zostata dobrana do r,,r, tak, aby g = Te. Zauwazmy, ze
wybrana przez nas warto$¢ v, jest bliska wartosciom wlasnym A, odpowiadajacym
kierunkowi niestabilnemu pola wektorowego F,, w Lf. Wartos$¢ vg dobraliSmy nato-
miast tak, aby spetniony byt warunek vz < v,.
Domkniecie interwatowe DF (U) na zbiorze

wynosi
A
DF(U)-=
[2.80035961, 2.80041173] 1075[—2.82539555, 2.82535809] 10’6[—7.83903357, 7.83906667] 107%[—9.9746153,9.97480159)
10’6[—9.07756745,9.07757662] [—2.80040713, —2.8003642] 1075[—1.28995211, 1.28993151] 10’6[—9.58023535,9.58035826]
10‘6[—5.21234213,5.21233726] 10‘5[—1.15188624, 1.15189785] 10‘6[—3.99635791,3.9964359] [2.25178917,2.25180171]
107%[—5.82140503, 5.8214032]  10~5[—5.4407016, 5.44075638] [-2.25181729, —2.25177359]  107%[—5.06251947,5.06240517)

Otrzymana przez nas powyzej macierz interwatowa wykorzystujemy do zweryfiko-
wania zatozen Twierdzenia 4.6 w oparciu o Lemat 5.3.
Promien 7, przedzialu, na ktérym okreslone sg funkcje y;; jest réwny

7, = 9.99999995 - 1077,

Zbiér B , ktory przecinaja wykresy zbioréw niestabilnych w lokalnych wspotrzednych,
ma natomiast postac
9.99999995 - 10~7

1078[—1,1]

1078[-1,1]

1078[—1,1]

So»
I

Po transformacji zbioru B do oryginalnych wspétrzednych otrzymujemy zbiér B po-

staci
10_7[3.94610076, 4.()6852323]

1077[—2.02515105, —1.83993945]
1076[1.29973119, 1.33117828]
1077[—1.56248169, —1.24663848]

B=1L;+
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Nastepnie dzielimy przedzial p na 10 podprzedzialéw p = p, U ...y i dla kazdego
podprzedziatu parametréw catkujac rownanie rézniczkowe od zbioru B az do sekcji
{Y = 0} weryfikujemy, ze odwzorowanie Poincarego P, jest dobrze okreslone.

Dla parametréw p € {p, fi}, gdzie

1004253863522 — 1071,
004253863522 + 10719,

p=0
B=0
powtarzamy powyzsze kroki otrzymujac odpowiednie domknigcia interwatowe punk-
tow réwnowagi Lt i LY,

—0.887653187 + 10~°[—1, 1]

0

0 :
—0.887653187 + 107°[—1, 1]

Ly =

—0.887653185 + 1091, 1]
- 0
0

—0.887653185 + 10~°[—1, 1]

domknigcia interwatowe wartosci A, v,

A, = 280038566 + 10°[~1, 1], v, = 2.25179544 + 10~°[~1,1],

Az = 2.80038567 + 107°[—1, 1], vy = 2.25179544 + 10°[—1, 1],

oraz odpowiednie domkniecia interwatowe macierzy C,

C,-
0.400730896 -+ 10~°[—1,1]  —0.400730896 + 10~°[—1,1] 0 0.211364373 + 10°[—1,1]
—0.193254084 + 1079[—1,1] —0.193254084 + 10~°[—1,1] —0.732790307 + 10~°[—1, 1] 0
1.31545514 + 1079[-1,1] 1.31545514 + 1079[-1,1]  0.256840975 + 10~9[—1, 1] 0
—0.14045507 + 107[—1,1]  0.14045507 + 10~°[—1, 1] 0 —1.4387295 + 107°[—1, 1]
Cyq=
0.400730895 + 107°[—1,1]  —0.400730895 + 10~°[—1, 1] 0 0.211364373 + 10°[—1,1]
—0.193254083 4+ 1079[—1,1] —0.193254083 + 10~?[—1,1] —0.732790307 + 10~°[—1,1] 0
1.31545514 + 107°[—1,1] 1.31545514 + 1079[—1,1]  0.256840975 + 10~°[—1,1] 0
—0.14045507 + 107[—1,1]  0.14045507 + 10~°[—1, 1] 0 —1.4387295 + 107°[—1, 1]

Mozemy zauwazy¢, ze otrzymane przez nas powyzej oszacowania dla krancowych war-
tosci p sa duzo bardziej doktadne niz analogiczne oszacowania dla catego przedziatu
parametrow p. A

W celu wyznaczenia zbioru By opisanego w Rozdziale 6.4 przyjmujemy § = 5-1073,
oraz zgodnie z (6.22) dobieramy nastepujace wartoéci parametrow

ag = 5-107Y, By = 5-1077,
Voy = 2.8, vg, = 0.2,
Tuo = 1076, Tso = 5-1071,
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Odpowiednie domkniecia interwatowe Dﬁ‘u(U ) na zbiorze

WYnNoSsza

DF,(U) -

[2.8003729, 2.80039842] 107°[—1.52376872, 1.52374365] 1076[—2.74941201, 2.74939242]  1076[—3.4852118, 3.4853157]
1079[—6.94093093, 6.94104779]  [—2.80039842, —2.80037291]  107°[—1.00759155, 1.00757391] 10~6[—5.32710034, 5.32716804]
1079[—4.41022784, 4.41014546] 10~%[—6.72835466,6.72841354] 1075[—2.65743655, 2.65750047] [2.25179226, 2.25179862]
1079[—3.66319682, 3.66311563] 10~°[—1.88787644,1.91707216]  [—2.25181454, —2.25177634]  107°[—2.65752176, 2.65743433]

A
DF,(U) =

[2.80037291, 2.80039843] 1075[—1.5237687,1.52374363]  1076[—2.74941202, 2.74939242] 10-5[—3.48521168, 3.48531557]
1079[—6.94105545, 6.94093103]  [—2.80039843, —2.80037291]  10~°[—1.00759153,1.00757389] 10-5[—5.32710025, 5.32716795]
1079[—4.41016162,4.41024128] 10-5[—6.72835454, 6.72841342]  10~5[—2.6574365, 2.65750041] [2.25179226, 2.25179862]
1079[—3.66314989, 3.66323345] 10~9[—1.88787863,1.91707161]  [—2.25181454, —2.25177634]  10-5[—2.65752171, 2.65743428]

Nastepnie kolejno dla = p oraz p = @ weryfikujemy zatozenia Twierdzenia 4.6
w oparciu o Lemat 5.3.

Zbior éo, ktory przecinaja wykresy zbioréw niestabilnych w lokalnych wspotrzed-
nych dla parametréw p € {yu, fi}, ma postac

9.99999995 - 10~7

A 10~ 1[—5,5
BO = 10~ 11{ %
10715, 5]

Po transformacji zbioru éo do oryginalnych wspétrzednych otrzymujemy odpowiednie
zblory B, oraz By postaci

1077[4.00700595, 4.00761805]
1077[—1.93300827, —1.93208223|

1075[1.31537612, 1.31553335] ’
1077[—1.40534968, —1.4037705]

1077[4.00700595, 4.00761804]

m 1077[—1.93300827, —1.93208222]
1075[1.31537612, 1.31553335]

107 7[—1.40534968, —1.40377049]

Nastepnie kolejno dla = p oraz p = i catkujemy réwnanie rézniczkowe od zbioréw
odpowiednio B, oraz By az do sekcji {Y = 0}. Otrzymujemy tym samym oszacowania
na obrazy odwzorowania Poincarégo

0.827025883 + 1091, 1]
(B,) = ’
BT —10_8[6.23218087, 4.08396164] ’
0.925122564 + 10~°[—1, 1]
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0.827025881 + 10~9[—1, 1]
0
Fy(Bg) = 1078[4.09947909, 6.24736624]
0.925122562 4 10~9[—1,1]

Najwazniejszym rezultatem jest tutaj fakt, Zze na trzeciej wspotrzednej mamy od-
powiednio wartosci ujemne oraz dodatnie, co pokazuje, ze spelnione sa warunki
(6.25-6.26).

Dowod wspomagany komputerowo zajat 9.17 sekund, przy wykorzystaniu jednego
rdzenia procesora Intel i5 o czestotliwosci 1.60GHz.



Podsumowanie

W rozprawie zajeliémy sie kwestia zbioréw silnie stabilnych i silnie niestabilnych
punktow statych w uktadach dynamicznych zaréwno dyskretnych jak i cigglych. Ko-
rzystajac z wlasnosci dyskow horyzontalnych wykazalismy, ze w przypadku gdy od-
wzorowanie lub potok réwnania rézniczkowego generujacy dany uktad, spetlia od-
powiednio sformutowane warunki stozka, zbior silnie stabilny /silnie niestabilny jest
wykresem pewnej funkcji lipschitzowskiej (a tym samym rozmaitoscia) w pewnym
(okreslonym) otoczeniu punktu statego. Z uwagi na latwosé zweryfikowania warun-
kéw stozka przy uzyciu Scistych metod arytmetyki interwatowej, opracowana przez nas
metoda znajdowania silnych rozmaito$ci niezmienniczych moze zosta¢ wykorzystana
w dowodach wspomaganych komputerowo.

Na przyktadzie Ograniczonego Kotowego Problemu Trzech Cial zaprezentowalismy
w jaki sposéb mozemy zastosowaé naszg metode do przeprowadzenia komputerowo
wspieranego dowodu istnienia orbity homoklinicznej. Kluczowym aspektem byta tu
mozliwos¢ wyznaczenia $cistego oszacowania lokalnej rozmaitosci niestabilnej jednego
z punktéw libracji oraz wykorzystanie ciggtosci funkcji parametryzujacej rozmaitosé
do wykazania przecinania sie zbioru stabilnego i niestabilnego na odpowiednio dobra-
nej sekcji Poincarégo.
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Dodatek A

Dowody lematéw pomocniczych

W dodatku tym umieszczamy dowody lematéw pomocnicznych zawartych w po-
przednich rozdziatach naszej pracy.

Dowdd (Lematu 1.3) Zauwazmy, ze jezeli punkt p posiada trajektorie w tyt w U, to
ciag (skonczony) sktadajacy sie z pierwszych i-elementéw tej trajektorii jest trajektoria
w tyl o dlugosci @ tego punktu w U. Koncezy to dowdd prostszej implikacji.

Zal6zmy wiec teraz, ze dla dowolnego ¢ € N istnieje trajektoria w tyt punktu p dtu-
gosci i w U. Dla ustalonego i oznaczmy te trajektorie przez (p; —;, ..., Pi—2,Di—1,Pi0)-
Pokazemy teraz w jaki sposob skonstruowaé trajektorie w tyl (..., p_2,p_1,po) punktu
pw U. Niech

Po = Pipo = D-

Nastepnie z ciggu {p;,—1},~, punktéw z U wybierzmy podciag zbiezny {p;,—1},5, (pod-
cigg taki istnieje z uwagi na zwartoéé¢ U). Niech -

1= lim p; _1.
P-1 l—>+oop”’ 1

7. zatozenia o zwartosci U dostajemy p_; € U. Co wiecej, ciggtos¢ f oraz fakt, ze
(Di—iy- - Pi—2,Di—1, Dio) jest trajektoria w tyl, implikuja, ze

flp-1) = f(lg_rpwpil,—l) = lim_ f(pi,,—1) = po.

Teraz z ciagu {p;,,—2},~, punktow z U ponownie wybierzmy podciagg zbiezny {pilk ,_2}k>0

1 oznaczmy
P2 = kggloopi,k,_g-
Zwartos¢ U daje, ze p_o € U. Natomiast na mocy ciagtosci f
f(p—2) = f( lim pilk,—Q) = kEIfmf(pilk,—Q) = kEIJPoopilk’_l =p-.

k—4o00

Powtarzajac te procedure indukcyjnie otrzymujemy ciag punktéw (...,p_o,p_1,po)
U spemiajacych f(p_;_1) = f(p_1). Ciag ten jest wiec trajektoria w tyt punktu p w
U. i
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Dowdd (Lematu 1.22) 7 uwagi na domknietosé A, zbiér ANInt(B) jest domkniety w
Int(B). Z drugiej strony na mocy zatozenia dA N Int(B) = () mamy

ANInt(B) = (Int(A) UOA) NInt(B) = Int(A) N Int(B),
skad dostajemy, ze AN Int(B) jest réwniez otwarty w Int(B). W takim razie albo
AnInt(B) =0,
albo
ANInt(B) = Int(B).

Poniewaz ANInt(B) # (), wiec musi zachodzi¢ ANInt(B) = Int(B). Stad Int(B) C A,
co na mocy domknieto$ci A pociaga za sobg B C A. 0

Dowdd (Lematu 1.23) Zauwazmy, ze z zalozenia lematu mamy 0A N Int(B) = . W
takim razie na mocy Lematu 1.22, B C A.

Pokazemy teraz, ze A C B. Zauwazmy, ze bez straty ogodlno$ci rozumowania
mozemy przyjaé, ze 0 € AN Int(B) oraz B = B,. Oznaczmy K = A\ B, i dla
dowodu niewprost zatézmy, ze K # (). Niech zq € K. Zdefiniujmy

A={)A>0:\ry€ A},

Zauwazmy, ze 1 € A, oraz A jest zwarty (gdyz A jest zbiorem zwartym). W takim
razie
Ag =sup A

jest dobrze zdefiniowane oraz dla tak zdefiniowanego A\g € A. Woéwczas dla dostatecz-
nie duzego k € N mamy (A\g + %)xo ¢ A oraz \gxg € A, co implikuje

)\Ox() € 0A.
Z tego, ze xyp € A mamy \g > 1. W takim razie
[Aozoll = Ao [lzoll = [lzoll > 1,

gdyz \og > 11ixz9 ¢ B,. W takim razie \oxg ¢ OB, co stanowi sprzeczno$é¢ z

zatozeniem 0A C 0B. Pokazuje to, ze musi zachodzi¢ A C B. 0
Dowdd (Lematu 2.4) Niech (zo,40) € {Qa, = 1} N{Qay, = c2}. Wowcezas
2 2
{ i [|lzoll” = llwoll ™ = 1
2 2 2
ag [[zoll” = lwll” = e

Stad oraz z faktu, ze ay # aso,

2 _
{ ool = 222

||y 2 Cl&%—CQO&%
0” — 2__2
a]—ay

W takim razie (2.4) implikuje

C1—C2

e <1
1 2 2 2

clas—cao

3o <1

2_
ar—Qay
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2 2 2
{ afflzI” = Jll” =« :>{ (o —a3) |l = 1=
>

Niech teraz (z,y) € {Qa, > 1} N{Qa, < c2}. Wowezas

2 2 2
—agllzlI” + T > —e (af —a3) [lyll c1o3 — caq

2 c1—c
=" < 5=%
oy
2 < clag—czaf
lyll” < =izt
17 %

W takim razie ||z]|* < 1i ||Jy||* < 1, co oznacza, ze (x,y) € N. 0
Dowéd (Wniosku 2.5) Niech a; = 1, ap = a oraz ¢; = 0, ¢y = o — 1. Zauwazmy, ze
{Qal = Cl} N {Qa2 = CQ} = @Bu X 6BS C N.

Tak wiec na mocy Lematu 2.4 z tego, ze (x,y) € {Qa, = 1} N{Qq, < c2} dostajemy,

ze (x,y) nalezy do N. 0

Dowéd (Wniosku 2.6) Niech oy = v, ap = 1 oraz ¢; = c—(1 — a?), ¢y = ¢. Zauwazmy,
V1S
{Qal = Cl} N {Qa2 = CQ} = (9Bu X 838(\/ 1-— C) C N.

Tak wiec na mocy Lematu 2.4 z tego, ze (z,y) € {Qa, > 1} N{Qa, < 2} dostajemy,
ze (x,y) nalezy do N. 0
Dowdd (Lematu 2.12) Zdefiniujmy funkcje ¢ : R* x R* 5 (u,s) — (z,y) € R* x R*
jako

C(u, s) = (ube(u, s), s), (A.1)

gdzie . : R* x R®* — R, dane jest wzorem

B, o) Life+|s|?, edy |lull < 1, "
¢\W;5) = )
T (i e+ |ls||* - 1) + 1, gdy [Jul| > 1.

Naszym pierwszym celem bedzie pokazanie, ze ¢ zadane réwnoscia (A.1) jest funkcja
odwrotng do 7. Wezmy wiec dowolne (z,y) € R* x R*. Pokazemy, ze

C(n(z,y)) = (z,y). (A-3)
Gdy Qu(z,y) < ¢, to allz|| < e+ |lyl|*. Stad oraz na mocy definicji funkcji
dostajemy
a a x|
Imu(n(z, y))Il = ||z = <1 (A.4)
eyl e+ llyl?

W takim razie korzystajac kolejno z definicji ¢, n oraz 3. dostajemy
¢z, y)) = (mu(n(z,9))Bec(n(x, y)), y)

e} 1
- (x2\/c+ HyHQ,y)
«Q
ve+lyll

= (z,9).
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2
I

Z drugiej strony, gdy Q. (x,y) > ¢, to a||z|| > \/c+ ||y||". Stad oraz na mocy definicji

funkcji n dostajemy
1 1 — 3
1
=1+ > (alall = e+ IIP)

> 1. (A.5)

lmu(n(z, y)Il =

W takim razie korzystajac kolejno z definicji ¢, n oraz 3. dostajemy
C(n(x,y)) = (mu(n(z,9))Bec(n(x, y)), y)

1 1 3 e+ yll* -1
T (1—a\/c+HyH )+1 o +1

]

= (z,9).

Wykazalismy wiec, ze dla dowolnego (x,y) € R* x R® zachodzi (A.3). W szczegdlnosci
implikuje to, ze ( jest suriekcja na R" x R*. Zauwazmy, ze ( jest rowniez injekcja.
Istotnie jezeli dla pewnych (uq, s1), (u2, s2) € R* x R® zachodzi ré6wnos$¢ ((uy,s1) =
C(usg, $2), to wprost z definicji ¢ mamy s; = s, przy czym dla s = s; = s, musi byé
spelniony warunek

Ulﬂc(ul, S) = Ug@((Ug, S). (AG)
Gdy uy,us € By, na mocy (A.2) mamy S¢(uy, s) = B¢(uz, s), skad (A.6) daje réwnosé
up = ug. Gdy ug,us € R\ By, to (A.2) oraz réwnos¢ |Jug B¢ (uq, s)|| = [JuafBe(uz, s)|
wynikajaca z (A.6) implikuja ||u1]] = |Juz||. Poniewaz [ jest funkcja o wartosciach
rzeczywistych dodatnich, wiec na mocy (A.6) oznacza to, ze u; = uy. Pozostal nam
do rozpatrzenia przypadek, gdy ||ui]| < 11 |lug| > 1. Wéwczas (A.2) oraz réwnosé

|1 B¢ (ur, 8)|| = [|uaBe(usz, s)|| implikuja

o] ;1 ;
=— —~1
e+ lsll = ~e+ l1sl? = 1+ el

a po przeksztatceniu

1
0=—yc+ Is[1*(1 = flun ) + (fluall = 1),

co jest sprzeczne z zatozeniem ||uq|| < 11 |lug| > 1. Taki przypadek zajs¢ wiec nie
moze. Pokazuje to, ze u; = uq, a wiec ( jest w istocie injekcja. W takim razie jest
bijekcja, i na mocy réwnoscei (A.3) jest funkcja odwrotna do 7. Zauwazmy ponadto,
ze ( jest rowniez funkcja ciagla. W takim razie na mocy Twierdzenia Brouwera o
zachowaniu otwartosci (zob. [7]) ¢ jest homeomorfizmem. Funkcja 1 jest wiec réwniez
homeomorfizmem. Stad oraz na mocy (A.4) i (A.5) (spelnionych gdy odpowiednio
Qa(z,y) < coraz Qu(z,y) > ¢) dostajemy rownosé (2.10) z tezy lematu.

Do wykazania pozostala nam nieréwnosé (2.11). Dla ustalonego b > 0 odwzoro-

wanie
T —\/b+ ||x||2

Y
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spelia warunek Lipschitza za stata 1, stad

1
Iz (C(u, 51) = C(u, s2))ll < = ls1 = sl -
Ponadto z definicji ¢ mamy

Iy (C(uy 1) = Cu, $2))[| = [|s1 = 82| -

W takim razie dla dowolnych sy, sy zachodzi

5 (1 2 2
Qa (€)= Cluss2)) < 0® (= s = sall ) = flss = sl =

czego nalezalo dowiesc. 0

Dowdéd (Lematu 2.13) Niech n bedzie zamiana wspo6trzednych zadana przez (2.9). Z
definicji dysku horyzontalnego oraz z faktu, ze n jest homeomorfizmem, dostajemy;,
ze myonoh : B, — R" jest odwzorowaniem cigglym. Co wiccej dla dowolnych
x1, %9 € By, takich, ze

Ty © 1) O h(xl) =Tyu©Omno h(xQ)u

mamy na mocy nieréwnoéci (2.11) z Lematu 2.12

Qo (h(71) — h(x2)) <0,

skad z Definicji 2.7 dostajemy x; = xs.

W takim razie odwzorowanie m, o n o h jest bijektywne na swoj obraz. Zbiér B,
jest zwarty, a wigc (m, om o h)~! jest réwniez odwzorowaniem ciggltym. Stad zbi6r
Twonoh (Eu) jest homeomorficzny z B,.

Oznaczmy

A:Wuonoh<§u>, B =B,.

Ustalmy dowolne = € 9B,. Wéwczas Q. (h(z)) = ¢, skad na mocy definicji @,
oraz réwnosci (2.9) dostajemy

lmu(n(h(z)) = 1.

Oznacza to, ze 0A C 0B. Z tego, ze m,h(0) = 0, mamy m,onoh(0) =0 € ANInt(B).
Na mocy Lematu 1.23 widzimy, ze musi zachodzi¢ A = B, skad

m,onoh(B,) = B,.
W takim razie na mocy whasnoéci (2.10) z Lematu 2.12, dla dowolnego x € B,, mamy
Qa(h(z)) <<,

co nalezato udowodnié. O
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Dowéd (Lematu 2.14) Obierzmy dowolne uy,us € B,,. Dla i € {1,2} niech
z; = mph(w;), vy = myh(u;).
Korzystajac z tego, ze h spelnia warunek (2.6), mamy
ly1 = g2/l < affzr — 22| (A.7)

Z drugiej strony

Ien2) = Bl = Vs = all* + s = el
W takim razie na mocy (A.7)
[P(ur) = h(ug)|| < V14 a? [lay — 22|, (A.8)

oraz

[P (ur) = huz) | = V14 a2 [y — gl - (A.9)

Z zalozenia lematu h spelia warunek (2.13). W takim razie z réwnosci (2.10) z
Lematu 2.12 dostajemy dla dowolnego u € B,

Qa(h(u)) <c.

W konsekwencji na mocy definicji funkeji 7 (zob. (2.9)), mamy

h(u) =0~ (u, myh(u)) = (%\/CJr Iy ()|, 7y (w)).-

Oznaczajac g(y) = \/c + ||y||2, z powyzszego oraz z (A.8) dostajemy

[h(u) = hlus)|| < VI+a?
Vita?

= lurg(yr) — uag(ye)||

Vita?

= Y lurg(yr) — u2g(yr) + u2 (g(y1) — 9(y2)) |

V14 a2

< ——— gyl lur = w2l +l9(y1) — g(go)lluzll) . (A.10)

u u
et lmh )P = 22 e+ myh ()]

Zauwazmy, ze dla dowolnego a € [0, 4] prawdziwa jest nieréwnosé

Ve+a? <\Je+r?

oraz

0 a 1 1 e
861<\/C+a2):\/c+a2:\/;2+1§ %4—1:\/04_7«?
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Zauwazmy ponadto, ze na mocy (2.12) zachodzi inkluzja y; € By(rs). W takim razie
korzystajac z (A.10), z faktu, ze uy € B, a nastepnie z (A.9) mamy

V1+a? T
A (u1) — h(us)ll Vet i llug — gl + [yl = Nlyell]

(6] C+T2

S

« m
— -1
Vit m||ul—u2||+rs( L+a)

1A (ur) = h(us)]]

«

[[A(ur) = h(us)]]

T's

<

1+oz2 Ts
<Y Vet llu —usl + === lly: .|
<

|ur — uol| +

C+T2\/1—|—a2
s o

2
c+ s

T's

Poniewaz zachodzi ot < 1, wiec po przeksztatceniu powyzszej nieréwnosci
c+rg

a(ur) — huz)] <

a(m— Ts)

Pokazuje to, ze h spelnia warunek Lipschitza ze statg L.

Pozostalo wykazaé¢, ze h jest dyskiem (), horyzontalnym o promieniu c. Za-
uwazmy, ze konsekwencja lipschitzowskosci h jest fakt, ze jest to odwzorowanie ciggte.
Ponadto z (2.13), n (h (0)) = (0, s), dla pewnego s € R*. Pocigga to za soba

0
m:h (0) = a\/c—l— |s||* = 0.

Pokazuje to, ze h spelnia warunek (2.7). W takim razie h spelnia wszystkie zatozenia
Definicji 2.7 i w konsekwencji jest dyskiem @Q,-horyzontalnym. Wykazemy teraz, ze
promien tego dysku jest réwny c. Niech u € dB,. Z (2.13) oraz na mocy réwnosci
(2.10) z Lematu 2.12 i faktu, ze n jest homeomorfizmem mamy

[ur = s -

Qu (h(w)) = Qo (07" (u, mh(w)) = c,
co konczy dowdd. 0

Dowdd (Lematu 5.2) Zaczniemy od wykazania (5.6) dla dowolnego ¢t > 0. Ustalmy
p1 # p2 1 ozmaczmy v(t) = ||lg1 (p1, p2, )| . Poniewaz g1 (p1, p2,0) = 0,

td
v(t) = || | 2201 (propess) ds
t

| F@.00) = F (0.(p2) ds

0

< /tL H¢s(p1) - ¢s(]92) - (Pl —pz)H ds + /tL le —P2H dt,
0 0
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przy czym w ostatniej nieréwnosci skorzystalismy z zatozenia (5.3). Przyjmujac c¢(t) =
tL ||p1 — pa| oraz u(t) = L, na mocy Lematu Gronwalla 1.21,

o)< [ Ll =l [exp ([ Lar) | as

= Ll — ol 7 (e~ 1),

co koriczy dowéd (5.6) dla ¢ > 0. Dla ¢ < 0 dowdd przebiega analogicznie, natomiast
dlat =0 w (5.6) mamy réwnosc.

Wykazemy teraz (5.7) dla ¢ > 0. Zauwazmy, ze na mocy spelniania przez F
warunkéw (5.2-5.4), dla dowolnego s > 0,

16s(p1) — @s(p2)ll < lIp1 — p2l €™, (A.11)
IDE (¢s(p1)) — DF (¢s(p2)ll < M [[¢5(p1) — ds(p2)]l (A.12)
I[DF (¢s(p1)) = DF (¢5(p2))] F(s(p2)) | < p||DF (¢s(p1)) — DF (¢5(p2))l - (A.13)

Oznaczajac v(t) = || g2 (p1,p2,t)||, 1 wykonujac odpowiednie obliczenia (przy czym w
drugiej nierownosci korzystamy z (A.11-A.13)),

ot jg (F(s(p1) — F(6a(p2))) — (F(p1) — F(p2)) ds

v (t) =
— | [ DF 60 F (04(90)) = DF (04(p2)) F (6(32)) s
< [[IDF (6.0)) F (6,(01)) — DF (6.() F (0x(p)] ds

+ [IDF (0ulp1)) F (6.(5)) = DF (6.(m)) F 64(02)) 1 ds
< [(LIF @) = F (@ulpolds+ [ udle o = pal s
< [ Lods + [ LIFGD) = F)lds+ [ e [~ pal ds

t t
< /0 Lo(s)ds —i—/o <L2 + ,uMeLS) [p1 — pa| ds.

Przyjmujac teraz c(t) = [3 (L2 + uMeLS> lp1 — p2|| ds 1 u(t) = L, na mocy Lematu
Gronwalla 1.21,

o0) < [ (12 4+ udte™) I = poll[exo ([ 27 ) | as
(L (¥~ 1)+ te ) s - .

Wykazuje to prawdziwosé (5.7) dla t > 0. Dla t < 0 dowdd przebiega analogicznie,
natomiast dla ¢ = 0 nier6wnosé¢ (5.7) zamienia si¢ w réwnosc. 0
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