Matematyka IV Fizyka Medyczna

Zestaw 6 - calki powierzchniowe zorientowane
1. Obliczy¢ caltke powierzchniows zorientowana (po danym ptacie powierzchni):

(a) [[xdydz+ ydzdz — zdxdy, gdzie S jest gorng strong powierzchni
S
2z =1— 2% — y? lezacy nad plaszczyzng XOY,

(b) [[ 23dydz + zyzdedz + /x? + y>dedy, gdzie o jest dolng strona
kota x? + y*> < 4 (zwrécona w ujemnym kierunku osi 0Z),

(¢) [[(y* + z*)dydz, gdzie o jest gorng strong powierzchni z = 1 —
VY2 + 22 (patrzac w kierunku osi OX), odcieta ptaszezyzna Y OZ,

(d) [[ —2dydz + 3dxdz + 6zdxdy, gdzie S jest dolna strong trojkata
S
o wierzchotkach A = (-2,0,0), B = (0,-3,0)1 C = (0,0,1),

(e) [[2dxdy+ydrdz—a?zdydz, gdzie D jest zewnetrzng strona czesci
D

elipsoidy 422 + y? + 422 = 4, znajdujacej sic w pierwszej 6semce

przestrzeni,

(f) [[ydzdz, gdzie W jest zewnetrzng powierzchnia czworoscianu
W
ograniczonego plaszczyznami x +y + 2z = 1, x = 0, y = 0 i
z =0,

(g) [[(2* + y*)dzdy, gdzie S jest zewnetrzng strong gornej polowy
S

sfery a? +y? + 22 = R?,

(h) [[4aPdydz+4yPdadz—6z*dzdy, gdzie o jest powierzchnia boczna
walca x? + y?> = 4 (zorientowana na zewnatrz walca), ogranic-
zonego plaszczyznami z =01z =1,

1) [[(sinz + zy®)dydz + (cos z + ya?)dzdx + (xy + 2°)dzdy, gdzie
S
S jest czedcig paraboloidy z = 2% + y? — 1 zawartej w dolnej
polprzestrzeni (z < 0), zorientowanej "w dot",

(G) J[(z 4+ 1)dzdy, gdzie o jest wycinkiem zorientowanego dodat-
+o
nio brzegu bryly o réwnaniu z? + 3% + 22 < R? lezacym w
polprzestrzeni z > 0,

(k) [[(2* + x2z)dydz + —yzdaxdz + ydady, gdzie S jest zorientowany
S

dodatnio powierzchnig ograniczong przez z = 6 — 2% — % i z = 2,

(1) [[ z*dzdy, gdzie o jest zorientowana dodatnio elipsoida o réwna-

niu 2% + y? + 222 = 2.
2. Korzystajac ze wzoru Stokesa obliczy¢ nastepujace catki krzywoliniowe:

(a) ¢ 2z + y)dx — 2ydy + xyz*dz, gdzie L jest obwodem trojkata o
“L
wierzchotkach A = (0,—1,0), B = (0,2,0) i C' = (2,0,0), zorien-

towanym w kierunku ABC'A,

Anna Wasieczko



Matematyka IV Fizyka Medyczna

(b) ¢ evdr+ (22 +y2) 2 dy+yz3dz, gdzie | jest zamknietq linia przecie-
l

cia powierzchni z = /22 + y? z plaszczyznamix = 0,z =2,y = 0
iy = 1, zorientowang w kierunku ABCDA, gdzie A = (0,0,0),
B =1(2,0,0),C=(2,1,0), D =(0,1,0), sa rzutami odpowiednich
punktow nalezacych do krzywej [ na plaszczyng XOY,

(¢) $(x —y + 32)dzr + (y — 3z + 2)dy + (x — 3y + 2)dz, gdzie K
K
jest dodatnio zorientowang (patrzac "‘z gory"’ osi OZ) krawedzia

przeciecia plaszczyzny 2x + 3y + 6z = 3 z plaszyznami uktadu

wspotrzednych,
(d) §(z2+2)da+(v+224eY")dy+arctan (/2 — 5)dz, gdzie K brzeg
K

trojkata zorientowanego w nastepujacej kolejnosci wierzchotkow

A=(2,0,0), B=(0,2,0)1C = (0,0,2).

3. Korzystajac ze wzoru Gaussa-Ostrogradskiego obliczy¢ nastepujace catki
powierzchniowe:

(a) [[ zdxdy + ydadz + xdydz, gdzie o jest zorientowana dodatnio

powierzchnia szescianu ograniczonego ptaszczyznami x = 0, x =
LLy=0,y=1,2=012=1,

(b) [[ zarctan (y* — x)dwdy+xyzdedz+ 2z arccos ydydz, gdzie S jest
+S
zorientowang dodatnio powierzchnia kostki o wierzchotkach (0, 0, 0),

(0,1,0), (0,1,1), (0,0,1), (1,0,1), (1,0,0), (1,1,0) i (1,1,1),
(¢) [[(y?z+a)dydz—r*ydrdz+(z*+4zy)dredy, gdzie S jest wewnetrzng
s

strona prostopadto$cianu ograniczonego ptaszyznami uktadu wspotrzed-
nych i ptaszczyznami o réwnaniach: x =3, y =41z =1,

(d) [[(2zy+ 2*)dydz + (xz — y*)dxdz + (62 — 2zy)dady, gdzie S jest
zseantrzn@ strong powierzchni 22 + 3% + 22 = R?,

(e) [[ xdydz+4ydrdz+zdxdy, gdzie S jest wewnetrzna strona brzegu
lfryly ograniczonej powierzchniami z = 22 + 3%, 2 = 1,

) [[(Z*+y?)dydz+zzdrdz+(y? —2?)dxdy, gdzie S jest gorna strona
:zgéci powierzchni z = x24-y?—4 lezacej ponizej ptaszczyzny OXY,

(g) [[ 2*dydz+y*drdz+2z*dzdy, gdzie S jest dodatnio zorientowanym
J‘tr)qurzegiem bryty ograniczonej powierzchnia z = % — 2?2 —1? i lezacej
W plerwsze] 6semce przestrzeni,

(h) [[yzdzdz, gdzie o jest zewnetrzng strong brzegu bryly danej jako

2>1—a22—9% 2>0,y>0.
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