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Definicja zagadnienia przydziatu

Nalezy wykonac n prac przy zatozeniu, ze koszt przyuczenia j-
tego robotnika do wykonania i-tej pracy jest rowny c;;. Nalezy
znalezc¢ taki przydziat prac dla robotnikéw, w ktérym 1<azdy
robotnik wykonuje jednq prace i praca jest wykonywana przez
jednego robotnika, aby tgczne koszty przyuczenia byty jak
najmniejsze.

Niech x; = 1/0 jesli i-ta praca zostanie
przyd2|elona/n|eprzyd2|elonaJ -temu robotnikowi.

n n
V(AP) = mmz Z CijXij

i=1j=1

Z}leij = 1 i=1,...,,n (kazda praca jest wykonywana przez 1
robotnika)
] _1x;; =1 j=1,...,,n (kazdy robotnik wykonuje 1 prace)

x;j € {0,1}
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AP- algorytm wegierski (1)

Metoda wegierska dla zagadnienia przydziatu jest oparta o
dwa proste twierdzenia.

TW. 1
Niech 4 = [a;;]= [a;; £ y; £ z].
Dla dowolnego rozwigzania AP/TSP x= [x;;] zachodzi:

i=0 Li=0 @ij Xij= Ni=q Ni=1 Gij Xij+ Xizq ¥i t Xjz1 2

tj. rozwigzanie problemu nie zmieni sie jesli do/od dowolnej
kolumny lub wiersza macierzy A dodamy/odejmiemy statg
wartosc.

Jezeli x* jest rozwigzaniem zagadnienia z macierzg A,_to jest
ono takze rozwigzaniem dla zagadnienia z mamerzq A

Teza ta wynlka z definicji mac:|erzy A i réwnosci Y- 1 %5 =1

I=1,...,n, ]1xl]_1j 1,.
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AP- algorytm wegierski (2)

TW 2.
Jezeli wszystkie a;; 2 0 1 znalezione rozwiazanie

= [x{;] jest takie, ze ¥ X oa;;xi; = O, to x* jest
rozwigzaniem optymalnym zagadnlenla AP.

Def. 1

Zbior zer macierzy A= |a;;| nazywa sieg
niezaleznym, jezeli zadne dwa (lub wiecej) zera nie
lezg w jednej kolumnie lub wierszu (linii poziomej i
pionowej).
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AP- algorytm wegierski (3)

Idea algorytmu jest oparta na powyzszych
twierdzeniach. Na drodze dodawania | odejmowania
niektorych liczb do/z kolumn i wierszy znajdujemy zbior
zer niezaleznych.

Jezeli liczba zer niezaleznych jest rowna n, to
przyjmujac dla odpowiadajacych im zmiennych x;;
wartosci rowne 1, a wszystkie pozostate — réwne O,
zgodnie z twierdzeniem 2, otrzymamy rozwigzanie
optymalne zagadnienia przydziatu.

Algorytm skfada sie z kroku przygotowawczego i nie
wiecej niz (n-2) kolejno powtarzanych iteracji, ktora
zwieksza przynajmniej o liczbe zer niezaleznych
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AP- algorytm wegierski (4)

Algorytm wegierski

1. Krok przygotowawczy

a. W kazdym wierszu macierzy A odejmujemy
najmniejszy element wiersza i tworzymy nowg
macierz A = |a;;| = |a;; - yi| gdzie y; = min a;;

1=1,..n

b. W kazdej kolumnie macierzy A odejmujemy
najmniejszy element kolumny i tworzymy nowagq
macierz A = |a;;| = |a;; - 7], gdzie z; = min a;;

=1,..n

J
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AP- algorytm wegierski (5)

Algorytm cd.

2.

Poszukiwanie kompletnego przydziatu.
Dokonujemy przydziatu jednego zera w kazdym wierszu
lub kolumnie — zbidr zer niezaleznych.

Jesli |0*] = n to znalezliSmy rozwigzanie optymalne, z
kosztem ¢ = ,wielkosci redukcji macierzy” i otrzymalismy
kompletne skojarzenie.

Jesli nie, to zera nie bedace zerami niezaleznymi
przekreslamy (9).
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AP- algorytm wegierski (6)

Algorytm cd.

3. Sprawdzenie liczby zer niezaleznych (*ALG. 1)
Wykreslamy minimalng liczbe linii poziomych oraz
pionowych wszystkie zera w (przechodzgcych przez
wszystkie zera) macierzy A.

Jezeli liczba linii jest rowna n , to znaleziono zbior zer
niezaleznych |O0*| = n. Odczytaj przydziat i STOP.
W p.p. =2 4.
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AP- algorytm wegierski (7)

Algorytm cd.

4. Proba powiekszenia zbioru zer
niezaleznych.
a. Znajdz najmniejszy nieprzykryty przez linie element
macierzy A.

b. Odejmij ten element od wszystkich, nie przykrytych
linilami elementow A.

c. Dodaj element najmniejszy do elementow macierzy A,
ktore sg przykryte dwoma liniami i przejdz do kroku =
2.

10
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AP- algorytm wegierski (8)

ALG. 1 Algorytm okreslajgcy minimalny zbiér linii wykreslajgcych

wszystkie zera w macierzy.

1. Poszukiwanie maksymalnego skojarzenia.

a. OznaczyC symbolem x kazdy wiersz nie posiadajacy

niezaleznego zera (|0))

b. OznaczyC symbolem x kazdg kolumne majaca przekreslone

) W 0zhaczonym wierszu.

c. OznaczycC symbolem x kazdy wiersz majgcy w oznakowanej

kolumnie niezalezne zero (

0

) 2 (D).

Petle nalezy kontynuowac tak dtugo, az nie jest mozliwe dalsze

oznakowanie.

2. Poszukiwanie minimalnego pokrycia wierzchotkowego.

Pokrycie wierzchotkowe jest zbiorem minimalnym wierszy i kolumn
zawierajacych wszystkie zera w macierzy.
Aby go uzyskac przekreslamy wszystkie nieoznakowane wiersze oraz

oznakowane kolumny.

11
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AP- algorytm wegierski (9)
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AP- algorytm wegierski (6)
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AP- algorytm wegierski (1a)
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AP- algorytm wegierski (1b)
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AP- algorytm wegierski (1b) %
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AP- algorytm wegierski (2)
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AP- algorytm wegierski (2’)
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AP- algorytm wegierski (3 [Alg. 1—1a])
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AP- algorytm wegierski (3 [Alg. 1—1b])
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AP- algorytm wegierski (3 [Alg. 1—10])
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AP- algorytm wegierski (3 [Alg. 1—10])

5232712 0@ 1 & 5 ]
68425 |2 1 6 2 [0 3
643722 >|1 2150 Xop=9
69040]0 3 910 (4 O
4124010 IR EZH 2 DD B

X

Na tym kroku konczymy. Jeszcze raz kroku [Alg.1-1b] nie
mozemy wykonac poniewaz w zadnym oznaczonym wierszu
nie ma juz J .

22
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AP- algorytm wegierski (3 [Alg. 1—2])
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AP- algorytm wegierski (4a)
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AP- algorytm wegierski (4b)
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AP- algorytm wegierski (4(:)
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AP- algorytm wegierski (4(:)
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AP- algorytm wegierski (4(:)
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AP- algorytm wegierski — rozwigzanie.
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Rozwigzanie optymalne otrzymujemy przyjmujac wartosc x;;
dla zer niezaleznych réwng 1, a dla pozostatych 0. Wartosc
funkcji kryterialnej wynosi v(AP)= 10.
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Przyktad zagadnienia

m Elastyczny system produkcyjny sktadajacy sie z n
stanowisk roboczych z maszynami rozmieszczonych wokot

przenosnika o ruchu okreznym

£ 41

P
<

£ 41

Odlegtos¢ pomiedzy stanowiskami [d; ;],,x:
1 1R . !
L] I dlai< j

" ln-i+j  dlai> |

dlai, j=1,...,n.

T Liczba detali, na jednostke czasu,
LI ktore po obrobce na maszynie k
N A8l s3 poddane dalszemu procesowi
technologicznemu

— na maszynie | : [f ],

Cel - zminimalizowanie sumarycznego czasu transportu
detali, poprzez odpowiednie przydzielenie maszyn do
stanowisk roboczych.

31
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Przyktad zagadnienia
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Liczba mozliwych przydziatow:

4 > 1
1->4
2 >3
5S> 2
6>5
326

61=720

r=(4,5,2,1, 6, 3)

szij Feye(y =180
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Model matematyczny zagadnienia

Dane s3 trzy nxn wymiarowe rzeczywiste macierze F=(f;), D=(d,) oraz
B=(by)
= f, przeptyw (liczba potgczen) pomigedzy zadaniami i oraz j,
. dkI odlegtosc¢ pomiedzy stanowiskiem k oraz |

IF\ liamc—=4+ anvanAa—amrmvs = ~ve=nsad=aialara wadanmia s AlAa rvaacc—v v 1,

= |k NUOoZLZLU LVVIQLGI I)’ L PIL)’ULIGICIII LAUAUQA IIAA 1T UV |||aol__y| Iy n
m N liczba maszyn oraz zadan, ktore majg zostac¢ do siebie
przyporzgdkowane

m Do kazde] maszyny przydzielamy jedno i tylko jedno zadanie oraz kazde
zadanie jest przydzielone do jednej maszyny

m Chcemy zminimalizowac catkowity koszt funkcjonowania systemu,
zwigzanego np. z kosztami transportu technologicznego (Quadratic
Assignmnent Problem posta¢ Koopmansa-Beckmana).

min {Z 2 Fiiyecy TN bin(i)}

7€ |3 A i=1

7={n1), ...,x(1),..., n(j),..,7(n)} permutacja zbioru N ={1, 2,..., n}
- Jest zbiorem wszystkich n-elementowych permutacji

33
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Ztozonosc¢ obliczeniowa

m Zagadnienie QAP jest zagadnieniem NP-trudnym
(Sahni 1 Gonzalez 1976)

m Znalezienie g-aproksymacji tego problemu, takze nalezy do klasy
probleméw NP-trudnych

m Brak algorytmow pozwalajgcych na uzyskanie doktadnego
rozwigzania dla n>30.

m Liczba mozliwych rozwigzan n!

34
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Zastosowanie QAP
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Terminal przetadunkowy

Zagadnienie to jest okreslane mianem LTL (ang. less-than-
truckload). W celu zmniejszenia kosztéw eksploatacji
terminala i zwiekszenia jej szybkosci niezbedna jest
minimalizacja funkcji celu bedacej iloczynem mas oraz drogi
wszystkich fadunkow przemieszczanych wewnatrz terminala.

llosc bram znajdujacych sie w takich terminalach waha sie od
kilkunastu do ponad 200

35
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m Optymalizacja przetacznikéw ATM - optymalizacji procesu
doboru szablonow (ang. template-driven) w planowaniu rozktadu
komorek w przetgcznikach ATM (ang. Asynchronous Transfer
Mode Switch).Celem jest zaprojektowanie optymalnych
szablonow dla wielu strumieni w przetacznikach ATM tak, aby
zredukowac wariancje op6éznienia w poszczegolnych komérkach.

36
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Wywazanie turbin

Podczas sktadania topaty turbiny muszg zostac ztozone w okreslonej
kolejnosci wokot jej osi. Kolejnos¢ montowania topat ma duze
znaczenie, poniewaz topaty dostarczane przez producentow
posiadajg niewielkie odchylenia od standardowej masy. Odchylenia
te ze wzgledu na predkosc rotacji turbiny mogg miec duzy wplyw jej
bezawaryjng prace. W zwigzku z tym konieczne jest ustalenie
optymalnej sekwencji montowania, takiej aby odchylenia wagi topat
wzajemnie si€ rownowazyty mlnlmallzumc odlegtosc pomiedzy
srodkiem masy topat oraz osi obrotu turbiny.

37



http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/

Zastosowanie QAP

Lancuch polipeptydow)

fi) (i)

Dopasowanie molekularne

Zagadnienie dopasowania molekularnego jest jednym z
najwazniejszych i najtrudniejszych problemow we
wspotczesnej biofizyce i biochemii molekularnej. Najprosciej
problem ten mozna sformutowac tak: dla danej wstepnej
sekwencji aminokwasoéw, nalezy przewidziec ich

uporzadkowany (natywny) lub zdenaturowny (sfatdowny)
uktad w przestrzeni 3-wymiarowej.

38
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Projektowanie uk’radow VLSI

= W 1961 roku Steinberg w sformutowat po raz pierwszy problem
minimalizacji dtugosci potaczen (backboard wiring problem).
Problem dotyczyt rozmieszenia elementow sktadowych na tablicy
tak, aby zminimalizowa¢ konieczng dtugosc¢ potaczen pomiedzy
elementami sktadowymi rozmieszczonymi na tablicy. Rozwazany
przez Steinberga problem dotyczyt rozmieszczenia 34 obiektow
na tablicy z 36 pozycjami pomigdzy ktoérymi istniato 2635

potaczen. Problem ten jest obecnie sztandarowym przyktadem
problemu QAP.

39
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Zastosowanie QAP

{1,2,4,6} 12,46}, 6,10
[£1,2,4,6}, 1, 100] 3. 10 [t 6, 10]

/_\ /T\
Przydziat czestotllwosu

problem przydziatu czestotliwosci FAP (ang. Frequency
Assignment Problem). Problem ten pojawia sig, gdy konieczne
jest utworzenie potaczenia radiowo-telefonicznego w strefie, gdzie
kazde z potaczen musi mieC przydzielong inng czestotllwosc
Typowym przyktadem takiej sytuacji jest pojawienie si€ telefonu
komoérkowego w nowej strefie, gdzie potaczenie pomigdzy telefonem
a sieciq transmisyjng jest tworzone w oparciu o potgczenie radiowe
(wspodfczynnik separacji ). W takim przypadku nadajnik (telefon
komorkowy) tworzy potgczenie z odbiornikiem (stacjg bazowgq), na
jednej z czestotllwosm obstugiwanej przez stacje bazowg. FAP moze
zostac réznie zdefiniowany: jako problem minimalizacji liczby
wszystkich kanatéw uzywanych w catym systemie Iub minimalizacji
réznicy pomiedzy najwyzszg i najnizszq czestotliwoscig pracy
systemu, przy ograniczeniach wynikajacych z zatozeniu
dopuszczalnego poziomu zaktécen.

40
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Zastosowanie QAP

Projektowanie architektoniczne

Projektowanie ciggow komunikacyjnych wewnaqgtrz
budynkow, drog i dobor lokalizacji budynkow.

41
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QAP - generalizacja

m Problem podziatu grafu — GPP

Celem jest taki podziat zbioru V grafu G=(V, E) na k podzbioréw o rownej
liczebnosci, aby catkowita waga krawedzi, przez ktére przechodzi podziat byta
minimalna. Problem ten moze zostac sformu’rowany jako problem QAP z macierzg
odlegtosci D, bedaca macierza przylegtosci krawedzi grafu G (z wagami
odp0W|edn|ch krawedzi o wartosci O lubl) oraz macierza przeptywow F uzyskang
dzieki mnozeniu przez —1 macierzy przylegtosci utworzonej dla k rozdzielnych
kompletnych podgraféw zwierajgcych po n/k wierzchotkéw.

42
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QAP - generalizacja

m  Problem maksymalnej kliki

Dla grafu G = (V,E) z n wierzchotkami nalezy znalez¢ maksymalng liczbe
wierzchotkoéw k < n dla ktérych istnieje podzbiér V; < V okreslajacy klike w G — to
znaczy wszystkie wierzchotki w V,; sg ze sobg potaczone przez krawedzie G.

W problemie QAP odpowiadajgcemu problemowi maksymalnej kliki, macierz F jest
zdefiniowana jako macierz przylegfosci grafu G oraz macierzy D bedgcej macierzg
przylegfosci grafu zawierajgcego klike rozmiaru k oraz n-k izolowanych
wierzchotkéw pomnozonych przez —1. Klika rozmiaru K istnieje tylko wtedy, gdy
rozwigzania optymalne tak sformufowanego problemu QAP jest rowne —k>.
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QAP - generalizacja

CW,(4)=4 CWH(E)=4

_ /k)\ \f 7 e _.__"'“‘- N

G ‘ ® c A D (E B iF
/(@ . A A >

® © i e <o —

L= i
CW/(C)=1 CW/D)=5 CW/(B)=2
(a) (b}

Figure 1: (a) Graph example, {b) Cutwidth of G for a labeling f.

m Problem komiwojazera — minimalny cykl.
m Problem liniowego utozenia LAP (linear arrangement problem)

Dla danego grafu G = (V, E) nalezy tak roztozyc¢ jego
wierzchotki na n punktach zdefiniowanych na prostej, aby
zminimalizowac¢ sume odlegtosci pomiedzy parami
wierzchotkow grafu G potaczonymi tg sama krawedzia.
Problem ten moze byc¢ zdefiniowany iako problem QAP z
macierzg D bedacg macierzg przylegtosci grafu G oraz
macierzg przeptywu F = (f;). gdzie f; = |i - j| dla wszystkich
wierzchotkéw i oraz j.
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QAP - generalizacja
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m  Problem minimalnej wagi zbioru tukéw sprzezonych — FASP (minimum weight feedback
arc set)

Rozwazamy wazony graf skierowany G = (V, E). Celem jest odrzucenie takiego podzbioru

tukéw z E, aby suma wag odrzuconego zbioru byta minimalna oraz w wyniku ich usuniecia

zniknety wszystkie cykle skierowane (ang. dicycles) w G. W wyniku wyrzucenia powyzszych

tukéw uzyskujemy wazony skierowany acykliczny podgraf G.

Problem ten jest ekwiwalentny do problemu poszukiwania acyklicznego podgrafu grafu G z
maksymalng sumg wag.

Jesli przyjmiemy, ze wagi krawedzi grafu G sg rowne O lub 1, to w takim przypadku
otrzymujemy problem poszukiwania acyklicznego podgrafu (ang. acyclic subgraph problem).

Jesli w grafie skierowanym G ponumerujemy wezty topologicznie, tzn. kazdemu weztowi i
grafu przyporzgdkujemy liczbe naturalng t(i) ze zbioru {1, 2 ..., n} o takiej wtasnosci, ze dla
kazdego tuku (i, j) grafu zachodzi warunek t(i) < t(j). mozna sformutowac FASP jako problem
QAP. W takim wypadku macierz odlegtoSci jest macierzg_sasiedztwa grafu G (z wagami
odpowiednich krawedzi zamiast wartosci O lub1), natomiast macierz przeptywéw jest macierzg
dolno-tréjkatng, w ktérej TR jeslii <joraz fi; = 0 w przeciwnym przypadku.
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QAP - generalizacja

m Problem pakowania grafow

Problem pakowania grafow (ang. graph packing problem), jest
problemem, w ktorym rozwazamy dwa grafy G, = (V,, E,) oraz

G, = (V,, E,) zawierajace n wierzchotkbw. Permutacja = € S, jest
nazywana pakujacq graf G; w (52 jesli z tego, ze (i, j) € E; wynika,

ze (n(i), 7(J)) ¢ E, dla 1l <1, j<n

Inaczej mowigc, pakowanie grafu G, w graf G, polega na wstawieniu
wierzchotkéw grafu G, w Wlerzcho’rkl grafu G, tak aby pary tukéw
pomiedzy wierzchotkami nie powtarzaty sie.

Rozwigzanie problemu pakowania graféw polega na znalezieniu upakowania
grafu G, w G, lub stwierdzeniu, ze takie upakowanie nie istnieje. Problem ten
mozna sformutowac w postaci zagadnienia QAP jesli przyjmiemy, ze macierz
odlegtosci D odpowiada macierzy przylegtosci grafu G, natomiast macierz
przeptywu F odpowiada macierzy przylegtosci grafu G,. Jesli istnieje taka
permutacja = € S, dla ktorej optymalne rozwigzanie ta JR sformutowanego
problemu QAP Wynosi f(z) = 0, to istnieje poszukiwane upakowanie grafu i
permutacja r jest rozwigzaniem problemu pakowania grafu.
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Programowanie dynamiczne

®Metoda rozwigzywania wieloetapowych zagadnien decyzyjnych
®pPoszukujgca optymalnej strategii (plan dziatania, sposob
prowadzenia procesu)

®Proces decyzyjny moze byC wieloetapowy z natury (czas) lub
zdekomponowany na etapy w sposob sztuczny

®*\W kazdym etapie podejmowana jest decyzja (zmienna, wektor)

®Stan procesu (zmienna, wektor) — rozpatrywany przed 1 po
kazdym etapie zmienia sie w wyniku podejmowanych decyzji
(funkcja przejscia)

®Metoda PD moze byc¢ stosowana dla:
® Zagadnien statycznych oraz dynamicznych
® Modeli deterministycznych i stochastycznych
® Zmiennych dyskretnych i ciggtych
® Skonczonego i nieskonczonego horyzontu decyzji
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Programowanie dynamiczne

Wieloetapowy proces decyzyjny (WPD) jest to proces, ktérego stan na kazdym
etapie zalezy od decyzji wybranej ze zbioru decyzji dopuszczalnych.

Oznaczmy przez S, (k=1,2,...,N) zbiér mozliwych w k-tym etapie wartosci zmiennej
stanu (zbiér mozliwych stanéw). Oznacza to, ze zmienna s, moze przyjmowac
jedynie wartosci ze zbioru S,.

Przez D, (k=1,2,...,N) oznaczymy zbiér mozliwych decyzji w k-tym etapie - zmienna
X, moze przyjmowac jedynie wartosci ze zbioru D,.

T — oznacza transformacje opisujgca zmiany stanu realizowang w czasie etapu.
Wieloetapowy proces decyzyjny moze zosta¢ wyrazony nastepujacg zaleznoscig
rekurencyjng:

Si=T(Sk.1.Xk.1) (k=1,2,...,N, s eS,, x,eD,) (6.1)
Z wieloetapowym procesem decyzyjnym jest zwigzana funkcja celu:
f(S1, Soy --es SNi Xq X5 5eeey XN)

Problem, ktéry nalezy rozwigza¢ w kazdym wieloetapowym procesie decyzyjnym
polega na okresleniu ciggu decyzji:

xl*,xz*,...,xN* (X*eD))
przy ktorych ustalona funkcja celu dla catosci procesu przebiegajgcego w N etapach

osigga optimum. Ciag decyzji optymalnych nazywac bedziemy strategia optymalng.
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Programowanie dynamiczne

Klasyczne zadanie prezentujgce metode PD

m Mieszkaniec wschodniego wybrzeza USA postanowit udac
sie na zachodnie wybrzeze w czasach, gdy podréze nie
nalezaty do przedsiewziec¢ bezpiecznych.

m Agent ubezpieczeniowy przedstawit mu mape z
zaznaczonymi trasami przejazdu dylizansow i kwotami
obowigzujacych ubezpieczen.

m Podré6zujacy postanowit wybrac takg trase, ktéra
charakteryzowataby sie najnizszym sumarycznym kosztem
ubezpieczenia (i domniemanym maksymalnym
bezpieczenstwem).
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Programowanie dynamiczne

Zachod

Wschaod
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: : n-1 yl :f ( :IIIIIIIIIIIIII f
l X l X5 = n-3 T%?S F l Xn 1(Yn-1)
Yo T, Y1 it Yo i Y3 1 _yn-g it Yn
=1, 2, ..., n - etapy procesu decyzyjnego
n - liczba etapéw procesu decyzyjnego
(x4, X%, ,..., X)) - Strategia (ciqg decyzji) - x;eX; (zbior decyzji dopuszczalnych etapu)
(Yo, V1 »---» ¥,,) — trajektoria y;eY; (zbior stanéw dopuszczalnych etapu)

yi..- stan wejSciowy i-tego etapu (stan przed etapem)

X; - decyzja podjeta w i-tym etapie

y; - stan wyjsSciowy i-tego etapu procesu decyzyjnego

Yo - Stan poczatkowy procesu decyzyjnego

y, - stan koncowy procesu decyzyjnego

f..i+1(Yi.1) — funkcja oceny i-tego etapu i etapoéw nastepnych

T- transformacja opisujgca zmiane stanu realizowanego w czasie etapu:

Y = TelWi-1r Xi) (1)

Stan na etapie k zalezy tylko od stanu y,_; oraz do decyzji X,
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

m Do oceny efektywnosci procesu decyzyjnego y,, Y1, -..,¥Yn
wyprowadzmy funkcje kryterialng (f. celu):

Q = QWo» Y1s---1¥Yns Xgs---5 Xp) (2)

Podstawiajgc (1) do (2) otrzymujemy:

Q=Q(Y0:X1,--+,Xn) (3)
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

ik ) 1 1
Yo | T, V1 T, Vi ) g Yogql o Do,

Wiasnos¢ Markowa (procesy decyzyjne) — moéwimy, ze
n-etapowy proces decyzyjny ma charakter procesu Markowa jesli
stowarzyszona z nim funkcja kryterialna na postac:

Qo X1s X5,--:%m1) = QYo X15 Xoys---3X ) + QWi Xia1s Xkwor---X 1)

Po dowolnej liczbie k decyzji, wptyw pozostatych etapdw procesu
decyzyjnego na koncowg wartosc funkcji celu zalezy jedynie od
stanu przy koncu k-tej decyzji i od decyzji nastepnych:

Q(yO’Xl’ B ’Xn): Q(y01xl’ ¥ i ’Xk)+ Q(yk’xk+J11 & 1Xn)

Q" =Q(Yi»Xi+11-+1%n)
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

Wiasnos¢é Markowa

Decyzja podejmowana w k-tym etapie procesu (oraz stan po etapie) zalezg
jedynie od stanu poprzedzajacego — Yy, ;, a nie od drogi dojscia do tego
stanu (decyzji i stanow poprzedzajgcych)

Inaczej méwigc stan systemu na koncu k-tego etapu optymalizacji zalezy od
stanu na etapie poprzednim k-1 oraz od decyzji podjetej na k-tym etapie.
Natomiast nie zalezy drogi jakg system doszedt do stanu k-1. (proces bez
pamieci)

Wtasnos¢ Markowa to witasnos¢ proceséw stochastycznych z czasem
dyskretnym, polegajgca na tym, ze stan procesu w danej chwili zalezy tylko
od stanu w chwili poprzedniej. Zaktadajac, ze proces stochastyczny jest
ciggiem zmiennych losowych, mozemy te wilasnos¢ zapisa¢ za pomocq
prawdopodobienstwa warunkowego:

P(‘Yn.+l |*XO? ‘Xls *‘Y‘b SRR JX'-n) - P(-'YnJr]

Xn)
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

Funkcje kryterialne majace wtasno$¢ Markowa

G= Yi=19k k-1, %i) 4)
G = max{g; (¥o, x1), 92(y1, %2), .., Gn(Yn—1,%n) } (2)

gdzie g (Vi—1, Xx) - wskaznik jakosci dla etapu k, np. koszt
realizacji etapu k

Funkcja (4) moze wyrazac sumaryczny koszt realizacji n-etapowego
procesu decyzyjnego lub sumaryczng kare za przekroczenie
terminéw realizacji zadan, natomiast (5) wyraza maksymalne
opdznienie realizacji zadan, odchylenie od zadanego stanu
koncowego
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

Celem jest wyznaczenie optymalnej strategii lub optymalnej
trajektorii:

Wychodzac (startujac) ze stanu poczatkowego y, nalezy podjac n
kolejnych optymalnych decyzji minimalizujgcych funkcje celu (4):

fano) = V?Cin min ... rgjln{g1(3’0’x1) + 9oV, x2) + ot Gn(Yn-1,%,)}(6)

1 X2

Stad

fao) = rr}ciln{gl(l)’o’xl) + fa1(1)} = rr)‘ciln{g1(J’0’x1) + fu—1(T1(¥o,x1))}
n=2, 3,...
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

Réwnanie Bellmana ma postac (wzor rekurencyjny):
m Dla funkcji kryterialnej (4):

fa(o) = rgiln{g1(J’0’x1) + fuo1(T1(vo, x1))} n=2, 3,... (8)

gdzie f,_1(y1) = ngcin n;lcin--- rgin{gz(yl,xz) + g3(¥2,x3) + .t gn(Yn-1. %)}

2 3

m Dla funkcji kryterialnej (5):
(o) = rgiln{max[%(J’o’x1),fn—1(T1(J’0’x1))]} n=2, 3,.. (9)

gdzie f, 1 (y1) = nyzn rrylcin n)cin{max[gz V1, %2), 93(V2,%3), o s Gn -1, X0 1}

3

Formuty (8) i (9) wyrazajg zasade optymalnosci Bellmana:
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PD — wieloetapowy proces decyzyjny

m Zasada optymalnosci R. Bellmana (1956)

Strategia optymalna ma te wtasnosc, ze niezaleznie od
poczgtkowego stanu i poczatkowej decyzji pozostate decyzje muszq
stanowicC strategie optymalng ze wzgledu na stan wynikajacy z
pierwszej decyzji.

Whniosek z powyzszego twierdzenia jest nastepujacy:

Kazdy koncowy odcinek strategii optymalnej jest dla swoich
warunkow poczatkowych strategig optymalng.

Nie jest natomiast prawdgq, ze:

Dowolny odcinek strategii optymalnej jest strategiq
optymalng.
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Kaczorek T.: Teoria sterowania. Tom Il. PWN, Warszawa 1981:
m llustracja dowodu zasady optymalnosci Bellmana.

s Dowdd metodg nie wprost. Przypusémy, ze zasada optymalnosci
jest nieprawdziwa, tzn. ze koncowy odcinek BCD nie jest
trajektorig optymalng dla warunkéw krancowych t;, t,
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PD — formalizacja

Dekompozycja procesu decyzyjnego na etapy

Definicja zmiennej decyzyjnej

Okreslenie stanu procesu (na podstawie ktérego podejmujemy
decyzje)

Definicja funkcji celu (ocena decyzji - kryterium efektywnosci
catego przedsiewziecia)

Okreslenie istotnych ograniczen dla standéw i decyzji

Definicja funkcji przejscia miedzy stanami po podjeciu decyzji
Struktury danych dla zapisania decyzji optymalnych dla kazdego
etapu i kazdego stanu poprzedzajgacego (osiggalnego)
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PD — formalizacja

Rozwigzanie rozpoczynamy od etapu ostatniego

m Definiujemy funkcje oceny etapu: f;(Y,.1, X,)

m Okreslamy zbiér stanéw dopuszczalnych (osigganych) przed
rozwazanym etapem: y, ;

s Dla kazdego stanu okreslamy zbiér decyzji dopuszczalnych: x,

m Dla wszystkich decyzji dopuszczalnych wyznaczamy funkcje
oceny | wybieramy najlepszq

m Zapisujemy dla kazdego stanu wejsciowego etapu (przed)
optymalng decyzje (lub kilka) oraz wartosc funkcji oceny

Przechodzimy kolejno od etapu przedostatniego, ..., az do
pierwszego, powtarzajqc powyzszy schemat

m  Definiujgc rekurencyjnie funkcje oceny aktualnego etapu i
etapow nastepnych: wyrazamy f,(Y,.», X,.;) za pomoca_f,;(y,.1)
itd.
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PD — formalizacja

W 2 fazie obliczen - majac wyznaczone decyzje optymalne
dla wszystkich etapow i stanOw wyznaczamy rozwigzanie
(strategie) optymalne catosSci przedsiewziecia:

m Dla zadanego stanu poczatkowego odczytujemy
optymalng decyzje etapu pierwszego

m Wyznaczamy, korzystajac z funkcji przejscia stan
wyjsciowy etapu pierwszego

m Dla tego stanu odczytujemy decyzje w etapie kolejnym, az
do etapu ostatniego — wyznaczajac stan koncowy.

m Dodatkowo mozemy dokonac sprawdzenia poprawnosci
wyznaczenia funkcji celu dla rozwigzania optymalnego i
warunkow ograniczajgcych, dotyczqcych stanow i decyzji.
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PD — zastosowanie

Zagadnienie zatadunku (problem plecakowy -binarne,
catkowitoliczbowe, liniowe, nieliniowe)

Zagadnienie planowania produkcji

Zagadnienie optymalizacji zapasow

Zagadnienie alokacji zasoboéw (np. sity roboczej, kapitatu,
maszyn, surowcow)

Zagadnienie optymalnych trajektorii (np. wyboru drogi)
Zagadnienie planowania inwestycji

Zagadnienie doboru kontrahentow - dostawcow
Zagadnienie odnowy parku maszynowego

Zagadnienie planowania kampanii reklamowych
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n$D r!|.= nl=2 nl=3 nl=4
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Egzamin - MMWD

m SST

m  Dijkstra
s Floyd-Warshall

m Liniowe zagadnienie przydziatu — algorytm wegierski
m  Metody przyblizone

m  Programowanie dynamiczne

m  binarne zagadnienie plecakowe

= nieliniowe zagadnienie zatadunku

= wyznaczanie wielkosci partii produkcyjnej

m  zadania typu: dobdr kooperantéw, inwestycje, rurociag, eksploatacja i zamiana samochodu
m Metoda podziatu i ograniczen

m  kryteria zamykania

s algorytm Little'a dla TSP

= met. wegierska + reguta podziatu Belmore'a dla TSP

m OpenTSP

m alg. Horowitz'a dla zag. plecakowego

m  Metoda simplex

m  Planowanie sieciowe
= wyznaczenie czynnosci krytycznych (Sciezki), metody europejska/amerykanska, graf PERT

m  Algorytm Forda-Fulkersona : problem maksymalnego przeptywu i wyznaczenie min.

przekroju
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