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Systemowych

Wojciech Chmiel

Wyk ad: Programowanie dynamiczne 1.

Matematyczne Metody Wspomagania 
Decyzji
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Zagadnienie przydzia u
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Definicja zagadnienia przydzia u

Nale y wykona  n prac przy za eniu, e koszt przyuczenia j-
tego robotnika do wykonania i-tej pracy jest równy cij. Nale y 
znale  taki przydzia  prac dla robotników, w którym ka dy 
robotnik wykonuje jedn  prac  i praca jest wykonywana przez 
jednego robotnika, aby czne koszty przyuczenia by y jak 
najmniejsze. 
Niech xij = 1/0 je li i-ta praca zostanie 
przydzielona/nieprzydzielona j-temu robotnikowi.

v(AP) =

= 1	 i=1,…,n (ka da praca jest wykonywana przez 1 
robotnika)

= 1	 j=1,…,n (ka dy robotnik wykonuje 1 prac )
{0,1}
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AP- algorytm w gierski (1)
Metoda w gierska dla zagadnienia przydzia u  jest oparta o 
dwa proste twierdzenia.

TW. 1
Niech = [ ]= [ ± ± ].
Dla dowolnego rozwi zania AP/TSP x= [ ] zachodzi:

= + +

tj. rozwi zanie problemu nie zmieni si  je li do/od dowolnej 
kolumny lub wiersza macierzy dodamy/odejmiemy sta  
warto .   
Je eli jest rozwi zaniem zagadnienia z macierz 	 , to jest 
ono tak e rozwi zaniem dla zagadnienia z macierz  .
Teza ta wynika z definicji macierzy i równo ci = 1	
i=1,…,n , = 1		j=1,…,n,
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AP- algorytm w gierski (2)

TW 2.
Je eli wszystkie 0 i znalezione rozwi zanie 

= jest takie, e = 0, to jest 
rozwi zaniem optymalnym zagadnienia AP.

Def. 1
Zbiór zer macierzy A = 	 nazywa si  
niezale nym, je eli adne dwa (lub wi cej) zera nie 
le  w jednej kolumnie lub wierszu (linii poziomej i 
pionowej). 
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AP- algorytm w gierski (3)
Idea algorytmu jest oparta na powy szych 
twierdzeniach. Na drodze dodawania i odejmowania 
niektórych liczb do/z kolumn i wierszy znajdujemy zbiór 
zer niezale nych. 

Je eli liczba zer niezale nych jest równa n, to 
przyjmuj c dla odpowiadaj cych im zmiennych 
warto ci równe 1, a wszystkie pozosta e – równe 0, 
zgodnie z twierdzeniem 2, otrzymamy rozwi zanie 
optymalne zagadnienia przydzia u. 

Algorytm sk ada si  z kroku przygotowawczego i nie 
wi cej ni  (n-2) kolejno powtarzanych iteracji, która 
zwi ksza przynajmniej o  liczb  zer niezale nych 
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AP- algorytm w gierski (4)

Algorytm w gierski

1. Krok przygotowawczy
a. w ka dym wierszu macierzy A odejmujemy 

najmniejszy element wiersza i tworzymy now  
macierz = = 	 , gdzie = min

,..,

b. W ka dej kolumnie macierzy A odejmujemy 
najmniejszy element kolumny i tworzymy now  
macierz = = 	 , gdzie = min

,..,
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AP- algorytm w gierski (5)

Algorytm cd. 

2. Poszukiwanie kompletnego przydzia u.
Dokonujemy przydzia u jednego zera w ka dym wierszu 
lub kolumnie – zbiór zer niezale nych. 

Je li |0*| = n to znale li my rozwi zanie optymalne, z 
kosztem = „wielko ci redukcji macierzy” i otrzymali my 
kompletne skojarzenie. 
Je li nie, to zera nie b ce zerami niezale nymi 
przekre lamy ( ). 

8

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

AP- algorytm w gierski (6)

Algorytm cd.

3. Sprawdzenie  liczby zer niezale nych (*ALG. 1)
Wykre lamy minimaln  liczb  linii poziomych oraz 
pionowych wszystkie zera w (przechodz cych przez 
wszystkie zera) macierzy A. 
Je eli liczba linii jest równa n , to znaleziono zbiór zer 
niezale nych |0*| = n. Odczytaj przydzia  i STOP.
W p.p. 4.
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AP- algorytm w gierski (7)

Algorytm cd.

4. Próba powi kszenia zbioru zer 
niezale nych. 

a. Znajd  najmniejszy nieprzykryty  przez linie element 
macierzy A. 

b. Odejmij ten element od wszystkich, nie przykrytych 
liniami elementów A.

c. Dodaj element najmniejszy do elementów macierzy A, 
które s  przykryte dwoma liniami i przejd  do kroku 
2.
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AP- algorytm w gierski (8)
ALG. 1  Algorytm okre laj cy minimalny zbiór linii wykre laj cych 
wszystkie zera w macierzy.

1. Poszukiwanie maksymalnego skojarzenia.
a. Oznaczy  symbolem x ka dy wiersz nie posiadaj cy 

niezale nego zera ( 0 )
b. Oznaczy  symbolem x ka  kolumn  maj  przekre lone 

w oznaczonym wierszu.
c. Oznaczy  symbolem x ka dy wiersz maj cy w oznakowanej 

kolumnie niezale ne zero ( 0 ) (b).
tle nale y kontynuowa  tak d ugo, a  nie jest mo liwe dalsze 

oznakowanie. 

2. Poszukiwanie minimalnego pokrycia wierzcho kowego.

Pokrycie wierzcho kowe jest zbiorem minimalnym wierszy i kolumn 
zawieraj cych wszystkie zera w macierzy.
Aby go uzyska  przekre lamy wszystkie nieoznakowane wiersze oraz 
oznakowane kolumny. 
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AP- algorytm w gierski (9)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0
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AP- algorytm w gierski (6)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0
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AP- algorytm w gierski (1a)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

3
4
4
6
4

0
6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
0
5
4
4

5
3
0
0
0

= 6
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AP- algorytm w gierski (1b)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

3
4
4
6
4

0
6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
0
5
4
4

5
3
0
0
0

= 6

3 0 0 0 0
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AP- algorytm w gierski (1b)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

0
1
1
3
1

0
6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
0
5
4
4

5
3
0
0
0

= 9
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AP- algorytm w gierski (2)
5
6
6
6
4

2
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9
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3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

0
1
1
3
1

0
6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
0
5
4
4

5
3
0
0
0

= 9
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AP- algorytm w gierski (2’)
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

0
1
1
3
1

6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
5
4
4

5
3
0 = 9

18

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

AP- algorytm w gierski (3 [Alg. 1-1a])
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

0
1
1
3
1

6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
5
4
4

5
3
0

x

	 = 9

19

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

AP- algorytm w gierski (3 [Alg. 1-1b])
5
6
6
6
4

2
8
4
9
1

3
4
3
0
2

2
2
7
4
4

7
5
2
0
0

2
2
2
0
0

0
1
1
3
1

6
2
9
1

1
2
1
0
2

0
5
4
4

5
3
0

x

	 = 9

x
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AP- algorytm w gierski (3 [Alg. 1-1c])
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AP- algorytm w gierski (3 [Alg. 1-1c])
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x

	 = 9

x
Na tym kroku ko czymy. Jeszcze raz kroku [Alg.1-1b] nie 
mo emy wykona  poniewa  w adnym oznaczonym wierszu 
nie ma ju  . 	

22

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

AP- algorytm w gierski (3 [Alg. 1-2])
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AP- algorytm w gierski (4a)
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AP- algorytm w gierski (4b)
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AP- algorytm w gierski (4c)
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AP- algorytm w gierski (4c)
0
1
0
3
0

0
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6
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0
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	 = 10
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AP- algorytm w gierski (4c)
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	poniewa  | 0 |=n ko czymy w tym kroku
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AP- algorytm w gierski – rozwi zanie.
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= 10

Rozwi zanie optymalne otrzymujemy przyjmuj c warto xij
dla zer niezale nych równ  1, a dla pozosta ych 0. Warto  
funkcji kryterialnej wynosi v(AP)= 10.

xij = 

0
0
0
0
1

1
0
0
0
0

0
0
0
1
0

0
1
0
0
0

0
0
1
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0
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Kwadratowe zagadnienie przydzia u 
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Przyk ad zagadnienia
Elastyczny system produkcyjny sk adaj cy si  z n 
stanowisk roboczych z maszynami rozmieszczonych wokó  
przeno nika o ruchu okr nym

Odleg  pomi dzy stanowiskami [di,j]n n:

            dla 
       dla 

dla , 1,..., .

ij

j i i j
d

n i j i j
i j n

Liczba detali, na jednostk czasu, 
które po obróbce na maszynie k 

poddane dalszemu procesowi
technologicznemu 
– na maszynie l : [fkl]n n.

Cel - zminimalizowanie sumarycznego czasu transportu 
detali, poprzez odpowiednie przydzielenie maszyn do 
stanowisk roboczych.
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Przyk ad zagadnienia

3 6

4 1
1 4
2 3
5 2
6 5

= (4, 5, 2, 1, 6, 3)

0 1 2 3 4 5
5 0 1 2 3 4
4 5 0 1 2 3
3 4 5 0 1 2
2 3 4 5 0 1
1 2 3 4 5 0

D

0 1 3 4 1 3
1 0 1 5 1 1
3 1 0 2 1 1
4 5 2 0 1 1
1 1 1 1 0 2
3 2 3 1 2 0

F

6 6

( ) ( )
1 1

180ij i j
i j

d f

Liczba mo liwych przydzia ów: 
6!=720
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Model matematyczny zagadnienia

Dane s  trzy n n wymiarowe rzeczywiste macierze F=(fij), D=(dkl) oraz 
B=(bik)

fij przep yw (liczba po cze ) pomi dzy zadaniami i oraz j, 
dkl odleg pomi dzy stanowiskiem k oraz l
bik koszt zwi zany z przydzia em zadania i do maszyny k
n liczba maszyn oraz zada , które maj zosta do siebie 
przyporz dkowane

Do ka dej maszyny przydzielamy jedno i tylko jedno zadanie oraz ka de 
zadanie jest przydzielone do jednej maszyny
Chcemy zminimalizowa  ca kowity koszt funkcjonowania systemu, 
zwi zanego np. z kosztami transportu technologicznego (Quadratic
Assignmnent Problem posta Koopmansa-Beckmana). 

= { (1), ..., (i),..., (j),.., (n)} permutacja zbioru N = {1, 2,..., n}
Sn - jest zbiorem wszystkich n-elementowych permutacji

( ) ( ) ( )
1 1 1

min
n

n n n

ij i j i iS i j i
f d b
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ono  obliczeniowa

Zagadnienie QAP jest zagadnieniem NP-trudnym 
(Sahni i Gonzalez 1976)

Znalezienie -aproksymacji tego problemu, tak e nale y do klasy 
problemów NP-trudnych
Brak algorytmów pozwalaj cych na uzyskanie dok adnego 
rozwi zania dla n>30. 
Liczba mo liwych rozwi za  n!

34

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

Zastosowanie QAP

Zagadnienie to jest okre lane mianem LTL (ang. less-than-
truckload).  W celu zmniejszenia kosztów eksploatacji 
terminala i zwi kszenia jej szybko ci niezb dna jest 
minimalizacja funkcji celu b cej iloczynem mas oraz drogi 
wszystkich adunków przemieszczanych wewn trz terminala. 
Ilo  bram znajduj cych si  w takich terminalach waha si  od 
kilkunastu do ponad 200

Terminal prze adunkowy
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Zastosowanie QAP

Optymalizacja  prze czników ATM - optymalizacji procesu 
doboru szablonów (ang. template-driven) w planowaniu rozk adu 
komórek w prze cznikach ATM (ang. Asynchronous Transfer 
Mode Switch).Celem jest zaprojektowanie optymalnych 
szablonów dla wielu strumieni w prze cznikach ATM tak, aby 
zredukowa  wariancj  opó nienia w poszczególnych komórkach. 
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Zastosowanie QAP

Podczas sk adania opaty turbiny musz  zosta  z one w okre lonej 
kolejno ci wokó  jej osi. Kolejno  montowania opat ma du e 
znaczenie, poniewa opaty dostarczane przez producentów 
posiadaj  niewielkie odchylenia od standardowej masy. Odchylenia 
te ze wzgl du na pr dko  rotacji turbiny mog  mie  du y wp yw jej 
bezawaryjn  prac . W zwi zku z tym konieczne jest ustalenie 
optymalnej sekwencji montowania, takiej aby odchylenia wagi opat 
wzajemnie si  równowa y minimalizuj c odleg  pomi dzy 
rodkiem masy opat oraz osi obrotu turbiny. 

Wywa anie turbin
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Zastosowanie QAP

Zagadnienie dopasowania molekularnego jest jednym z 
najwa niejszych i najtrudniejszych problemów we 
wspó czesnej biofizyce i biochemii molekularnej. Najpro ciej 
problem ten mo na sformu owa  tak: dla danej wst pnej 
sekwencji aminokwasów, nale y przewidzie  ich 
uporz dkowany (natywny) lub zdenaturowny (sfa downy) 
uk ad w przestrzeni 3-wymiarowej.

Dopasowanie molekularne
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Zastosowanie QAP

W 1961 roku Steinberg w sformu owa  po raz pierwszy problem 
minimalizacji d ugo ci po cze  (backboard wiring problem). 
Problem dotyczy  rozmieszenia elementów sk adowych na tablicy 
tak, aby zminimalizowa  konieczn  d ugo  po cze  pomi dzy 
elementami sk adowymi rozmieszczonymi na tablicy. Rozwa any 
przez Steinberga problem dotyczy  rozmieszczenia 34 obiektów 
na tablicy z 36 pozycjami pomi dzy którymi istnia o 2635 
po cze . Problem ten jest obecnie sztandarowym przyk adem 
problemu QAP. 

Projektowanie uk adów VLSI
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Zastosowanie QAP

problem przydzia u cz stotliwo ci FAP (ang. Frequency
Assignment Problem). Problem ten pojawia si , gdy konieczne 
jest utworzenie po czenia radiowo-telefonicznego w strefie, gdzie 
ka de z po cze  musi mie  przydzielon  inn  cz stotliwo . 
Typowym przyk adem takiej sytuacji jest pojawienie si  telefonu 
komórkowego w nowej strefie, gdzie po czenie pomi dzy telefonem 
a sieci  transmisyjn  jest tworzone w oparciu o po czenie radiowe 
(wspó czynnik separacji ). W takim przypadku nadajnik (telefon 
komórkowy) tworzy po czenie z odbiornikiem (stacj  bazow ), na 
jednej z cz stotliwo ci obs ugiwanej przez stacj  bazow . FAP mo e 
zosta  ró nie zdefiniowany: jako problem minimalizacji liczby 
wszystkich kana ów u ywanych w ca ym systemie lub minimalizacji 
ró nicy pomi dzy najwy sz  i najni sz  cz stotliwo ci  pracy 
systemu, przy ograniczeniach wynikaj cych z za eniu 
dopuszczalnego poziomu zak óce .   

Przydzia  cz stotliwo ci

40

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

Zastosowanie QAP

Projektowanie ci gów komunikacyjnych wewn trz 
budynków, dróg i dobór lokalizacji budynków.  

Projektowanie architektoniczne
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QAP - generalizacja

Problem podzia u grafu – GPP
Celem jest taki podzia  zbioru V grafu G=(V, E) na k podzbiorów o równej 
liczebno ci, aby ca kowita waga kraw dzi, przez które przechodzi podzia  by a 
minimalna. Problem ten mo e zosta  sformu owany jako problem QAP z macierz  
odleg ci D, b  macierz  przyleg ci kraw dzi grafu G (z wagami 
odpowiednich kraw dzi o warto ci 0 lub1) oraz macierz  przep ywów F uzyskan  
dzi ki mno eniu przez –1 macierzy przyleg ci utworzonej dla k rozdzielnych 
kompletnych podgrafów zwieraj cych po n/k wierzcho ków. 

6

1

4

3

5

2
4

5

X2 b2=5

X3 b3=4

X1 b1=4
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QAP - generalizacja

Problem maksymalnej kliki 
Dla grafu G = (V,E) z n wierzcho kami nale y znale  maksymaln  liczb  
wierzcho ków k n dla których istnieje podzbiór V1 V okre laj cy klik  w G – to 
znaczy wszystkie wierzcho ki w V1  ze sob  po czone przez kraw dzie G. 
W problemie QAP odpowiadaj cemu problemowi maksymalnej kliki, macierz F jest 
zdefiniowana jako macierz przyleg ci grafu G oraz macierzy D b cej macierz  
przyleg ci grafu zawieraj cego klik  rozmiaru k oraz n-k izolowanych 
wierzcho ków pomno onych przez –1. Klika rozmiaru k istnieje tylko wtedy, gdy 
rozwi zania optymalne tak sformu owanego problemu QAP jest równe –k2.
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QAP - generalizacja

Problem komiwoja era – minimalny cykl.
Problem liniowego u enia LAP (linear arrangement problem)

Dla danego grafu G = (V, E) nale y tak roz  jego 
wierzcho ki na n punktach zdefiniowanych na prostej, aby 
zminimalizowa  sum  odleg ci pomi dzy parami 
wierzcho ków grafu G po czonymi t  sam  kraw dzi . 
Problem ten mo e by  zdefiniowany jako problem QAP z 
macierz  D b  macierz  przyleg ci grafu G oraz 
macierz  przep ywu F = (fij), gdzie fij = |i - j| dla wszystkich 
wierzcho ków i oraz j.
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QAP - generalizacja

Problem minimalnej wagi zbioru uków sprz onych – FASP (minimum weight feedback
arc set)

Rozwa amy wa ony graf skierowany G = (V, E). Celem jest odrzucenie takiego podzbioru 
uków z E, aby suma wag odrzuconego zbioru by a minimalna oraz w wyniku ich usuni cia 
znikn y wszystkie cykle skierowane (ang. dicycles) w G. W wyniku wyrzucenia powy szych 
uków uzyskujemy wa ony skierowany acykliczny podgraf G. 
Problem ten jest ekwiwalentny do problemu poszukiwania acyklicznego podgrafu grafu G z 
maksymaln  sum  wag. 

Je li przyjmiemy, e wagi kraw dzi grafu G  równe 0 lub 1, to w takim przypadku 
otrzymujemy problem poszukiwania acyklicznego podgrafu (ang. acyclic subgraph problem).
Je li w grafie skierowanym G ponumerujemy w y topologicznie, tzn. ka demu w owi i
grafu przyporz dkujemy liczb  naturaln  t(i) ze zbioru {1, 2 ,..., n} o takiej w asno ci, e dla 
ka dego uku (i, j) grafu zachodzi warunek t(i) < t(j), mo na sformu owa  FASP jako problem 
QAP. W takim wypadku macierz odleg ci jest macierz  s siedztwa grafu G (z wagami 
odpowiednich kraw dzi zamiast warto ci 0 lub1), natomiast macierz przep ywów jest macierz  
dolno-trójk tn , w której fij = -1 je li i j oraz fij = 0 w przeciwnym przypadku.
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QAP - generalizacja

Problem pakowania grafów 
Problem pakowania grafów (ang. graph packing problem), jest 
problemem, w którym rozwa amy dwa grafy G1 = (V1, E1) oraz 
G2 = (V2, E2) zawieraj ce n wierzcho ków. Permutacja Sn jest 
nazywana pakuj  graf G1 w G2 je li z tego, e (i, j) E1 wynika, 
e ( (i), (j)) E2 dla 1 i, j n. 

Inaczej mówi c, pakowanie grafu G1 w graf G2 polega na wstawieniu 
wierzcho ków grafu G2 w wierzcho ki grafu G1 tak, aby pary uków 
pomi dzy wierzcho kami nie powtarza y si .

Rozwi zanie problemu pakowania grafów polega na znalezieniu upakowania 
grafu G2 w G1 lub stwierdzeniu, e takie upakowanie nie istnieje. Problem ten 
mo na sformu owa  w postaci zagadnienia QAP je li przyjmiemy, e macierz 
odleg ci D odpowiada macierzy przyleg ci grafu G2 natomiast macierz 
przep ywu F odpowiada macierzy przyleg ci grafu G1. Je li istnieje taka 
permutacja Sn dla której optymalne rozwi zanie tak sformu owanego 
problemu QAP wynosi f( ) = 0, to istnieje poszukiwane upakowanie grafu i 
permutacja jest rozwi zaniem problemu pakowania grafu.
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Programowanie dynamiczne

•Metoda rozwi zywania wieloetapowych zagadnie decyzyjnych
•Poszukuj ca optymalnej strategii (plan dzia ania, sposób

prowadzenia procesu)
•Proces decyzyjny mo e by wieloetapowy z natury (czas) lub

zdekomponowany na etapy w sposób sztuczny

•W ka dym etapie podejmowana jest decyzja (zmienna, wektor)
•Stan procesu (zmienna, wektor) – rozpatrywany przed i po

ka dym etapie zmienia si w wyniku podejmowanych decyzji
(funkcja przej cia)

•Metoda PD mo e by stosowana dla:
•Zagadnie statycznych oraz dynamicznych
•Modeli deterministycznych i stochastycznych
•Zmiennych dyskretnych i ci ych
•Sko czonego i niesko czonego horyzontu decyzji
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Programowanie dynamiczne
Wieloetapowy proces decyzyjny (WPD) jest to proces, którego stan na ka dym 
etapie zale y od decyzji wybranej ze zbioru decyzji dopuszczalnych. 

Oznaczmy przez Sk (k=1,2,...,N) zbiór mo liwych w k-tym etapie warto ci zmiennej 
stanu (zbiór mo liwych stanów). Oznacza to, e zmienna sk mo e przyjmowa  
jedynie warto ci ze zbioru Sk. 
Przez Dk (k=1,2,...,N) oznaczymy zbiór mo liwych decyzji w k-tym etapie - zmienna 
xk mo e przyjmowa  jedynie warto ci ze zbioru Dk. 
T – oznacza transformacj  opisuj ca zmiany stanu realizowan  w czasie etapu. 
Wieloetapowy proces decyzyjny mo e zosta  wyra ony nast puj  zale no ci  
rekurencyjn : 

sk=T(sk-1,xk-1) (k=1,2,...,N,  sk Sk, xk Dk) (6.1) 
Z wieloetapowym procesem decyzyjnym jest zwi zana funkcja celu: 

f(s1, s2, ..., sN; x1 ,x2 ,..., xN) 

Problem, który nale y rozwi za  w ka dym wieloetapowym procesie decyzyjnym 
polega na okre leniu ci gu decyzji: 

x1*,x2*,...,xN* (xj* Dj) 
przy których ustalona funkcja celu dla ca ci procesu przebiegaj cego w N etapach 

osi ga optimum. Ci g decyzji optymalnych nazywa  b dziemy strategi  optymaln . 
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Programowanie dynamiczne

Klasyczne zadanie prezentuj ce metod  PD

Mieszkaniec wschodniego wybrze a USA postanowi  uda  
si  na zachodnie wybrze e w czasach, gdy podró e nie 
nale y do przedsi wzi  bezpiecznych.

Agent ubezpieczeniowy przedstawi  mu map  z 
zaznaczonymi trasami przejazdu dyli ansów i kwotami 
obowi zuj cych ubezpiecze .

Podró uj cy postanowi  wybra  tak  tras , która 
charakteryzowa aby si  najni szym sumarycznym kosztem 
ubezpieczenia (i domniemanym maksymalnym 
bezpiecze stwem).
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Programowanie dynamiczne
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

i = 1, 2, ..., n - etapy procesu decyzyjnego
n - liczba etapów procesu decyzyjnego
(x1, x2 ,..., xn) - strategia (ci g decyzji) - xi Xi (zbiór decyzji dopuszczalnych etapu)
(y0, y1 ,..., yn) – trajektoria yi Yi (zbiór stanów dopuszczalnych etapu)

yi-1- stan wej ciowy i-tego etapu (stan przed etapem)
xi - decyzja podj ta w i-tym etapie 
yi - stan wyj ciowy i-tego etapu procesu decyzyjnego 
y0 - stan pocz tkowy procesu decyzyjnego
yn - stan ko cowy procesu decyzyjnego
fn-i+1(yi-1) – funkcja oceny i-tego etapu i etapów nast pnych
T- transformacja opisuj ca zmian  stanu realizowanego w czasie etapu:

yk = Tk(yk-1, xk) (1)
Stan na etapie k zale y tylko od stanu yk-1 oraz do decyzji xk
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

Do oceny efektywno ci procesu decyzyjnego y0, y1, …,yn
wyprowad my funkcj  kryterialn  (f. celu):

Q = Q(y0, y1,...,yn, x1,..., xn) (2)

Podstawiaj c (1) do (2) otrzymujemy:

Q=Q(y0,x1,...,xn) (3)
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

asno  Markowa (procesy decyzyjne) – mówimy, e 
n-etapowy proces decyzyjny ma charakter procesu Markowa je li 
stowarzyszona z nim funkcja kryterialna na posta :
Q(y0, x1, x2,...,xn,) = Q(y0, x1, x2,...,xk) + Q(yk, xk+1, x k+2,...,x n,),

Po dowolnej liczbie k decyzji, wp yw pozosta ych etapów procesu 
decyzyjnego na ko cow  warto  funkcji celu zale y jedynie od 
stanu przy ko cu k-tej decyzji i od decyzji nast pnych: 

Q(y0,x1,...,xn)= Q(y0,x1,...,xk)+ Q(yk,xk+1,...,xn)

Qn-k =Q(yk,xk+1,...,xn)
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

asno  Markowa
Decyzja podejmowana w k-tym etapie procesu (oraz stan po etapie) zale  
jedynie od stanu poprzedzaj cego – yk-1, a nie od drogi doj cia do tego 
stanu (decyzji i stanów poprzedzaj cych)

Inaczej mówi c stan systemu na ko cu k-tego etapu optymalizacji zale y od 
stanu na etapie poprzednim k-1 oraz od decyzji podj tej na k-tym etapie. 
Natomiast nie zale y drogi jak  system doszed  do stanu k-1. (proces bez 
pami ci)

asno  Markowa to w asno  procesów stochastycznych z czasem 
dyskretnym, polegaj ca na tym, e stan procesu w danej chwili zale y tylko 
od stanu w chwili poprzedniej. Zak adaj c, e proces stochastyczny jest 
ci giem zmiennych losowych, mo emy t  w asno  zapisa  za pomoc  
prawdopodobie stwa warunkowego:
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

Funkcje kryterialne maj ce w asno  Markowa 

G = , (4)
G = max , , , , … , , (5)

gdzie , - wska nik jako ci dla etapu k, np. koszt 
realizacji etapu k

Funkcja (4) mo e wyra  sumaryczny koszt realizacji n-etapowego 
procesu decyzyjnego  lub sumaryczn  kar  za przekroczenie 
terminów realizacji zada , natomiast (5) wyra a maksymalne 
opó nienie realizacji zada , odchylenie od zadanego stanu 
ko cowego  
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny
Celem jest wyznaczenie optymalnej strategii lub optymalnej 
trajektorii:

Wychodz c (startuj c)  ze stanu pocz tkowego y0 nale y podj  n
kolejnych optymalnych decyzji minimalizuj cych funkcj  celu (4): 

= min min … min , + , + 	… + , (6)

St d

= min , + = min , + ,

n=2, 3,…
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny
Równanie Bellmana ma posta  (wzór rekurencyjny):

Dla funkcji kryterialnej (4):

= min , + , n=2, 3,… (8)

gdzie = min min … min , + , + 	… + ,

Dla funkcji kryterialnej (5):

= min max	[ , , , ] n=2, 3,… (9)

gdzie = min min … min max	[ , , , , … , , ]

Formu y (8) i (9) wyra aj  zasad  optymalno ci Bellmana: 
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny
Zasada optymalno ci R. Bellmana (1956)

Strategia optymalna ma t  w asno , e niezale nie od 
pocz tkowego stanu i pocz tkowej decyzji pozosta e decyzje musz  
stanowi  strategi  optymaln  ze wzgl du na stan wynikaj cy z 
pierwszej decyzji.

Wniosek z powy szego twierdzenia jest nast puj cy:
Ka dy ko cowy odcinek strategii optymalnej jest dla swoich 

warunków pocz tkowych strategi  optymaln .

Nie jest natomiast prawd , e:
Dowolny odcinek strategii optymalnej jest strategi  

optymaln .
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PD – wieloetapowy proces decyzyjny

Kaczorek T.: Teoria sterowania. Tom II. PWN, Warszawa 1981:
Ilustracja dowodu zasady optymalno ci Bellmana.
Dowód metod  nie wprost. Przypu my, e zasada optymalno ci 
jest nieprawdziwa, tzn. e ko cowy odcinek BCD nie jest 
trajektori  optymaln   dla warunków kra cowych ti, tk
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PD – formalizacja

Dekompozycja procesu decyzyjnego na etapy
Definicja zmiennej decyzyjnej 
Okre lenie stanu procesu (na podstawie którego podejmujemy 
decyzje)
Definicja funkcji celu (ocena decyzji - kryterium efektywno ci 
ca ego przedsi wzi cia)
Okre lenie istotnych ogranicze  dla stanów i decyzji
Definicja funkcji przej cia mi dzy stanami po podj ciu decyzji
Struktury danych dla zapisania decyzji optymalnych dla ka dego 
etapu i ka dego stanu poprzedzaj cego (osi galnego)
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PD – formalizacja

Rozwi zanie rozpoczynamy od etapu ostatniego
Definiujemy funkcj  oceny etapu: f1(yn-1, xn)
Okre lamy zbiór stanów dopuszczalnych (osi ganych) przed 
rozwa anym etapem: yn-1

Dla ka dego stanu okre lamy zbiór decyzji dopuszczalnych: xn

Dla wszystkich decyzji dopuszczalnych wyznaczamy funkcj  
oceny i wybieramy najlepsz
Zapisujemy dla ka dego stanu wej ciowego etapu (przed) 
optymaln  decyzj  (lub kilka) oraz warto  funkcji oceny

Przechodzimy kolejno od etapu przedostatniego, ..., a  do 
pierwszego, powtarzaj c powy szy schemat
Definiuj c rekurencyjnie funkcj  oceny aktualnego etapu i 
etapów nast pnych: wyra amy f2(yn-2, xn-1) za pomoc  f1(yn-1)
itd.
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PD – formalizacja

W 2 fazie oblicze  - maj c wyznaczone decyzje optymalne 
dla wszystkich etapów i stanów wyznaczamy rozwi zanie 
(strategi ) optymalne ca ci przedsi wzi cia: 

Dla zadanego stanu pocz tkowego odczytujemy 
optymaln  decyzj  etapu pierwszego
Wyznaczamy, korzystaj c z funkcji przej cia stan 
wyj ciowy etapu pierwszego
Dla tego stanu odczytujemy decyzj  w etapie kolejnym, a  
do etapu ostatniego – wyznaczaj c stan ko cowy.

Dodatkowo mo emy dokona  sprawdzenia poprawno ci 
wyznaczenia funkcji celu dla rozwi zania optymalnego i 
warunków ograniczaj cych, dotycz cych stanów i decyzji.
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PD – zastosowanie

Zagadnienie za adunku (problem plecakowy -binarne, 
ca kowitoliczbowe, liniowe, nieliniowe)
Zagadnienie planowania produkcji
Zagadnienie optymalizacji zapasów
Zagadnienie alokacji zasobów (np. si y roboczej, kapita u, 
maszyn, surowców)
Zagadnienie optymalnych trajektorii (np. wyboru drogi)
Zagadnienie planowania inwestycji
Zagadnienie doboru kontrahentów - dostawców
Zagadnienie odnowy parku maszynowego
Zagadnienie planowania kampanii reklamowych

63

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XChange

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XChange

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/buy/
http://www.docu-track.com/buy/


A
ka

d
em

ia
 G

ór
n

ic
zo

-H
u

tn
ic

za
 w

 K
ra

ko
w

ie
 

W
yd

zi
a

 E
le

kt
ro

te
ch

n
ik

i,
 A

u
to

m
at

yk
i,

In
fo

rm
at

yk
ii

 I
n

yn
ie

ri
i 

B
io

m
ed

yc
zn

ej
  

Przyk ad
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Egzamin - MMWD
SST

Dijkstra
Floyd-Warshall

Liniowe zagadnienie przydzia u – algorytm w gierski
Metody przybli one 
Programowanie dynamiczne

binarne zagadnienie plecakowe
nieliniowe zagadnienie za adunku
wyznaczanie wielko ci partii produkcyjnej
zadania typu: dobór kooperantów, inwestycje, ruroci g, eksploatacja i zamiana samochodu

Metoda podzia u i ogranicze
kryteria zamykania 
algorytm Little'a dla TSP
met. w gierska + regu a podzia u Belmore'a dla TSP
OpenTSP
alg. Horowitz'a dla zag. plecakowego 

Metoda simplex
Planowanie sieciowe 

wyznaczenie czynno ci krytycznych ( cie ki), metody europejska/ameryka ska, graf PERT

Algorytm Forda-Fulkersona : problem maksymalnego przep ywu i wyznaczenie min. 
przekroju
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