Mechanika
i
Wytrzymatos¢ Materiatow

Wyktad nr 1
Wprowadzenie i podstawowe pojecia.
Rachunek wektorowy.
Wypadkowa uktadu sit.
Roéwnowaga.



Przedmiot

 Mechanika (ogdlna, techniczna, teoretyczna) :

— Dziat fizyki zajmujacy sie badaniem ruchu i rownowagi ciat
materialnych, ustalaniem ogdlnych praw ruchu oraz ich stosowaniem
do wyidealizowanych ciat rzeczywistych (punkt materialny oraz ciato
doskonale sztywne — ramy, kraty)

e Wytrzymatos¢ Materiatow

— jest nauka stosowang, zajmujgcg sie badaniem zjawisk wystepujgcych
w ciatach rzeczywistych (odksztatcalnych). Gtéwnym jej zadaniem jest
okreslenie wytrzymatosci i sztywnosci urzadzenia, konstrukcji lub
elementu maszyny, czyli odpornosci na zniszczenie



Program zajec (1)

Podstawowe pojecia

Podstawy rachunku wektorowego
Uktady sit i stan rownowagi

Reakcje wiezow w uktadach ptaskich
Sity wewnetrzne

Reakcje wiezdéw i sity wewnetrzne w
uktadach przestrzennych

Zjawisko tarcia i prawa tarcia



Program zajec (2)

Elementy kinematyki
Podstawy dynamiki

Analiza odksztatcen i naprezen

— Rozcigganie

— Sciskanie

— Scinanie

— Skrecanie

— Zginanie

Wytrzymatosc ztozona, hipotezy wytrzymatosciowe
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Dziaty mechaniki

Statyka — bada przypadki, kiedy sity dziatajgce na ciato
nie wywotujg sit bezwtadnosci, tj. sg przyktadane w
nieskonczenie dtugim czasie oraz rownowazg sie
wzajemnie.

Kinematyka — zajmuje sie badaniem ruchu ciat
niezaleznie od czynnikow wywotujgcych ten ruch.
Przedmiotem badan s3: droga, predkosc,
przyspieszenie itd.

Dynamika — rozpatruje ruch ciat w zaleznosci od sit
dziatajgcych na nie, bada zaleznosci miedzy takimi
wielkosciami jak: predkosc, przyspieszenie, ped, sita,
energia itd.



Zasady dynamiki Newtona (1)

Prawo |

Punkt materialny, na ktory nie dziata zadna sita
lub dziatajgce sity rownowazg sie, pozostaje w
spoczynku lub porusza sie ruchem
jednostajnym po linii proste;.



Zasady dynamiki Newtona (2)

Prawo ||

Przyspieszenie punktu materialnego jest wprost
proporcjonalne do sity dziatajgcej na ten
punkt, a odwrotnie proporcjonalne do masy
punktu materialnego. Jego zwrot i kierunek
zgodny jest ze zwrotem | kierunkiem wektora

Sity.
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Zasady dynamiki Newtona (3)

Prawo lII

Dwa punkty materialne dziatajg na siebie
dwoma sitami rownymi co do wartosci, tym
samym kierunku, ale o przeciwnym zwrocie.



Idealizacje (1)

Punkt materialny — ciato o nieskonczenie matych
wymiarach, ale posiadajgce mase.

Modeluje ciata o bardzo matych wymiarach w
porownaniu z wymiarami otoczenia.

Wymiary na tyle mate, aby mozna byto
pomingc¢ obrot ciata wzgledem uktadu
odniesienia.



Idealizacje (2)

Ciato doskonale sztywne — odlegtosci miedzy
jego punktami nie zmieniajg sie (nie podlega
odksztatceniom pod wptywem dziatajgcych
Sit).

Model ciata rzeczywistego, gdy odksztatcenia sg
pomijalnie mate w stosunku do wymiarow.




Idealizacje (3)

Zasada zesztywnienia

Warunki rownowagi sit dziatajgcych na ciato
odksztatcalne nie zostang naruszone przez
zesztywnienie tego ciata.

Punkt przytozenia sity nie ulega przesunieciu
mimo odksztatcenia konstrukgji.



Zasada superpozycji

Dziatania poszczegolnych obcigzen sg od siebie

niezalezne.

Efekt dziatania (odksztatcenie, sita wewnetrzna)

dwoch lub wiecej wpt

ywOw (obcigzen) moze

zosta¢ wyznaczony ja

KO suma efektow

wywotanych dziataniem tych wptywow

oddzielnie.



Skalar i wektor

e Skalar — do opisania niezbedne jest podanie jednej
wartosci w odniesieniu do okreslonego punktu w
przestrzeni.

e Wektor — do opisania poza miarg (modutem,
dtugoscig wektora), niezbedne jest podanie:
— kierunku (utozenia linii dziatania),

— zwrotu (uporzadkowania punktow od poczatku do korca
wektora),

— punktu zaczepienia.



Interpretacja geometryczna,

przyktady
e Skalary:
— gestosc, masa, temperatura, energia;
e Wektory:

— przemieszczenie, predkosc, przyspieszenie, sita

 Wektor mozna przedstawic jako
uporzgdkowang pare punktow, z ktorych jeden
jest poczgtkiem wektora, a drugi jego koncem.



Rodzaje wektorow

 Wektory zaczepione — zwigzane z punktem
przytozenia;

 Wektory slizgajace sie — moggce poruszac sie
wzdtuz linii dziatania (np. wektory sit w
mechanice);

 Wektory swobodne — mogg zostac przytozone

w dowolnym punkcie (np. wektory momentow
Sit).



Podstawowe jednostki

e Masa: g (gram); kg = 1000 g (kilogram)

e Dtugosé: mm = 0,001 m (milimetr);
m (metr); km = 1000 m (kilometr)

e Czas: s (sekunda); min = 60 s (minuta);
h =60 min = 3600 s (godzina)

e Sita: N = kg*m/s? (niuton); kN = 1000N
(kiloniuton)

e Moment sity: Nm (Niutonometr)



Dziatania na wektorach

Suma wektorow;
Rdéznica wektorow;
Mnozenie wektora przez skalar;

lloczyn wektoréw:
— skalarny;

— wektorowy;

— mieszany;

— inne wielokrotne iloczyny wektorow.



Dodawanie wektorow

e Suma wektorowa wektorow ai b:

a = [ﬂ.‘t"-' ﬂ}i‘-‘ lﬂ:] b= [b_x'?b}"-'b:]

c=a+b=Db+a

¢c=la, +b.,a +b ,a_ +b_]



Twierdzenie cosinusow

Kwadrat dtugosci boku trojkata lezacego
naprzeciw kata gjest rowny sumie kwadratow
dtugosci bokow lezgcych przy tym kacie oraz
podwojonego iloczynu tych dtugosci bokow i
cosinusa tego kata g

.

|2 9
b c=-+la +b”—2abcosy



Zasada rownolegtoboku

Suma dwoéch wektorow
moze zostac
przedstawiona jako
przekatna rownolegtoboku
zbudowanego na bazie
sumowanych wektorow
przecinajaca kat miedzy
tymi wektorami. r=\/frz+b:—2nfnr05(r—cf) =

—Ja’ + b+ 2abcosa




Odejmowanie wektorow (1)

e Rdéznica wektorow a i b jest rowna sumie
wektora a i wektora przeciwnego do b:
a=la.a,a.] b=[b.b,.b.]

~-b=[-b,.-b,.-b.] c¢=a-b=|a,—b.a —D a —b_]

e Rdéznica wektorow b i a jest rowna sumie
wektora b i wektora przeciwnego do a:

—a=|-a,—a,—a.] d=b-a=[b —a,b —a,b —a,]



Odejmowanie wektorow (2)




Skalowanie wektora

e Mnozenie wektora przez skalar (n) — wyniku otrzymuje sie
wektor o takim samym kierunku, mierze n razy wiekszej (przy
[n[>1) a

—————— ST

n>1 na

e |ub 1/n razy mniejszej (przy [n/<1) i takim samym zwrocie,
jezeli n>0 a

0<n<1 — >

e zas przeciwnym, jezeli n<0

. a
-1<n<0 <t —>r

n<-1 < na_——y




lloczyn skalarny (1)

lloczyn skalarny — wielkosc skalarna
rowna iloczynowi modutow mnozonych
wektorow i cosinusa kata zawartego
miedzy nimi (iloczyn miary jednego
wektora przez rzut prostokatny
drugiego na kierunek pierwszego).



lloczyn skalarny (2)

a=[a,a,,a.] b=[b,b b ]

xr»-y3

s=acb=a-b-cos<(a,b)=ab + r.fl}_b},+ ab.




lloczyn wektorowy (1)

lloczyn wektorowy (wektor):

e kierunek prostopadty do ptaszczyzny
wyzhaczonej przez mnozone wektory,

e zwrot okresSlony zgodnie z regutg sruby
prawoskretnej,

* miara rowna iloczynowi miar mnozonych
wektorow i sinusa kata miedzy nimi (pole
powierzchni rownolegtoboku zbudowanego na
mnozonych wektorach).



lloczyn wektorowy (2)

a=la,.a,a] b=[b.b.b_]

vy i i k

c=axb
c=la, a, a,
d=bxa d=-c b. b}__ b,

c=d=a-b-sm<(a.b)=

\/(nb—nb) +(nb—nb) (nb —HEJ )




lloczyn mieszany

lloczyn mieszany — wielkos¢ skalarna rowna
objetosci rownolegtoscianu zbudowanego na
mnozonych wektorach jako na krawedziach,

V=(axb)eoc

V=doc=d-ccosfs
d = absina

V =absmao -ccos



Przemiennosc¢ dziatan

Suma wektorow i iloczyn skalarny sg dziataniami
przemiennymi,

natomiast roznica wektorow i iloczyn
wektorowy nie sg przemienne.

a—b=c b-a=d = d=-c¢

axXb=c bXa=d = d=-¢



Pojecie sity

Sita — wzajemne oddziatywanie ciat, ktore
przejawia sie w wyprowadzeniu ciata ze stanu
spoczynku, badz przez zmiane ruchu juz
poruszajgcego sie ciata. Aby scharakteryzowac
site nalezy podac¢ wektor, opisujacy tg site,
oraz punkt przytozenia sity.



Uktady sit

Uktad sit — dowolna grupa oddziatywan ciat
zewnetrznych na analizowane ciato.

Rownowazne uktady sit

Dwa uktady sit sg rownowazne wtedy, gdy
zastgpienie jednego uktadu, dziatajgcego na
ciato sztywne, przez drugi uktad sit nie wywota
zmiany ruchu, czyli nie spowoduje zmiany
kierunku ruchu, predkosci, przyspieszenia, itd.



Wypadkowa

Sita wypadkowa — Pojedynczy wektor, ktory jest
suma wszystkich wektorow sit z uktadu,
przytozonego do punktu materialnego i
stanowi uktad rownowazny, pod warunkiem,
Ze sita wypadkowa jest przytozona do tego
samego punktu materialnego.



Ptaski i przestrzenny
uktad sit

Uktad sit nazywamy ptaskim, jezeli kierunki
wszystkich sit tego uktadu potozone sg w
jednej ptaszczyznie.

W kazdym innym przypadku uktad nazywamy
przestrzennym.



Uktad sit zbieznych

e Uktad sit zbieznych — linie dziatania wszystkich
Sit przecinajg sie w jednym punkcie, tzw.
punkcie zbieznosci.

e Okreslanie wypadkowej uktadu sit:

— dziatajgcych wzdtuz jednej prostej;
— zbieznych

 metoda graficzna;

* metoda analityczna.



Sity dziatajgce wzdtuz
jednej prostej

Wypadkowa uktadu sit dziatajgcych wzdtuz jednej
prostej jest wektorem o takze dziatajgcym wzdtuz tej
prostej, zwrocie zgodnym z wiekszg ze sktadanych sit i
mierze rownej sumie, gdy miary wektorow
sktadowych s3 zgodne, lub roznicy miar wektorow
sktadowych, gdy zwroty sktadowych sg przeciwne.

P, P, ;
=“=t =ﬂ=FP1

W =P, +P, W =R-P,



Wypadkowa
- metoda graficzna

Wypadkowa uktadu dwoch sit moze zosta¢ wyznaczona
jako przekatna rownolegtoboku zbudowanego w
oparciu o wektory sktadowe przecinajgca kat miedzy
tymi wektorami.

W = ﬂ.ﬁ.'lIPf + Pzz - ZEPE cos(z —a ) =

| »2 2
=+ +F +2FPF cosa



Wielobok sznurowy

Do konca pierwszej sity przyktadany jest
poczatek sity nastepnej, itd. Poczatek
pierwszej sity potgczony z koncem ostatnie;
okresla wypadkowa

N
5

P, P,



Rozktadanie sity na
sktadowe

Przez poczatek i koniec danej sity przeprowadza sie
kierunki, na ktore sita ma zostac roztozona. Sity
sktadowe mogg zosta¢ wyznaczone jako boki tak
zbudowanego rownolegtoboku.

J




Twierdzenie sinusow

W dowolnym trojkacie stosunek dtugosci boku
do sinusa przeciwlegtego kata jest staty i
rowna sie dtugosci srednicy okregu opisanego
na trojkacie.

a b C R

sina s f sy




Miary wektorow sktadowych

R _ P P

ain-,ﬂ " sina sinfr — (o + 8 ))

p_ Psmf _ Psmp
©osinlr —(a +B)) sinlo +8)
B Psimng _ Psma
sinft — (o +8)) sinle +8)
o +p ZE Psin %—ﬂ' |
P = : — ~ = Pcosa
511 —
2
Psi .
)= 511]:::’ = Psing

511 —
2



Wypadkowa
- metoda analityczna

Sktadowe sit uktadu:

P_=P cosa, P, =FEsma,
Sktadowe wypadkowej:
W.=h,+0 +..+F W, =8, +5H,+..+F,

mx

Sita wypadkowa:
W= W+

\ v

Kierunek wypadkowej:
w. W

cosal =— SINQ = ——
7

W



Przyktad




Moment sity (1)

Moment sity wzgledem punktu —iloczyn
wektorowy promienia wodzgcego, czyli
wektora tgczgcego omawiany punkt i punkt
przytozenia sity, oraz wektora sity:

]
M, =rxP

P .
M, =r-Psma
Fo=7-sIa

MS=r -P



Moment sity (2)

Moment sity wzgledem prostej - Momentem
wzgledem prostej nazywamy iloczyn
wektorowy promienia wodzgcego, czyli
wektora tgczgcego punkt prostej najblizszy
kierunkowi sity i punkt przytozenia sity, i
wektora sity:

M=rXxP



Wypadkowa uktadu sit
rownolegtych

Przytozenie uktadu
zerowego (uktad sit
rownowazgcych sie, np.
dwie sity o takiej same;
mierze, linii dziatania i
przeciwnych zwrotach)
nie wptywa na stan
rownowagi ciata.




Para sit

Pare sit stanowig dwie sity o rownolegtych
liniach dziatania, o przeciwnych zwrotach, zas
o tych samych miarach.

Ramie pary sit — odlegtos¢ pomiedzy kierunkami

sit nosi nazwe ramienia pary sit
7 /




Dowolny ptaski uktad sit (1)

Redukcja do sity wypadkowej przytozonej w
biegunie redukcji i wypadkowego momentu
wzgledem tego bieguna (pary sit).

Sity sktadowe mogg zostac przeniesione do
bieguna redukcji, pod warunkiem przytozenie
momentu od tych sit wzgledem bieguna
redukgji.



Dowolny ptaski uktad sit (2)

Wypadkowg site wyznacza sie dla uktadu
zbieznego przytozonego w biegunie redukcji. n

Wypadkowy mome...,__=l_..ny sumie
momentow od sit sktadowych.



Przyktad (1)




Przyktad (2)

Pl _ *
My =-H., +h,x




Przyktad (3)
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Przykiad (4)

O
—
P.. -
x¢ . -
N
.

‘H"\‘D
o

il - P3 —_ ¥ "‘*.-'f.-.
My" =-B,v; +B)x, SN




Przyktad (5)

.
y
"y
<M

- .
e ] -
B -
&
.'Iﬂ o #
-
s = #
o -
&~
™~ -
.,
s
-
-
-

M, =M +M;" +M,"




Dowolny ptaski uktad sit (3)

Wypadkowy moment moze zostac
przedstawiony jako:

e wektor momentu;
e para sif;

e moment od sity wypadkowej przytozonej nie w
biegunie redukcji, a na linii dziatania
wyznaczonej w taki sposob, ze moment od sity
wypadkowej rowny jest momentowi od sit
sktadowych.




Moment od wypadkowej

by
| W W,
Yo - M, o
D |
M, =Wy, +W,x, k
, X,
¥ ‘."T’J — ﬂffﬂ C
Vo=7"_
A
V. = x.too — M,




Uogdlnienie w przestrzeni

Uktad sit zbieznych — redukcja do sity
wypadkowej przytozonej w punkcie zbieznosci.

Dowolny przestrzenny uktad sit — redukcja do
wypadkowej sity i wypadkowego momentu.



