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“]JJ Catkowanie numeryczne - idea

b
| ={f(x)dx ¥ /f(x)
d
f(c)
Catke mozna |
przyblizy¢ suma J roodx
S = % f (Ci )Axi a | 5
- X; C X
X; <C <X



@!JJ Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratura Newtona — Cotesa nalezy do metod z
ustalonymi weztami, polega na tym, ze funkcja f(x) jest
interpolowana wielomianem (np. Lagrange’a)

T(x)=1,(x)

dzie: _
J f (x)=a,+aXx+..+a X" +ax"

Wowczas catka z funkcji f(x) moze byc¢ przyblizana
catkg z funkcji interpolujgcej f,(x) n-tego stopnia

b

jf(x)dx jf (X) dx

a



[ wase wanil

M
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Zaktadamy n = 1 czyli f,(X)=a,+aX
b b b
| =[f(X)~ [ f,(X)=](a,+aXx)dx
a a a
2 2
=a,(b—a)+q b 2a

Szukamy wspoétczynnikow a, i a,

Zaktadamy, ze prosta, ktora przybliza funkcje f(x) przechodzi
przez punkty (a,f(a)) i (b,f(b)). Czyli:
f(a)b— f(b)a

b—a
f(by=f,(b)y=a,+ab = _fb)-1(a)

a, =
b—a

f(a)=f(a)=a,+8a2a =— a, =




[ wase wanil

tj) f (x)dx = (b—a)[ f(a); f(b)} j f (x)dx ~ pole trapezu
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Przyktad 1:
Predkosc¢ rakiety w przedziale czasu od t;=8 s do t,=30 s jest
opisana wzorem:

140000 }_9&

v(t) =20001n
140000 — 2100t

a) Przy pomocy metody trapezéw znajdz przemieszczenie rakiety
w tym przedziale czasu czyli Ax=x(t,)-x(t;)

b) Wyznacz btad wzgledny odniesiony do wartosci doktadnej (ang.
true relative error)
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a) Iz(b—a){f(a);f(b)} a=8s b=30s

140000 | o
140000 — 2100t

140000
140000 —2100(8)

140000
140000 — 2100(30)

f (t) = 2000 ln[

f(8):20001n{ }—9.8(8) =177.27 m/s

f(30)=20001n{ }—9.8(30) —=901.67 m/s

177.27+901.67
2

I=(30—8)[ } =11868 m



b) Wartosc¢ doktadna

[ wase ani

30
AX = | (2000 ln[ 140999
g

140000 - 2100t

}—9.8t)dt =11061m

Btad wzgledny:

11061 — 11868

|€t|:‘ 11061




Il

Ztozony wzor trapezow
AGH
Btad, jak pokazuje vy 4
poprzedni przykitad, f(x)
jest zbyt duzy. Mozna
zaproponowac podziat /
przedziatu catkowania

na n segmentow,
kazdy o dtugosci h.

b—a
n

h:

dla n=4 N X

b a+h a+2h a+3h a+4h
= [ f(x)dx = jf(x)dx+ [ fodx+ [ f()dx+ [ f(x)dx
a a-+h a+2h a+3h

< \ 1is



“]JJ Ztozony wzor trapezow

AGH
a+h a+2h a+(n-1)h b
jf(x)dx = jf(x)dx+ [f(Ox)dx+ ...+ [fOQdx+ [ f(x)dx
a+h a+(n-2)h a+(n-1)h

:h[ f(a)+2f(a+h)}rh[ f(a+h)+2f(a+2h)}rm

-+[b—(a+(n—1)h][ f@a+n-bh+ f(b)}

2

?f(x)dx:T[f(a)+2{gf(a+ih)}+ f(b)}
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AGH Ztozony wzor trapezow

Przyktad 2:
Predkosc¢ rakiety w przedziale czasu od t;=8 s do t,=30 s jest
opisana wzorem:

140000 }_9&

v(t) =20001n
140000 — 2100t

a) Przy pomocy metody trapezéw znajdz przemieszczenie rakiety
w tym przedziale czasu czyli Ax=x(t,)-x(t;) przyjmujgc n=2

b) Wyznacz btad wzgledny odniesiony do wartosci doktadnej (true
relative error)



“]JJ Ztozony wzor trapezow

M
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a) P a{f(a)+2{ f(a+|h)}+f(b)J

2Nn i=1
n=2 a=8s b=30s hzb_a=30_8=115

n 2
30 -8
| = f(R)+2: > f h f(30

2(2){ (8)+ {.1 (a+l )}+ ( )}

242 [f(®)+2f(19)+ f(30)] = —[177.27 +2(484.75) +901.67]

=11266 m



Ztozony wzor trapezow

bwartos¢ doktadna wynosi:

30

-

8

‘Et‘:‘

ZOOOIH{ 146000 } — 9.8tjdt =11061m
140000—-2100¢

Btagd wzgledny to:

11061 -11266
11061

x100 =1.8534%




Ztozony wzor trapezow

n AXx E, < % <%

1 11868 -807 7.296 ---

2 11266 -205 1.853 5.343

3 11153 -91.4 0.8265 1.019

4 11113 -51.5 0.4655 0.3594
5 11094 -33.0 0.2981 0.1669
6 11084 -22.9 0.2070 | 0.09082
Vs 11078 -16.8 0.1521 | 0.05482
8 11074 -12.9 0.1165 | 0.03560




MIJJ Analiza btedu dla wzoru trapezow

Btad bezwzgledny metody z pojedynczym segmentem

_(b-a)’

E
t 12

f" (L), a<f<b

gdzie G jest punktem w a,b]

Bftad w metodzie ztozonej (wielosegmentowej) jest sumag btedow dla
kazdego segmentu. Btgd pojedynczego segmentu wynosi:

[(a+h)-af
12

h3

12

E, = f*(C;), a<{;<a+h

7 (C1)



“]JJ Analiza btedu dla wzoru trapezow

Podobnie:

[((a+ih)—(a+(@{i-Dh)]

E, = > f"(&), a+(i—-1)h<{; <a+ih

h3

:_fll .
> (Gi)

dla n: 3
b—i@a+(n-1)h
En:[ { +fz ] f*(C,), a+(n—-1)h<(, <b

h3

:—fll
> (Cn)



“]JJ Analiza btedu dla wzoru trapezow

Catkowity btgd w metodzie ztozonej jest sumg btedow pojedynczych segmentow:

anf"(Ci)
C h? & (b-a)’ {5
E., = L n(r) =
t ZIE 2 (G =75 -
> ()
Wyrazenie o ==

n

jest przyblizong $rednig wartoscig drugiej pochodnej w przedziale A < X < b

|
EtocaF



Analiza btedu dla wzoru trapezow

30
Ponizsza tablica dla cafki j(zooom[ 140000 }_ 9'8tjdt
2 140000 — 2100t

przedstawia wyniki w funkgji liczby segmentdéw n. Widac, ze gdy liczba
segmentow jest podwajana, btad E, zmniejsza sie w przyblizeniu czterokrotnie.

n Value Et ‘Et‘% ‘Ea‘%
2 11266 -205 1.854 5.343
4 11113 -51.5 0.4655 0.3594
8 11074 -12.9 0.1165 0.03560
16 11065 -3.22 0.02913 0.00401




AGH Catkowanie metodq Romberga

Metoda Romberga jest rozszerzeniem metody
trapezow i daje lepsze przyblizenie catki poprzez
zasadniczg redukcje btedu (true error)
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AGH Ekstrapolacja Richardsona

Btad (E, true error) w n-segmentowym wzorze trapezéw wynosi

gdzie C jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci
Stad:
E, =TV -1,

/N

wartos¢ doktadna (true

value) wartosc przyblizona np.

wyliczona ze wzoru trapezéw
(approximate value)
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AGH Ekstrapolacja Richardsona
Mozna pokazac, ze C : ~TV -1,
(2n)

gdy segment zostaje zmniejszony o potowe

, 4 C
Ze WZOrow: — =TV -1,
(n)
< C
=TV —1,,
N (2n)2 ?

| — |
otrzymujemy: TV =l +- :

n
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AGH Ekstrapolacja Richardsona

Przyktad 3:

Predkosc rakiety w przedziale czasu od t;=8 s do t,=30 s jest
opisana wzorem:

v(t):ZOOOIn[ 149000 }—9.8t

140000 - 2100t

a) Przy pomocy ekstrapolacji Richardsona znajdz przemieszczenie
rakiety w tym przedziale czasu czyli Ax=x(t,)-x(t;)

b) Wyznacz btad wzgledny odniesiony do wartosci doktadnej (true
relative error)

Przyjgc n=2
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do n=8 segmentow

“]JJ Tabela wynikow ze zlozonego wzoru trapezow

n AXx E, € |% €,|%
1 11868 -807 7.296
( 11266 -205 1.853 | 5.343
3 11153 | -91.4 | 0.8265 | 1.019
( @ -51.5 | 0.4655 | 0.3594
5 11094 | -33.0 | 0.2981 | 0.1669
6 11084 | -22.9 | 0.2070 | 0.09082
7 11078 | -16.8 | 0.1521 | 0.05482
8 11074 | -12.9 | 0.1165 | 0.03560




1l

AGH Ekstrapolacja Richardsona
a)
|, =11266m |, =11113m
I — | I /7:2
Wz, +m "l da
3
TVl + 0 gy, 11311266
3 3
=11062m



Stad

30

=

8

Ekstrapolacja Richardsona

Wartos¢ doktadna

2()00'”[ 140000
140000 — 2100t

E, =11061-11062

to:

}—9.8tjdt =11061 m

=—1m



“]JJ Ekstrapolacja Richardsona

c) Btad wzgledny
11061-11062
11061

x100 = 0.00904%

St =

Porownanie wynikow z metoda zlozong trapezow

n Ax (m) €, [% Ax (m) €, |%

wzor , , ekstrapolacja .
tranezéw wzor trapezow Richardsona ekstrapolacja

P Richardsona

1 11868 7.296 -- --

2 11266 1.854 11065 0.03616

4 11113 0.4655 11062 0.009041

8 11074 0.1165 11061 0.0000




Catkowanie metodg Romberga stosuje ten sam wzor
co ekstrapolacja Richardsona. Jednakze, metoda
Romberga jest to algorytm rekurencyjny.
Przypomnijmy: L

TV =1, + 2”3 L

Mozna zapisac
I n In
(Ian)g = 1o 3 =l + 22—1_1
Wartosc¢ doktadna TV jestzastgpiona przez wynik catkowania
metoda Richardsona (| . )R

IZn_ln

Znak = jest zastgpiony przez znak rownosci.
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Estymowana wartosc doktadna wynosi: TV =(1,,), +Ch*

gdzie Ch*jest wartoscig btedu przyblizenia

Nastepna wartos¢ catki (podwajajac liczbe segmentow)
WYNOSI:
I4n_|2n

3
h
TV = (I4n )R +C(5)4

(|4n)R = I4n +

Estymowana wartosc doktadna wynosi teraz:

l4n ) — o (In)_(ln)
R+(4 )R15(2 ) =(l4n)r + 442—1_12 .

TV =(1,,)
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Ogolne wyrazenie w metodzie Romberga

Ik—l,j+1 B Ik—l,j
iy K22

Ik,j — Ik—l,j+1

Wskaznik & reprezentuje rzad ekstrapolacii

k=1 odpowiada wartoSciom uzyskanym ze wzoru trapezow

k=2 odpowiada wartosciom uzyskanym z btedem O(h?)

Wskaznik j reprezentuje doktadnosc; j+1 daje catke
wyznaczong doktadniej niz j



i

Przyktad 4:
Predkosc¢ rakiety w przedziale czasu od t;=8 s do t,=30 s jest
opisana wzorem:

140000 }_9&

v(t) =20001n
140000 — 2100t

a) Przy pomocy wzoru Romberga znajdz przemieszczenie rakiety
w tym przedziale czasu czyli Ax=x(t,)-x(t;)

b) Wyznacz btad wzgledny odniesiony do wartosci doktadnej (true
relative error)

Przyja¢c n=1, 2, 4, 8



MMJJ Tabela wynikow ze zlozonego wzoru trapezow
AGH do n=8 segmentow

Ax [ E [ Rkl | k%

1186 -807 7.296 ---
1126 -205 1.853 5.343

T

11153 | -91.4 | 0.8265 | 1.019

11113, | -51.5 | 0.4655 | 0.3594

5 11094 | -33.0 | 0.2981 | 0.1669

6 11084 | -22.9 | 0.2070 | 0.09082

7 11078 | -16.8 | 0.1521 | 0.05482
8 11074 | -12.9 | 0.1165 | 0.03560
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Na podstawie tabeli odczytujemy:
1, =11868 1, =11266

|, =11113 I, =11074
W pierwszym przyblizeniu k=2:

o . P
Ik_l’m Ik_l’J k>2 l=1,+ w2 L
4 1 3

Ik,j — Ik—l,j+1

11266 —11868
3

=11266 +




AGH
TR D >0
Ik,] = Ik—l,j+1 4T K Z
Podobnie,
| | L, =1
T T R | =1 +
2,2 1.3 3 2,3 1,4 3
— 11074 -11113
11113 4 311266 _ 11074+ 1Y
3 3
=11062 =11061



AGH
. o I, — ]
W drugim przyblizeniu k=3, i = e i k—LJ:l_l L k>0
4% 1
l,, — l,;—1,,
3, =1, + 2’215 & o=l t 15
11061 -11062
11 _
:11062+11062 065 =11061+ >
15
~ 11062 = 11061



Dla trzeciego rzedu (k=4),

|3,2 o |3,1

63

l,, =15, +

11061 -11062
63

=11061 +

=11061m



Metoda Romberga

AGH
Rzad 1 Rzad 2 Rzad 3

I1-segment 11868

11065
2-segment 11262 11062

11062 > 11061
4-segment 11113 11061

11061
§-segment 11074

Poprawione wartosci catki metodg Romberga
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Metoda trapezow byta oparta na przyblizeniu funkcji
podcatkowej f(x) wielomianem stopnia pierwszego.

W metodzie Simpsona wykorzystuje sie wielomiany
stopnia drugiego, jest to tzw. metoda parabol.

b b
| = [ f(x)dx = [ f,(x)dXx
gdzie:

f,(x)=a,+ax+a,x’
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Réwnanie paraboli dla 3 4

punktow:

Y

Metoda Simpsona

f(x)

(a,f(a)),
2"\ 2)) T
(b, T(b))
.
f(a)=f,(a)=a,+aa+a,a’ - - >
f(a+bj_ f (a+bj_a +a(a+bj+a (a+bj2
< S O 1 2
f(b)=f,(b)=a,+ab+a,b’
N
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Wyznaczone wspotczynniki funkcji f,(x) to:

a2f(b)+ abf (b)— 4abf(a2bj+abf(a)+b2f(a)

%= a’ —2ab+b’
af(a)—4af( ;bj+3af(b)+3bf(a) 4bf(a;bj bf (b)
h=T a’ —2ab+b’
2(f(a)—2f(a;bj+f(b)j
% = a‘ —2ab+b?
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AGH

Wowczas:

Metoda Simpsona

U

QD TV —T

f,(x)dx

(ao +a,X+ azxz)dx

b
X x>
a

2 a2
:ao(b—a)+a1b 2a +a,




|

b—a a+b

ifz(x)dx:6[f(a)+4f(2)+ f(b)}

h_b-a
2

Co daje:

h a+b

!fz(x)dx:g{f(a)+4f(7j+ f(b)}

wzor parabol



“]JJ Metoda Simpsona
w wersji ztozone]j

M

AGH
; ? " %)
[f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dXx+.....
a X " X5 . o //
wet [ E(X)AX+ [ F(x)dX d

?f(x)dxz(xz_XO)[f(x0)+4f(xl)+f(xz)}rm ot o

6

X; —Xi_, =2h
+(x4—x2){f(X2)+4f(6X3)+f(x4)}+... 1=2,4,..,n
"'+(Xn—2_Xn—4) 1:(Xn—4)+4f(;(n—3)"_1:()(n—2) +
+(Xn_Xn—2) f(xn2)+4f(6xnl)+f(xn):|



tff(x)dx=2hr(x0)+4f(6x1)+ Fix, )}...

+2h‘f(x2)+4f(6x3)+ f(x4)}+___

+2h_f(xn—4)+4f(xn—3)+ 1:(Xn—z ):|_|_

6

+2h[f(xn_2)+4f(6xn_1)+ f(x, )}



|

tj)f(x)dx :g[f(xo)+4{f(xl)+ F(Xy )+t F(X )b+ .]

e 2{E () + F (X)) +o T (X )P+ F(X)}]

=—| f(x,)+4 Ef(xi)+2 Ef(xi)+ F(Xy)

i=de I=even

== 7| f(x,)+4 gf(xi)+2 gf(xi)+ F(Xy)

i=o0dd i=even

-Ul‘!lkIIIIII‘!llAlll!‘!!-I‘!_



;L@]IJJ Metoda Simpsona - analiza btedu

Wartosci przyblizone
przyktadu stosujgc regute 1/3 Simpsona z wieloma segmentami

n Wartos¢ przyblizona = |€; |

2 11065.72 4.38 0.0396%
4 11061.64 0.30 0.0027%
6 11061.40 0.06 0.0005%
8 11061.35 0.01 0.0001%
10 11061.34 0.00 0.0000%




AGH Metoda Simpsona - analiza btedu

(b-a)’
2880

Btad dla jednego segmentu E, = — f ), a<C<b

Btad w metodzie wielosegmentowej

E1=—(X2 )f(4)(C1) :_h—f(4)(C1) Xp <G <X,

2880 90
X h’
2:_( 42880) f(4)(C2) :_%fu)(gz), X, <Gy <Xy
E. ——(Xzi ~ o)) f(4)(Q,)_— f(4)(§ ), Xagicn) <Gi <Xy

. 2880




AGH Metoda Simpsona — analiza btedu

Catkowity btad

n

Et:iZ:Ei 9()%‘]‘(4)((;) _ (b9 as) éf(4)(Ci)

n

boay )

90n n
B S EOE) e __ (-3 <
@ _ia t= " gon? \

n
Srednia wartos¢ pochodnej
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Catke metodg kwadratury Gaussa
przedstawia wzor:

| =[f(x)dx =C T(X)+C,T(X;)

N/

state wspotczynniki

D —T

Punkty x; i X, , w ktorych okreslamy wartosc¢ funkcji podcatkowej nie

sq ustalone (jak poprzednio na granicach przedziatu czyliai b), ale
sq a priori dowolnie rozmieszczone w przedziale <a,b>.



I

Niewiadome X,, X5, C;, C, znajduje sie zaktadajqc, ze
funkcja podcatkowa spetnia warunek:

f(x)=a,+ax+ax* +aXx.
b

(ao +a,X+a,Xx’ +a3x3)dx

a

?f(x)dx:
a X X

2 3 470
| a

b2 _a2 b3 _a3 b4 _a4
=a,(b-a)+a a a
o( )"‘ 1( 5 j"‘ 2( 3 ]4‘ 3( 4 j




mmm Metoda Gaussa / /79

7 1

=T 00dx 2 F(x )+, F(%,)

z jednej strony

b
[ f(x)dx =c, (ao +a X +a,X + a3x13)+ cz(ao +a,X, +a,X, +a3x23)
a

z drugiej strony

b b
f(x)dx =[la, +a,x+a,x* +a,x’ Jdx
0 1 2 3
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Rozwigzujac uktad réwnan:

b? —a’
b’ -a’
{ =C,X;” +C, X,
3
b4 —3.4 3 3

otrzymujemy dla metody dwupunktowej:

_(b-a) 1) b+a :(b—aj( ! j+b+a
Xl_(zj(_ﬁj+z L2 N3 2
b-a b-a
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W dwu-punktowej metodzie Gaussa, catka funkcji f(x) wyraza

sie wzorem:
b

jf(x)dx ~ ¢, f(x)+c,f(x,)

_b—a]c b-a(l 1 +b+a er—a]c b-a( 1 +b+a
2 2 J3 2 2 2 |43 2

Uogodlniajac dla n punktow:

tff(x)dxzclf(xl)+c2f(x2)+ ....... +c f(x.)



I

W n-punktowej metodzie Gaussa, wspotczynniki ¢, oraz argumenty
X; sq stabelaryzowane dla catek w granicach od -1 do 1

}lg(x)dxzﬁcigm)

n wspotczynniki argumenty funkcji

-0.577350269

N
(@]
-
I

1.000000000 | x,

c, = 1.000000000 | x, = 0.577350269

3 |c, = 0.555555556 | X, = -0.774596669
c, = 0.888888889 | x, = 0.000000000

c, = 0.555555556 | X, = 0.774596669

4 |, =0.347854845 | x, = -0.861136312
c, = 0.652145155 | x, = -0.339981044

c, = 0.652145155 | x, = 0.339981044

= 0.347854845 = 0.861136312




Metoda Gaussa

wspotczynniki

argumenty funkcji

c, = 0.236926885 | x; = -0.906179846
c, = 0.478628670 | x, = -0.538469310
c; = 0.568888889 | x; = 0.000000000
c, = 0.478628670 | x, = 0.538469310
C; = 0.236926885 | x; = 0.906179846
c, = 0.171324492 | x, = -0.932469514
c, = 0.360761573 | x, = -0.661209386
c; = 0.467913935 | x5 = -0.2386191860
c, = 0.467913935 | x, = 0.2386191860
c; = 0.360761573 | x; = 0.661209386
Ce = 0.171324492 | X, = 0.932469514
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1
Jezeli dane sg w tablicach dla f g(Xx)dX  to jak obliczamy
|
b
[ f(x)dx 2
a
Granice catkowania [a,b] nalezy zamieni¢ na |-1,1]

Niech X=mt+cC
Wynika stad, ze:

Dla X=a, t=—1
_b-a
Dla X =D, t= 1 2
b+a
C=——
2




Ostatecznie:

Stad:

b

|

a

Metoda Gaussa

b—-a  b+a
X=—t+———
2 2

dx = 2~ 8 g
>

b+a

f(x)dx_jf(bza

2

jb_adt
2
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Przyktad 5:

Predkosc rakiety w przedziale czasu od t;=8 s do t,=30 s jest
opisana wzorem:

140000 }_9&

v(t) =20001n
140000 — 2100t

a) Przy pomocy dwu-punktowej metody Gaussa znajdz
przemieszczenie rakiety w tym przedziale czasu czyli Ax=x(t,)-

X(t;)
b) Wyznacz btad wzgledny odniesiony do wartosci doktadnej (true
relative error)



Metoda Gaussa
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Najpierw zmieniamy granice catkowania z [8,30] na [-1,1]

1
“(t)dt_sogﬁ(wZ 8., 302+8jdx

=11jf(11x+19)dx
-1

Nastepnie odczytujemy z tablic dlan=2 ¢, = 1.000000000

X, = —0.577350269
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Korzystamy ze wzoru kwadratury Gaussa

1
[ f(11x+19)dx = 11c, f(11x, +19)+11c, f (11x, +19)
-1
=111 (11(-0.5773503)+19)+11f(11(0.5773503) +19)

=11f(12.64915)+11f(25.35085)

=11(296.8317)+11(708.4811)

=11058.44 m
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SkorzystaliSmy z tego, ze:

140000
140000 — 2100(12.64915)

f(12.64915):2000|n{ }—9.8(12.64915)

=296.8317

140000
140000 — 2100( 25.35085)

f(25.35085) = ZOOOIH{ }—9.8(25.35085)

=708.4811
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b) Btad bezwzgledny (true error) E[

E, =11061.34-11058.44
=2.9000 m

C) Blad wzgledny, Et\

o= [11061.34-1105844) |0,
11061.34

=0.0262%




