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MJJ Plan:

. Niezaleznosc¢ zdarzen losowych

. Prawdopodobienstwo catkowite

. Rozwigzywanie zadan wykorzystujgcych
poznany materiat

. Twierdzenie Bayes’a

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3




MJJ Prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen

Przypomnijmy z poprzedniego wyktadu definicje
prawdopodobienstwa warunkowego:

P(AnB)

P(B|A)= o (A)

Definicja to moze by¢ zapisana w postaci:
P(AnB)=P(B|A)P(A)=P(A|B)P(B)

co pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo iloczynu
dowolnych dwoch zdarzen.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wykiad 3 3



M]JJ Zdarzenia niezalezne

AGH
W szczegdlnym przypadku z definicji prawdopodobienstwa
warunkowego
_P(AnB)
P(B|A)=
P(A)

wynika co nastepuje:

Jezeli P(B|A) = P(B) to wynik zdarzenia A nie ma
zadnego wptywu na zdarzenie B

Zdarzenia A i B okresla sie wtedy jako niezalezne.
Dla dwoch zdarzen niezaleznych obowigzuje:

P(AnB)=P(A)-P(B)



MJJ Zdarzenia niezalezne

Przyktad 3.1:

Dzienna produkcja czesci do silnikdw samolotow wynosi
850 w pewnym przedsiebiorstwie. Niestety 50 z nich nie
spetnia wiasciwych norm jakosciowych, co powoduje, ze sgq
odrzucane jako wadliwe. Zaktadamy, ze wybieramy dwa
elementy z dziennej produkcji ale zanim wylosujemy drugi
element, pierwszy oddajemy (losowanie ze zwracaniem).

Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia B, polegajacego na
tym, ze drugi element jest wadliwy pod warunkiem, ze
pierwszy wylosowany element jest wadliwy (zdarzenie A),
czyli P(B|A).

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 5



MJJ Zdarzenia niezalezne

Rozwigzanie przykiadu 3.1:

Ze wzgledu na sposoéb losowania (ze zwracaniem), przy
drugim losowaniu zbidr, z ktérego losujemy nadal zawiera
850 elementdéw, w tym 50 wadliwych. Stad
prawdopodobienstwo zdarzenia B nie zalezy od tego czy
pierwszy wylosowany element byt wadliwy Cczy nie, co
oznacza:

P(B|A)=P(B)=——

(BIA)=P(B)= 850

Natomiast, prawdopodobienstwo, ze oba elementy
wylosowane sg wadliwe jest iloczynem prawdopodobienstw
AiB:

P(AnB)=P(B|A)-P(A) =(g) - (z) = 0,0035

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 6



“]JJ Zdarzenia niezalezne?

Przyktad 3.2:

Jak w przyktadzie 3.1, dzienna produkcja czesci do silnikow
samolotow wynosi 850 w pewnym przedsiebiorstwie.
Niestety 50 z nich nie spetnia wtasciwych norm
jakosciowych, co powoduje, ze sq odrzucane jako wadliwe.
Zaktadamy, ze wybieramy dwa elementy z dziennej
produkcji ale tym razem przed wylosowaniem drugiego
elementu, pierwszego nie oddajemy (losowanie bez
Zwracania).

Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia B, polegajacego na
tym, ze drugi element jest wadliwy pod warunkiem, ze
pierwszy wylosowany element jest wadliwy (zdarzenie A),
czyli P(B|A). Czy zdarzenia A i B sq niezalezne?

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 7



“]JJ Zdarzenia niezalezne?

Rozwigzanie przykiadu 3.2:

Ze wzgledu na sposob losowania (bez zwracania), przy
drugim losowaniu zbior, z ktorego losujemy zawiera 849
elementow, w tym 49 wadliwych (pierwszy element
wylosowany byt wadliwy). Stad prawdopodobienstwo
zdarzenia warunkowego:
49
P(B| A)=

849

Prawdopodobienstwa zdarzenia B zalezy od tego czy
pierwszy element byt wadliwy (zdarzenie A) czy nie byt

(zdarzenie A'): P(B | A') — 50

849

Zdarzenia A i B prawdopodobnie nie sq niezalezne, ale
jak obliczy¢ bezwarunkowe prawdopodobienstwo
P(B)?

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 8
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Wzor na prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen:

P(AnB)=P(B|A)P(A)=P(A|B)P(B)

Prawdopodobienstwo catkowite

jest uzyteczny przy obliczaniu prawdopodobienstwa zdarzenia,
ktore zalezy od przebiegu innych zdarzen.

Przyktad 3.3: Przy produkcji potprzewodnikdw istnieje
prawdopodobienstwo (np. 0.10), ze niekontrolowane
zanieczyszczenie elementu spowoduje awarie catego uktadu.
Prawdopodobienstwo tego, ze wystgpi awaria uktadu przez
element niezanieczyszczony wynosi 0.005. W danym
procesie produkcji okoto 20% elementow jest poddanych
wysokiemu poziomowi zanieczyszczen. Jakie jest
prawdopodobienstwo awarii uktadu zawierajagcego jeden taki
element?

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 9



MJJJ Prawdopodobienstwo catkowite

AGH
Dla zdarzenia B takiego, ze: B = (B N A)u P(B N A")
P(B)=P(BnNA)+P(Bn A') =
=P(B|A)P(A)+P(B|A")YP(A'")

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3



M]JJ Prawdopodobienstwo catkowite

AGH

Rozwigzanie przyktadu 3.3: Wystgpienie awarii catego
uktadu oznaczymy jako zdarzenie F (ang. failure).
Zdarzenie, ze element jest poddany wysokiemu poziomowi
zanieczyszczen oznaczmy H.

P(FIH)=0.10 i P(F|H")=0.005
P(H )=0.20 i P(H')=0.80
Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:
P(F)=P(F|H)P(H)+P(F|H")P(H")
P(F)=0.10 (0.20) + 0.005 (0.80) = 0.0235

Wynik moze byc¢ interpretowany jako srednia wazona dwoch

prawdopodobienstw awarii.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 11
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MIJJ Prawdopodobiefnstwo catkowite {H .

Dla k zdarzen parami wykluczajacych sie (ang. exclusive) i
wyczerpuijgcych wszystkie mozliwosci (ang. exhaustive):

E,,E,, ..., E., prawdopodobienstwo zdarzenia B:

P(B)=P(BNE,)+P(BNE,)+...+P(BNE,) =
— P(B | El)P(E1)+ P(B | Ez)P(E2)+--- + P(B | Ek)P(Ek)

k
gdzie : ) E, =Q
=1

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3



M]JJ Czy zdarzenia sq niezalezne?

AGH

Dalszy ciag przyktadu 3.2: Znalezlismy, ze prawdopodobienstwo
zdarzenia B wylosowania wadliwego elementu w drugim losowaniu
bez zwracania zalezy od wyniku pierwszego losowania (zdarzenie A
— w pierwszym losowaniu wadliwy element; zdarzenie A" - w
pierwszym losowaniu dobry element)

49 50
BIA PIB|A)=——
P(B| A)= (B14)= 0

Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

Obliczmy bezwarunkowe prawdopodobienstwo P(B) ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite.

P(B) = P(B | A)P(A)+ P(B|A")YP(A")
800 50

P(B)—( )( )+( )(8 )= g0 " P(B]|A)

OdeW|edz. zdarzema A | B nie sq niezalezne!

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 13



“ Prawdopodobienstwo catkowite -
IJJ przykiad do samodzielnhego

AGH rozwigzania
awarii ukiadu zanieczyszczen zanieczyszczonych
0,1 Wysoki (High) 20% (H)
0,01 Sredni (Medium) 30% (M)
0,001 Maty (Low) 50% (L)

Contamination

0.30

AN e 7N\

P(Fail|High) P(Not Fail|High) P(Fail|Medium)  P(Not Fail [Medium) P(Fail|Low)  P(Not Fail|Low)

=0.10 = 0.90 = 001 = 3.99 = 0.001 =0.999
¥ 4 b ® ¥ £ N & h
0.10(0.20) 0.90(0.20) 0.01(0.30) 0.99(0.30) 0.001(0.50) 0.999(0.50)
=0.02 =018 =0.003 =297 = 0.0005 = 0.4995

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 14



“]JJ Rozwigzywanie zadan
wykorzystujacych poznany materiat

M

AGH

Przyktad 3.4: Ponizszy uktad pracuje, jezeli jest potgczenie
pomiedzy punktami a i b. Prawdopodobienstwo, ze pojedynczy
element pracuje dane jest na rysunku. Zatozmy, ze elementy majq
awarie niezaleznie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uktad
pracuje?

T-zdarzenie, ze __
element gorny (ang. :
top) przewodzi 5 _____p
I —— B-zdarzenie, ze element
dolny (ang. bottom)

przewodzi
P(T ubB)= P(T UB)~1-P{TUB)

prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 15



MWJJJ Rozwigzywanie zadan
wykorzystujacych poznany materiat

Rozwigzanie przykladu 3.4: Aby rozwigzac zadanie trzeba znac

prawa De Morgana:
(TUB)'=T'"B'
(T NB)'=T'UB'

—E—

@3

P(T lubB)=P(T UB) =1-P|(T UB)'E1-P(T'"B")

Zdarzenia B’ i T’ sg niezaleznie wiec:

P(T'and B'): P(T'mB') :PU')P(B') = (1—095)2 = 0052
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze uktad pracuje wynosi:
P(T lubB)=1—P(T'"B") =1-0.05* =0.9975

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3

16



“IJJ Rozwigzywanie zadan
wykorzystujacych poznany materiat

Przykiad 3.5: Jakie jest prawdopodobienstwo
dziatania ukiadu?

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3




“]JJ Rozwigzywanie zadan
wykorzystujacych poznany materiat

Rozwigzanie przykiadu 3.5:

W pierwszej kolumnie:
1-(1-09)3=1-(0,1)3

W drugiej kolumnie:
1-(1-095)2=1-(0,05)2

Prawdopodobienstwo, ze system dziala:
(1-(0,1)%)(1-(0,05)3)(0,99) = 0,987

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 18



MIJJ Twierdzenie Bayes’a

Proste przeksztatcenie definicji prawdopodobienstwa
warunkowego:

P(AnB)=P(A|B)P(B)=P(Bn A)=P(B|A)P(A)

prowadzi do wzoru:

P(B|A) P(A)

P(B)

P(A|B)= .dla P(B)>0

Jest to uzyteczne twierdzenie gdy nie znamy petnej tablicy
jak w nastepujacym przyktadzie (3.6)

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 19
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Przykiad 3.6

Zdarzenie D oznacza, ze cienka warstwa ma wade; F oznacza, ze
ma skaze na powierzchni.

Skaza na powierzchni:
Tak (F) Nie (F) Razem

Element Tak (D) 10 28 38
wadliwy
Nie (D') 30 332 362
Razem 40 360 400

W tabeli podany jest udziat skaz powierzchniowych na
cienkich warstwach do stwierdzenia ich wadliwosci.
Mozemy z tabeli wyczytac ze:

4 8
P(D|F)= %: 0,25 P(F)= %: 01 P(D)=05=009%

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 20



“]JJ Przykiad 3.6

Jezeli znamy petng tablice to mozemy np. obliczyc
prawdopodobienstwo tego, ze czesc jest wadliwa pod warunkiem, ze
ma skaze na powierzchni:

10
P(F|D):£

Jezeli nie dysponujemy petng tablicg to mozemy obliczyc¢
prawdopodobienstwo P(F/D) z twierdzenia Bayes’a:

p(F D)= PO |PF([))')P(F)
10 40
. 10

400

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 21



“JIJJ Twierdzenie Bayes’a

Dla k zdarzen parami wykluczajacych sie (ang. exclusive) i
wyczerpujacych wszystkie mozliwosci (ang. exhaustive):

E,,E,, ..., E., prawdopodobienstwo zdarzenia E; pod
warunkiem zajscia dowolnego zdarzenia B:

P(B|E,)P(E,)

P(E1|B) = P(B|E)P(E,)+P(B|E,)P(E,)+...+P(B|E,)P(E,)

dla P(B)>0

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 22



J@J‘! Ilustracja twierdzenia Bayesa

Przyktad 3.7: Na duzej populacji zdrowych i chorych na dang
chorobe pacjentdéw szpitala przeprowadzono test w celu ustalenia
czy nowy sposob leczenia jest skuteczny. Prawdopodobienstwo
zdarzenia warunkowego S/D, ze dodatni wynik testu (S)
identyfikuje osobe chorg (D) wynosi P(S/D)=0,99.
Prawdopodobienstwo zdarzenia warunkowego S’/D’, ze ujemny
wynik testu (S’) prawidtowo identyfikuje osobe zdrowg (D’) wynosi
P(S'/D")=0,95. Prawdopodobienstwo wystgpienia choroby w
populacji wynosi P(D)=0,0001. Przeprowadzono na Tobie test,
ktorego wynik jest dodatni. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
jestes chory?

Rozwigzanie przyktadu 3.7: D-zdarzenie jestes chory; S-
zdarzenie, ze wynik testu jest dodatni; szukamy P(D/S).

Prawdopodobienstwo zdarzenia S/D’, ze wynik testu jest dodatni a
pacjent jest zdrowy P(S/D’)=1-P(S’/D")=0,05

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 23



MJJJ Ilustracja twierdzenia Bayes’a
AGH

Rozwigzanie przykiadu 3.7: D-zdarzenie jestes chory; S-
zdarzenie, ze wynik testu jest dodatni; szukamy P(D/S).

Prawdopodobienstwo zdarzenia S/D’, ze wynik testu jest dodatni a
pacjent jest zdrowy P(S/D")=1-P(S’/D')=0,05

P(S/D)=0,99; P(S’/D')=0,95; P(D)=0,0001

Z twierdzenia Bayes’a

P(S|D)-P(D)+P(S/D")P(D")
P(D|5)= 0,99 - 0,0001 |

0,99 -0,0001 + 0,05 - (1— 0,0001)

Nawet jesli wynik testu jest dodatni to prawdopodobienstwo tego,
ze jestes chory jest mate. Dlaczego?

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 3 24



