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sup ‘ f (4D (x)‘

Xxe<a,b>
[0 =Ws (0 <=0

Przyjmujemy oznaczenia: M, = Sup‘f(nﬂ)(x)‘

n+l
xe<a,b>

7

Kres gérny modutu (n+1)-szej pochodnej funkcji f(x) na przedziale
<a,b>

@, (X) = (X=X )(X=X)...(x=X;)

MerL NUme VVKiag

| () -W, (x)] < 11 -+ |0, (%)
Przyktad: +1)!

Oceni¢, z jakg doktadnoscig mozna obliczy¢ wartos¢ In 100,5 przy

uzyciu wzoru interpolacyjnego Lagrange’a, jezeli dane sg wartosci:
In 100, In 101, In 102, In 103

f () =In(x), n=3, a=100, b =103, f(“)(x) )
X

M,= sup \f<4>(x)\

4
xe<100,103> 100

In 100,5- W(1005)\ Tog'a 05 051525234 10°°
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lllm]JJ Optymaliny dobdr weztow interpolacji
AGH

160 -W, 00| 72 o, (0

Wielkos¢ btedu zalezy od wyboru weztdéw interpolacji poprzez w,,.
Na M., hie mamy wptywu.

Jak wybraé wezly interpolacji x;, aby: sup ‘a)n (X)‘

Xe<a,b>

miato jak najmniejszg wartos¢

Zagadnienie zostato sformutowane przez rosyjskiego matematyka
P.L. Czebyszewa jako zagadnienie znajdowania wielomianu
algebraicznego najlepiej przyblizajgcego zero na zadanym

przedziale.
mmJJJ Wielomiany Czebyszewa
AGH
Wielomiany Czebyszewa Tn (X) — Cos(n arc COSX)

(pierwszego rodzaju):

Mozna pokazac, ze wielomian T,(x) jest identyczny z pewnym
wielomianem algebraicznym ,zawezonym” do przedziatu <-1,1>.

T,(x)=1
T, (x) = cos(arc cos x) = X
T,(X) = cos(2arccosx) = 2x* -1
T,(x) = cos(3arc cos x) = 4x* — 3x

wz6r rekurencyjny I () =2xT, ,(X) =T, ,(x)
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!I“JJ! Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju

T,(x)=1 T,(x) = cos(arc cos x) = X
]_l‘? ys
1| Tolz) 1‘ ‘
Ta(z) Ta(x)
T3(z)
= it = W -
Ts(z)
Th(z) s
= i
V] 1\ n A 7
mmJJJ Wielomiany Czebyszewa

AGH

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sg rozwigzaniem
rownania rozniczkowego:

d’T,(x) « dT,(x)
dx? dx

(1-x?) +n°T (x)=0

Definiuje sie je poprzez wzoér Rodriguesa:

n '\/l—X2 d"

k_ STy
~2n—-Dl dx’ - -

T,() = €1

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sg ortogonalne w
przedziale <-1,1> z waga:

w(X) =
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!I“JJ! Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju

U,(x) =1 U, (x) = 2x U,(x)=4x*-1

3=
L‘g(.w-‘;\\ 51 Ua(z)
1 Uo(z)

_;X > //1( /R\ .

Il

Wielomiany Czebyszewa
AGH

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju sg rozwigzaniem

rownania rézniczkowego:

d*U,(x)
dx?

Definiuje sie je poprzez wzoér Rodriguesa:

(1-x?) - 3x

4U,00 | nn+2u (1) =0
dx

U,(x)=(=D"

n+l d" SN2
—X
\/ W2 (2n+D)N dx" -

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju sq ortogonalne w
przedziale <-1,1> z waga:

W(X) = V1—x?
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lllmlJJ Optymaliny dobdr weztow interpolacji
AGH

Kazdy wielomian Czebyszewa stopnia n ma n réznych pierwiastkow w
punktach:

2m+1
(

X, =COS z), m=0,12,...n-1

zawartych miedzy -1i +1
Wspdtczynnik przy najwyzszej potedze w T,(x) jest rowny 211,

Szukamy wielomianu, ktéry przy najwyzszej potedze ma
wspotczynnik rowny jednosci

T2a(0 = T = (X X)X %) (X 1)

gdzie x,(m=0, 1, 2, ..., n) sg pierwiastkami wielomianu T, 4

11
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mmJJJ Optymaliny dobor weztow interpolacji
AGH

Wyrazenie: sup |a)n (X)|

xe<a,b>

w przedziale <-1,1> ma najmniejszg wartos¢ dla wielomianu:

1
@, (X) =§Tn+1(><) = (X=X )(X=X)...(x—X;)
) 1
wowczas: sup |a’n(X)| =7

xe<-1,1> 2

Jezeli w przedziale <-1,1> za wezty interpolacji przyjmiemy zera

wielomianu Czebyszewa, to
M
f(X)-W_(X)| < —1—
| 9 o )| 2"(n+1)!



lllm]JJ Optymaliny dobdr weztow interpolacji
AGH

W dowolnym przedziale <a,b> oszacowanie btedu wynosi:
I\/|n+1 (b_a)n+l
n+1)! 22"

| (x)-W, (x)| < (

przy wyborze weztéw

Xy = 1[(b —a)cos 2m
2 2n

+1ﬂ)+(b+a)} m=0,12,..n
+2

Nowe wezly x,, nie s rozmieszczone w rownych odstepach lecz
sg zageszczone przy koncach przedziatu.

x:i k-aZ+(b+a)

Proste transformacje liniowe sprowadzajg
X z przedziatu <a,b> do z nalezacego do 1 T hoa”
<-1,1> Z=p—€x-b-a_

lllmJJJ Podsumowanie interpolacji

AGH

Przeczytac i przeanalizowac rozdziat 1.2.8 Uwagi koricowe,
Z.Fortuna, B.Macukow, J.Wgsowski, Metody numeryczne
Whnioski:

1. Przy obliczaniu wartosci wielomianu interpolacyjnego w
jednym lub kilku punktach problem wyboru postaci wzoru
interpolacyjnego nie jest istotny.

2. Rodzaj wybranego wzoru i rozmieszczenie weztdw ma wptyw
jedynie na btad obliczen.

3. O czasochtonnosci obliczen decyduje liczba mnozen i dzielen.

dla wielomianu Lagrange’a stanowi to n2+4n+2

dla wielomianu Newtona 1/2 n2+3/2 n2

2011-03-30



Aproksymacija

AGH aproksymacjq i interpolacja

f(x) jest funkcjg, ktorg chcemy aproksymowac

F(x) jest funkcjg aproksymujaca

y
A
Jix)

interpolacja \

\ x5 v

(X2, ¥2)

N\

(Xo, }’o} -
aproksymacja

2011-03-30
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Il

R Aproksymacja

Aproksymacja funkcji f(x) polega na wyznaczeniu takich
wspotczynnikow a,, a,, ..., a,, funkcji

F(X) = a,0,(X) + 2,01 (X) +...+ 8,0, (X)
aby funkcja spetniata pewne warunki, np. minimalizowata norme

réznicy:
[f0)-F

Jest to aproksymacja liniowa, F(x) nazywane jest wielomianem
uogolnionym

Doy PL(X)s ey 9 (X)

sq funkcjami bazowymi m+1 wymiarowej podprzestrzeni liniowej
Xm+1

MEeL NUME VVKiag 17

Il

ok Aproksymacja

Duze znaczenie ma aproksymacja wymierna:

F(x) = 2P (X) + 2 (X) +...+ 8,0, (X)
by (X) + by, (X) +...+ by, (X)

P.(x) i w,;(x) (i=01..,n, j=01,..,m)
elementy tej samej bazy k-wymiarowej podprzestrzeni liniowej
(k=max(n,m))
Poszukujemy statych wspoétczynnikdw
ai(i:O,l,...,n) bj(j=0,1,...,m)
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Il

R Aproksymacja

Zagadnienie wyboru podprzestrzeni X, i zwigzanej z nig

bazy.
Funkcje bazowe : ¢, (X)

{x"}(n=0,1,...) baza jednomianéw

{p,(X)} (n=0,1,...) baza wielomianéw np. Lagrange’a

; — wielomiany
{sin(nx),cos(Mx)} (n=0,1,2...) trygonometryczne

Najwieksze znaczenie posiada aproksymacja wielomianowa ze
wzgledu na prostote dziatan ale jej podstawowg wadg jest
wrazliwos¢ na btedy zaokraglen.

Mer NUme VVKiag

Il

i Aproksymacja

Kryteria wyboru statych wspétczynnikéw &, (1 =0,1,...,m)
Trzy typy przyblizen o duzym znaczeniu

eprzyblizenie interpolacyjne (wczesnie omawiane)

wspbtczynniki sg tak dobrane, aby w punktach X (i=12,..,p)

funkcja przyblizajaca wraz z jej pierwszymi r; pochodnymi (r; jest
liczbg catkowitg nieujemna) byta zgodna z f(x) i jej pochodnymi (z
doktadnoscig do btedéw zaokraglen)

Metody interpolacyjne : bezposrednia, Newtona i Lagrange’a
prowadzg do tego samego wielomianu interpolacyjnego ale wybdr
bazy wptywa na koszt i doktadnos¢.

10



lumJJJ Aproksymacja

AGH

Nalezy wybiera¢ funkcje bazowe mato wrazliwe na kumulujace sie
btedy. W podprzestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej m,
okreslonych na przedziale <-1,1>, bazg mogg by¢ wielomiany

Czebyszewa
Ty, T,(X), T, (X)eery T (X)

lub wielomiany Legendre’a

Lo L0, Ly (e Ly (%)

Te wielomiany sg ortogonalne na pewnym zbiorze punktéw z
odpowiednimi wagami

mmJJJ WIELOMIANY LEGENDRE’A

2011-03-30
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lumJJJ Ortogonalnosc

AGH

Dwie funkcje f(x) i g(x) okreslone na przedziale [a,b] nazywamy
ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny zeru:

b
(f.g)=[f()g(x)dx=0
lub iloczyn skalarny z wagq jest réwny zeru:

<f,g>=jf(m(x):o

Ciag skonczony lub nieskorficzony funkcji @, @, . @, ...
tworzy ukfad ortogonalny, jezeli

(P, 0,)=0 dlai j

MerL NUme VVKiag

mmJJJ Normy

AGH

W przestrzeni X wprowadza sie okreslong norme:

Mowimy, ze funkcja F(x) dobrze przybliza funkcje f(x) jezeli
norma:

[FOo— 1)

jest mata.

12
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lllmJJJ Normy

AGH

Istniejg rézne normy:
norma Czebyszewa:

I 00l=sup] (0]

norma L,:

11| Jreore

norma L, z wagq: b %
2
[£].., {Ilf(x)l w<x>dxj

a

MerL NUme VVKiag

mmJJJ Aproksymacja

AGH
Zagadnienie najlepszej aproksymacji przy wybranych
funkcjach bazowych ¢, (x) sprowadza sie do znalezienia
wartosci wspotczynnikéw a, takich, aby otrzymaé minimum
wyrazenia:

H f (X) — (2,9, +a1¢1+---+am¢mH

i aby istniato jedyne mozliwe rozwigzanie tego
zagadnienia ze wzgledu na a,

Dwa rodzaje aproksymacji: Sredniokwadratowa i jednostajna

13
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Il

ot Aproksymacja
eaproksymacja $redniokwadratowa

szukamy minimum wyrazenia bedacego catkg z kwadratu
réznicy pomiedzy f(x) i jej przyblizeniem F(x) w przedziale
<a,b> lub sumga wazong kwadratéw btedow rozciggnietg na
zbior dyskretny punktéw z przedziatu <a,b>

IF(x)— £ ()| =(_ﬂF(x)— f(X)|2W(X)dXJ2

esaproksymacja jednostajna

znalezienie najmniejszego maksimum réznicy miedzy f(x) i
jej przyblizeniem F(x) w przedziale <a,b>

IF)—f(x)|= S:JE‘F(X)— f (x)|

Il

NG Aproksymacja sredniokwadratowa

Dana jest funkcja y=f(x) na dyskretnym zbiorze argumentow
X (Xg,X1,X5,---,X,) gdzie przyjmuje wartosci: Yo, Y1,Y2,/Yn)-

Niech @;(x), j=0,1,...,m, bedzie uktadem funkcji bazowych
podprzestrzeni X,,

Poszukujemy wielomianu uogdlnionego F(x), bedacego
najlepszym przyblizeniem $redniokwadratowym funkcji f(x)
na zbiorze X=(x;) czyli:

m
F) =Y ag(x)
i=0
Szukamy wspotczynnikow: a;

14
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lumJJJ Aproksymacja sredniokwadratowa

AGH
Kryterium: wyrazenie

[FOO - 100)= 2 wix) Fs) - 1(0)”
i=0 \

ma by¢ minimalne. waga

Oznaczenia:
H(ao,al,---,am):iw(x,-)[uxj)—iam(xj)}

H(ay,a,,...a,) = > W(X,)R,*
i—0

odchylenie

mmJJJ Aproksymacja sredniokwadratowa

AGH

Z warunku na ekstremum funkcji wielu zmiennych:

ﬁ=O, k=01,...,m
oa,

otrzymujemy uktad m+1 réwnan z m+1 niewiadomymi,
zwany uktadem normalnym

(%H=—2iw(x,—){f(x,—)—iaiq)i(x,-)}ok(x,-) -0

Uktad ten ma wyznacznik rézny od zera a jego
rozwigzanie daje minimum funkcji H

15
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Il

i Aproksymacja wielomianowa

Jako funkcje bazowe przyjmujemy cigg: jednomiandéw (xi),
i=0,1,....m

Ukfad normalny ma wtedy postac:

i{f(xj)—iaix}}x? -0 k=01L..m

j=0

Zmieniamy kolejno$¢ sumowania:

Zn: f(x;)x; =ia{ix‘f"j

MerL NUme VVKiag

Il

AGH
Przyjmujemy oznaczenia:

G=2%" =2t
j=0

Aproksymacja wielomianowa

m
ukfad normalny ma wtedy postac: Zaigik = O
i=0

Jezeli punkty Xg, Xq,....X, $Q ré6zne i m<n, to wyznacznik
uktadu normalnego jest rézny od zera i uktad ma
jednoznaczne rozwigzanie. Jezeli m=n, to wielomian
aproksymacyjny F(x) pokrywa sie z wielomianem
interpolacyjnym w tych punktach i H=0. W praktyce
stopien wielomianu powinien by¢ mniejszy od liczby
punktow (duza liczba informaciji, prostsze funkcje
aproksymacyjne)

16



AGH

Przyktad:

Dane sg wyniki pomiaréw (tabela). Poszukujemy zaleznosci

pomiedzy x i y w postaci:

ax+by=1

Znalez¢ ,najlepsze” wspotczynniki a i b:

lumJJJ Aproksymacja wielomianowa

X 1 3 4 6 8 9 11 |14
y 1 2 4 4 5 7 8 9
mmJJJ Aproksymacja za pomoca wielomianow
AGH ortogonalnych
Wady:
Z Qi = Py«
i=0

dla m duzego (m>6) uktad normalny jest zle uwarunkowany

Zadanie: Wygenerowac wartosci dla wielomianu

y =40+10x+5x* +3x% + 2x* + x° + x°

w przedziale x od 1 do 14 i aproksymowa¢ wyniki

wielomianem stopnia 6. Wyciggna¢ wnioski.

2011-03-30
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lumJJJ Aproksymacja za pomoca wielomianow

AGH ortogonalnych

Zastosowanie do aproksymacji wielomiandw ortogonalnych
usuwa jedng z podstawowych trudnosci obliczeniowych
pojawiajacych sie przy aproksymacji wielomianami
algebraicznymi- zte uwarunkowanie ukfadu normalnego.

Macierz uktadu normalnego jest macierzg diagonalng a
elementy potozone na przekatnej wynoszg:

i
2
qQ; = Z(Pj (%)
i=0
Do aproksymacji jednostajnej czesto stosuje sie szeregi
Czebyszewa 1 n
f(x)~ Ec0 + lechj (x)
J=

. 2 O 1.[ f ()T, (x;)dx
v

. =—0Cy +
: -1 \/:I.—X2

Numeryczne rozwigqzywanie
rownan nieliniowych z jedna niewiadoma

2011-03-30
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lumJJJ Rozwigzywanie rownan
NG nieliniowych z jedna niewiadoma

Nalezy znalez¢ pierwiastek réwnania f (X) =0
nieliniowego czyli rozwigza¢ réwnanie

Twierdzenie:

Jezeli funkcja f(x) jest okreslona i ciggta w danym przedziale
<a,b> i funkcja zmienia znak na koncach przedziatu

f(@f()<0 .

to w przedziale <a,b> znajduje sie
przynajmniej jeden pojedynczy
pierwiastek.

Przedziat <a,b>, w ktorym znajduje
sie pojedynczy pierwiastek réwnania
nosi nazwe przedziatu izolacji
pierwiastka.

MEeL NUME VVKiag 37

llImJJJ Rozwiazywanie réwnaf

ol nieliniowych z jedna niewiadoma

Jezeli funkcja zmienia znak na granicach przedziatu, to w tym
przedziale moze istnie¢ wiecej pierwiastkéw

f(a)f(b)<0

Met hNUume Vvkiagd

19



Ul oo S
w f(a)f(b)=0 "

AN

/ a b

A
I\

Jezeli funkcja nie zmienia znaku na granicach przedziatu, to w
tym przedziale moze istnie¢ pierwiastek lub nie

mmJJJ Metody numerycznego
rozwigzywania rownan

AGH nieliniowych z jedna niewiadoma

Metody:

epotowienia (réwnego podziatu lub bisekcji)
estycznych (Newtona)
eregula-falsi (fatszywej liniowosci)

emetoda siecznych

2011-03-30
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!"M Metoda bisekcji

Przedziat <a,b> dzielimy na potowy punktem: X, =——
2

Jezeli f(x;)=0, to x; jest szukanym pierwiastkiem rdéwnania.
Jezeli f(x;)#0 to z dwodch przedziatdbw <a,x;> i <xq,b>
wybieramy ten, na koncach ktérego funkcja f(x) ma rézne znaki,
tzn. spetniony jest jeden z warunkdw:

f(a) - f(x;) <0 lub f(x;) - f(b) <O

MerL NUme VVKiag

Il

AGH
Uzyskany przedziat <a,x;> Ilub <x;,b> _atx
ponownie dzielimy na potowy punktem: X, = 2
lub
b+
X, = al

Jezeli f(x,)=0, to x, jest szukanym pierwiastkiem rdéwnania.
Jezeli f(x,)#0 to wybieramy nowy przedziat i sprawdzamy znaki
funkcji na jego koncach. Proces ten powtarzamy tak dtugo, az
otrzymamy rozwigzanie doktadne Ilub zostanie osiggnieta
wymagana doktadnosé rozwigzania.

Met hNUume Vvkiagd

2011-03-30
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AGH

W wyniku takiego postepowania po pewnej liczbie krokéw albo
otrzymamy pierwiastek doktadny f(x,)=0, albo ciag przedziatow

takich, ze:
f(x)f(x,)<0
gdzie x; oraz x;,; sq odpowiednio poczatkiem i kohcem i-tego
przedziatu, a jego diugos¢:
b-—a

‘Xi - Xi+1‘ = T

Poniewaz lewe konce ciggu przedziatow tworzg cigag niemalejacy i

ograniczony z goéry, a prawe konce cigg nierosnacy i ograniczony
z dotu wiec istnieje ich wspdlna granica.

MerL NUme VVKiag

@“JJ! Algorytm dla metody bisekcji

W kazdym kroku obliczamy wzgledny btad przyblizenia

i i-1

el == 100

Xm
gdzie:
Xrin_1 jest pierwiastkiem znalezionym w poprzednim kroku
X:n jest pierwiastkiem znalezionym w danym kroku

2011-03-30
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lelll]l!! Algorytm dla metody bisekcji

Poréwnanie btedu aproksymagji |€a| z definiowang
wczesniej tolerancjq €

nowy podziat ‘

Tak

Czy |e,|>e, ?

m stop ‘

Powinno sie sprawdzi¢ czy liczba iteracji nie przekracza
zadanej wczesniej maksymalnej liczby iteracji. Jesli
przekracza, to program powinien sie zatrzymac.

MerL NUme VVKiag

LL”]]J!J{ Przykiad metody bisekcji

Plywajaca kula

Z praw fizyki wynika, ze
kula bedzie zanurzona do
gtebokosci x takiej, ze

0<x<2R | |
0<x<2€.055_ I

0<x<0.11 -

x° —0.165x” +3.993x10™* =0

23
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lelll]l!! Przykiad metody bisekcji

Zadanie:

a) Zastosowac metode bisekcji (potowienia) aby znalez¢
gtebokos¢ x, do ktorej kula jest zanurzona w wodzie.
Przeprowadzi¢ 3 iteracje aby oszacowac pierwiastek rownania

x> —0.165x% +3.993x10™* =0

b) Znalez¢ wzgledny btad przyblizenia po zakonczeniu kazdej
iteracji i liczbe cyfr znaczacych poprawnych w odpowiedzi

47

mmJJJ Przykiad metody bisekcji

Rozwiazanie

Entered funcfion on given interval

Aby zrozumieé problem 7
funkcja f(x) jest pokazana na 0.0003
rysunku LA

f € =x*—0165x*+3993x10™*

o002 0 002 004

-0.0001

-0.0002

-0.0003

Function

Met hNUume Vvkiagd
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lumJJJ Przykiad metody bisekcji
AGH
Zaktadamy X, =0.00
X, =0.11

Sprawdzamy znak funkcji w x, i x,,

f =fQ=0>-0.165Q > +3.993x10"* =3.993x10™*

—~

f € =f@Q.11 =€.11°-0.165Q.11 2 +3.993x10™* = -2.662x107*

stad  f g J€ =0T Q11 €993x10* §2.662x10% X0

Istnieje przynajmniej jeden pierwiastek rownania pomiedzy x, i X,, §.
pomiedzy 0i 0.11

Vi N 1" \
mmJJJ Przyktad metody bisekcji
AGH
Entered function on given interval with upper and lower guesses
Dyud'
0.0003
¥ 0000z
0.0001
a2 002 004 00K 006 01 012
-0.0001 b
-0.0002
-0.00034
= Function
e |, Lowver guess
¥y, Upper guess
Vig 1\ ni= A rele

25



lumJJJ Przykiad metody bisekcji
AGH
Iteracja 1

XX 0+0.11

Nowy pierwiastek

m

2

=0.055

f €, = f €.055 = ©.055 >—0.165€.055 > +3.993x10* = 6.655x10°

—~

€ J €&, =10 .05 = €.993x10" §.655x10° >0

Stad pierwiastek lezy pomiedzy x,,i x,, czyli pomiedzy 0.055 i 0.11. Dlatego

nowe granice przedziatu sa:

x, =0.055, x, =0.11

W tym momencie, wzgledny btad przyblizenia nie moze by¢ obliczony, bo to

jest to pierwszy krok

&l
mmJJJ Przykiad metody bisekcji
AGH

Entered function on given interval with upper and lower
guesses and estimated root

0.0
0.0003
Y 00002

0.0001

™\

anz ¥
-0.0001

-0.0002

-0.0003

Po pierwszej iteracji

Met hNUume Vvkiagd

002 0.04

DB\, D08 01 042
¥

Function

#l, Lower guess
U, Upperguess
wr, Estirnafed root

2011-03-30
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mmJJJ Przyktad metody bisekcji

AGH
Iteracja 2

Nowy pierwiastek m

X, +x, 0.055+0.11
X = =

=0.0825

2

f &, = f 0.0825 = ©.0825 >—0.165€.0825 > +3.993x10™* = -1.622x10*

—

f & J €, = fQF Q.05 = €.655x10° §1.622x10™* <0

Stad nowy pierwiastek lezy pomiedzy x,i X, tj. pomiedzy 0.055 i 0.0825.

Gorna i dolna granica pierwiastka:

x, =0.055, x, =0.0825

mmJJJ Przykiad metody bisekcji

Entered function on given intereal with upper and lower
guesses and estimated root

0.o

0.0003 9

0.0002 5

0.0001 9

AN

-0.02
-0.0001 7

-0.0002 7

-0.0003 5

Po drugiej iteracji

Met hNUume Vvkiagd

002 00d

0A, 01
X

E 0 02

-

Function

ul, Lower guess
xuU, Upper'guess
xr, Estimated root

2011-03-30
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Il

AGH

Btad wzgledny przyblizenia po drugiej iteracji wynosi

Zadna z cyfr znaczacych nie jest poprawna w wyniku x,, = 0.0825 gdyz

Przyktad metody bisekcji

i i-1
m ~ Xm

i
X

_|0.0825-0.055 <100
0.0825

33.333%

X «100

|€a| =

bfad wzgledny jest wigekszy od 5%.

MerL NUme A

Il

AGH
Iteracja 3

Nowy pierwiastek

f &, = f €.06875 = Q.06875 > —0.165€.06875 > +3.993x10* = -5.563x10™°

|e, [<0.5x10%™

Przyktad metody bisekcji

w XetX 0.055+0.0825

" 2 2

=0.06875

f & 3 €, = f0.055F €.06875 = €.655x10° §5563x10° %0

Stad pierwiastek lezy pomigdzy X, i x.,, tj. pomigdzy 0.055 i 0.06875. Stad

granice wynoszg:

X, =0.055, x, =0.06875

2011-03-30
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@“JJ! Przyktad metody bisekcji

Entered function on given interval with upper and lower
guesses and estimated root

0.00
0.0003 7
0.0002 7

0.0001 7

02 ooe 004 godlooe o 0z
-0.0001 "

-0.0002 7

-0.0003

= Function

== ul, Lower guess
xu, Upper'guess

m— 1, Estimated root

Po trzeciej iteracji

@“JJ! Przykiad metody bisekcji

Btad wzgledny przyblizenia po trzeciej iteracji wynosi

Xn =X 100

|€al=

m

_[0.06875 -0.0825
| 0.06875

= 20%

x100

Zadna z cyfr znaczacych nie jest poprawna w wyniku x,, = 0.06875 gdyz
bfad wzgledny jest wiekszy od 5%.

2011-03-30
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AGH

Me

Przyktad metody bisekcji

Analiza btedu i cyfr znaczacych

Iteracja X, Xu Xm |eal % f(Xm)
1 0.00000 0.11 0.055 | ---------- 6.655x10°
2 0.055 0.11 0.0825 33.33 -1.622x10"*
3 0.055 0.0825 | 0.06875 20.00 ~5.563x10°
4 0.055 | 0.06875 | 0.06188 11.11 4.484x10°°
5 0.06188 | 0.06875 | 0.06531 5.263 -2.593x10°°
6 0.06188 | 0.06531 | 0.06359 2.702 -1.0804x10°
7 0.06188 | 0.06359 | 0.06273 1.370 -3.176x10°°
8 0.06188 | 0.06273 | 0.0623 0.6897 6.497x10°"
9 0.0623 | 0.06273 | 0.06252 | 0.3436 -1.265x10°
10 0.0623 | 0.06252 | 0.06241 | 0.1721 | —3.0768x10’

I

Me

Liczba poprawnych cyfr znaczacych m w wyniku wynosi:

log@.3442 X2-m

tak wiec

Przyktad metody bisekcji

l€.]<0.5x10*™"
0.1721<0.5%x10*™"

0.3442 <10*™

m<2-logQ.3442 *=2.463

m=2

Liczba poprawnych cyfr znaczacych w wyniku 0.06241 po 10-tej

iteracji wynosi 2.

2011-03-30
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NG Zalety bisekcji

e metoda jest zawsze zbiezna

e przedziat, w ktérym znajduje sie pierwiastek
jest zawsze potowiony

Wady bisekcji
e metoda jest wolnozbiezna

e jezeli pierwiastek odgadniety jest bliski
rzeczywistemu to szybkos¢ maleje

@“JJ! Wady metody bisekcji

e Jezeli funkcja f(x) jest taka, ze dotyka osi OX to
nie mozna znalez¢ pierwiastka metoda bisekcji

J

f € =x*

2011-03-30
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@M Wady metody bisekcji

Funkcja zmienia znak ale nie ma pierwiastka

f)

_

f &

\,/

X< | =

AGH
regula - linia; falsus- fatszywy
Metoda zwana jest metodq fatszywego zatozenia
liniowosci funkcji
Zatozenia:

ew przedziale <a,b> réwnanie f(x)=0 ma doktadnie
jeden pierwiastek

ejest to pierwiastek pojedynczy
of(a)f(b)<0
of(x) jest na przedziale <a,b> funkcjg klasy C2

edf/dx i d2f/dx2 majq staty znak w tym przedziale

potrzebne do ustalenia btedu i statego punktu iteracji
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AGH

¥ fla
flb) =0
16y >0

) <0

Me

Il

AGH

Przez punkty A(a, f(a)) i B(b,
prowadzimy

Rozwazmy przypadek:

f(b))

(sieczng) o réwnaniu:

y-f(a)=

f"f>0

Metoda ta ma punkt staty,
jest nim punkt, w ktérym
spetniony jest warunek:

%;(a) (x—a) Fity)

cieciwe

Metoda regula-falsi

Przy takich zatozeniach
mozliwe sg jedynie
nastepujace przypadki:

@s0 Y je<o
fipy <o fb)y>0
)< ey <0

| ) )
0| m=a ENE) bz 0] a To/ ) =4

Metoda regula-falsi

0

fla)

Punkt x;, w ktérym cieciwa przecina 0o$ OX jest pierwszym
przyblizeniem szukanego pierwiastka.

(@ o a

—q-—"7
f(b)—f(a)

Met. I\

2011-03-30
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lllm]JJ Metoda regula-falsi

AGH
Jezeli f(x4)=0, to x, jest szukanym pierwiastkiem.

Jezeli otrzymane w ten sposob
przyblizenie jest za mato dokiadne, to i
przez punkty C = (xy, f(x;)) oraz przez ten
z punktow A i B, ktdrego rzedna ma znak
przeciwny niz f(x;) prowadzimy nastepng
cieciwe. Punkt x,, w ktérym cieciwa
przetnie 0$ OX jest kolejnym
przyblizeniem. Proces iteracyjny ru
konczymy, gdy uzyskamy rozwigzanie z fl)
zadang doktadnoscia. Tworzymy ciag:
X1,X5,.--Xp

X, =0 xk+1=xk—$x;)(xk)(b—xk) k=12,..,n
mmJJJ Metoda regula-falsi
AGH

Mozna wykaza¢, ze przy przyjetych zatozeniach ciag x;, X5,
...X, jest rosnacy i ograniczony a wiec zbiezny. Jego granicg
jest szukany pierwiastek a czyli f(a)=0

Btad n-tego przyblizenia mozna oceni¢ na podstawie:
f(x,)—fla)=1'(c)(x,—)

gdzie c jest zawarte w przedziale od x, do a

¥, —af <700
m
M= nf, |70
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lumJJJ Metoda regula-falsi

AGH

Przyktad: Znalez¢ dodatni pierwiastek rownania:
f(x)=x*+x*-3x-3

w przedziale (1,2) i oceni¢ btad przyblizenia.

Sprawdzamy zatozenia:

f'(x)=3x*+2x -3 fr(x)=6x +2
£()>0 i f"(x)>0dlax>1

f)=—4 f(2)=3

AGH

Réwnanie cieciwy przechodzacej przez punkty A(1,4) i B(2,3)

3+4
+4="(x-1
y A

Aby y=0, x,=1,57142

Znajdujemy f(x;)=-1.36449. Poniewaz f(x;)<0, to cieciwe
prowadzimy przez punkty B(2,3) i C(1,57142,-1,36449)

W drugim przyblizeniu x,=1,70540

Ocena btedu przyblizenia w przyktadzie:

m=_inf |f'(x)|

xe<a,b>

2011-03-30
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lumJJJ Metoda regula-falsi

AGH

Ocena btedu przyblizenia w przyktadzie:
m=_inf |f'(x)|

xe<a,b>

m=inf
xe<,2>

3x2+2x—3{:2

f(x,)=-0,24784
’ X, —a] < % <0124

Poniewaz ciag przyblizen jest rosnacy, wiec

1,70540 < o <1,8294
TR 71
mmJJJ Metoda regula-falsi a metoda
AGH siecznych

Wada metody jest jej stosunkowo powolna zbieznosé¢.

Metode regula-falsi mozna znacznie ulepszy¢ tzn. poprawic jej
zbieznos¢, jezeli zrezygnujemy z Zzadania, aby funkcja f(x)
miata w punktach wytyczajacych nastepng cieciwe rézne znaki
(z wyjatkiem pierwszej iteracji).
{e)

Jest to metoda siecznych
Fe)

Met hNUume Vvkiagd 72
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il

AGH

W celu obliczenia przyblizenia x;,; korzystamy z dwdch
wczesniej wyznaczonych punktow: x; i x;; . Wzdr okreslajacy
ciag przyblizen jest nastepujacy:

X =X — f(Xi)(Xi — Xi—l)
)= (%)

Wadg metody siecznych jest to, ze moze nie by¢ zbiezna do
pierwiastka (np. gdy poczatkowe przyblizenia nie leza dos¢
blisko pierwiastka). Dodatkowo ciag przyblizen powinien by¢
malejacy (jezeli odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi przyblizeniami
jest tego samego rzedu co oszacowanie btedu, jakim jest
obarczona, to nastepne przyblizenie moze by¢ catkowicie
btedne).

mmJJJ Metoda stycznych - metoda
NGH Newtona-Raphsona

y fla) <0 v f@)>0
Zaktadamy, ze f(x) ma f®)>0 fB) <o
rézne znaki na koncach r'®>o0 Fa)=9

przedziatu <a,b> oraz
f'(x) i f"(x) majq staty

Ts -
L . ‘ ‘. ©
Znak. 0 u/ T2 1 z9=b O|lzg=0a zz\> T

Jako pierwsze przyblizenie
pierwiastka przyjmujemy

0 a = BEXIREE = b = ten koniec przedziatu,

w ktorym funkcja fi jej
druga pochodna maja

fﬁ“;” ;EZ)RS ten sam znak, tzn.
fb) <0 > ] P
£1(8) <0 "(a) <0 gdy fixg)-f"(x) =20,

gdzie xo=a lub x, = b.

Met.Numer. Wykiad 74
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mmlJJ Metoda stycznych - metoda
NG Newtona-Raphsona
Z wybranego konca prowadzimy Y fla) <0
styczng do wykresu funkcji F(b).>0
y = f(x). Punkt x,;, bedacy punktem £1(0) > 0
przeciecia stycznej z osig OX jest
kolejnym przyblizeniem pierwiastka.
Jezeli otrzymane w ten sposéb
przyblizenie jest za mato dokfadne, e -

to z punktu o wspétrzednych (x4, o . “ ¢ -t
f(x,)) prowadzimy nastepna styczna. v / 2 =L e
Punkt x,, w ktérym styczna przecina

sie z osig OX jest kolejnym y— f(b)= f'(b)(x—b)
przyblizeniem. Proces iteracyjny

konczymy, gdy uzyskamy f ()\
rozwigzanie z zadang doktadnoscia. X, = b- f’6<

—

mmJJJ Metoda stycznych - metoda
NGH Newtona-Raphsona
Wzdér okreslajacy kolejne
przyblizenia szukanego e
rozwigzania:

oy &

i+1 1 f (((I ) o

Jest to zbiezny cigag przyblizen
malejacy (X,+1 < X,) lub
rosnacy (X,.1> X,)

i ograniczony z dotu lub z géry.

Btad n-tego przyblizenia mozna oceni¢ podobnie jak w
metodzie regula-falsi:
f(x,)

(%)

Met hNUume Vvkiagd 76

‘Xn+1 - CX‘ ~
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lumlJJ Metoda stycznych - metoda
AGH Newtona-Raphsona

Znanym przyktadem zastosowania metody stycznych jest
algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego.

Pierwiastek kwadratowy z liczby dodatniej c jest dodatnim
pierwiastkiem réwnania:

x*-c=0
Obliczenia: f (X) —x’_¢ f'(X) —2x
fg X2 —cC
Stosujac metode stycznych: Xpg =X, —,L“i: G =
f <(n/ 2Xn
Otrzymujemy: 1 c
Xog=—| X, +—
n+1 2( n Xn J
Vie 1\ ni= A K1gd () 77

@“‘]J!Jl Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Metoda ta opiera sie na pojeciu odwzorowania zwezajgcego.

Definicja:
Odwzorowanie ¢(x) w przestrzeni metrycznej (X,p) w
siebie:

p:X—>X

nazywamy odwzorowaniem zawezajacym, gdy istnieje
taka liczba L, O<L<1, ze:

p(p(x), p(y)) < Lo(X,y)

dla dowolnych x,yeX

Met. Numer. Wvykiad 78
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mmlJJ Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
AGH
Twierdzenie Banacha:

Niech ¢ bedzie odwzorowaniem zwezajagcym przestrzeni
metrycznej zupetnej (X,p) w siebie. Wtedy istnieje jeden i
tylko jeden punkt x« € X taki, ze ¢(x«)=Xx

Ponadto, jezeli x, jest dowolnym punktem przestrzeni oraz:

X.q=@(X,), n=012,...

to limx, =X
n—ow n
i zachodzi nieréwnos¢  p(X.,X.) < L (X, %), n=12,...
Twierdzenie Banacha podaje metode przyblizonego
rozwigzywania réwnania postaci:  y = gD(X)
za pomoca ciggu  Xni1 = o(%,), n=012,..
ul= 1\ e A Kid(l 79

mmJJJ Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
AGH

Twierdzenie: Niech funkcja @(x) bedzie okreslona i
rozniczkowalna w przedziale domknietym [a,b] i niech jej
wartosci nalezg do tego przedziatu. Jesli istnieje utamek witasciwy

taki, ze: '
q pel<a<t xefa
to proces iteracyjny Xhi1 = @(X,)
jest zbiezny niezaleznie od przyblizenia poczatkowego X €[a,b]

zas wartos¢ graniczna lim Xy = X
n—o

jest jedynym pierwiastkiem réwnania X = @(X)
w przedziale domknietym [a,b]

40



@“JJJ! Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)

Dane jest réwnanie f(x)=0 gdzie f(x) jest funkcja ciagta.
Nalezy wyznaczy¢ pierwiastki rzeczywiste tego rownania.

Réwnanie to sprowadzamy do réwnania rownowaznego:

X = p(X)

Graficzna interpretacja oparta jest na wykresach funkgcji:

y=x y=¢(X)

Metoda iteracji jest zbiezna gdy

‘@'(X)‘ <1

MerL NUme A

@“JJ! Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)

Przypadki gdy metoda jest zbiezna:

41 P} =0 E ¢'(z) <0
l¢'(z)] <1 y = ¢(z) lo'(z)] < 1
y = (z) 1
y==zx
y=x
|
' L
| | | {E5]
[e==fEeic] | | == 1
] (R | [ [
gt L TRl ) ! e
0 T e sy Tow 0 L1 Tw T2 To T

2011-03-30
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!I“ij Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)

Przypadki gdy metoda jest rozbiezna:

Y Y
¥'(z) >0 ¢'(z) <0
l¢'(z)] > 1 l¢'(z) > 1
=p(z
gz ) p— y = ¢(z)
A \
| y=z
|
|
|
| | |
| | | |
| | [ |
| | 1 |
Y ! l y o [ | d
0 Ty To ) zo x 0 T3T1 Ts To T2 T

MerL NUme VVKiag

@“‘]!J! Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Zadanie domowe:

Znalez¢ pierwiastek rownania: x2—x—-45=0

w przedziale [1,2] metodg iteracji

Réwnanie f(x)=0 mozna sprowadzi¢ do réwnania réwnowaznego

x=@(X) W rézny sposob:
X+4.5
X =

a) x=x"—-4.5 c -
) X e) x=3%x+45

4.5
b X = _ X+45
) x* +1 d) =

Sprawdzi¢, ktéry sposdb zapewnia zbiezno$¢ metody

Met hNUume Vvkiagd

2011-03-30
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@“J]J! Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Zadanie domowe:
Znalez¢ pierwiastek rownania: x3 —-X=-45=0
w przedziale [1,2] metodaq iteracji

Réwnanie f(x)=0 mozna sprowadzi¢ do réwnania réwnowaznego
x=@(x) w rézny sposob:

X+4.5
a) x=x"-4.5 c) x=
45 ) X’ e) x=3x+45

) x* +1 d) =" x

Sprawdzi¢, ktéry sposob zapewnia zbiezno$¢ metody

Mer NUme A

mmJJJ Poszukiwanie wielokrotnych pierwiastkow
AGH réwnania

Definicja:

Liczbe o nazywamy r-krotnym (r=2) pierwiastkiem réwnania
f(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy jest (r-1)-krotnym pierwiastkiem

rownania:
f'(x)=0

Jezeli o jest pierwiastkiem o parzystej krotnosci, to metoda
bisekcji traci sens, ale dla krotnosci nieparzystej (r = 3, gdy
f(a)f(b)<0 pozostaje stuszna. Podobnie jest dla metody regula
falsi i metody siecznych.

Metoda Newtona pozwala na znalezienie pierwiastka zaréwno o
nieparzystej jak i parzystej krotnosci lecz obniza sie jej rzad.
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lllmlJJ Poszukiwanie wielokrotnych pierwiastkow
AGH réwnania

Modyfikacje utrzymujace rzad i przyspieszajgce zbieznos¢ metod:

iast X . =X f ((”:

zamias =X, — <

n+1 n f (((n )

_ f &, _

przyimujemy  Xpq =X, —T g

znana a priori krotnos¢ pierwiastka

Na ogot krotnosc pierwiastka nie jest znana
wprowadza sie funkcje u(x):

. Zamiast funkcji f(x)

mmJJJ Poszukiwanie wielokrotnych pierwiastkow
AGH réwnania

Réwnanie u(x)=0 ma identyczne pierwiastki jak rownanie
f(x)=0 ale wszystkie sg pojedyncze

Zmodyfikowana metoda Newtona wykorzystuje wzor:
~
_u&,

" U,

X.1 =X

n+1

gdzie:

RN
u (Xn)_l f,((nj'l(xn)

Zadanie domowe. Znalez¢ pierwiastek rdwnania:

-

X' —4x® —5x? —4x+4=0

korzystajac z tych trzech metod i poréwnac¢ ich zbieznosc
(przyjac xo=3)

88

2011-03-30

44



lumlJJ Efektywnos¢ metod przyblizonego

i obliczania pierwiastkow

Kazdej metodzie przyblizonej mozna przyporzadkowac liczbe p
(najwiekszgq mozliwg dla danej metody) - zwana wykfadnikiem
zbieznosci danej metody.

Metoda jest rzedu p, jezeli istnieje stata K taka, ze dla dwédch
kolejnych przyblizen x, i x,,; zachodzi nieréwnos¢:

X = X < Kx, —X|"

Mozna porownywac rzedy metod okreslajace szybkos¢
ich zbieznosci.

Efektywnos¢ metody okresla zakres obliczen koniecznych do
otrzymania pierwiastka z zadang doktadnoscia.

mmJJJ Efektywnos¢ metod przyblizonego

ol obliczania pierwiastkow

Miarg jakosci metody w poblizu doktadnego pierwiastka moze by¢
wskaznik efektywnosci:

1
E = p*
gdzie p jest rzedem metody, k - kosztem jednej iteracji

Koszt jednej iteracji zalezy przede wszystkim od tego, ile razy w
kazdym kroku nalezy oblicza¢ wartos$¢ funkcji f(x) i pochodnej.

2011-03-30
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lumlJJ Efektywnos¢ metod przyblizonego
XGH obliczania pierwiastkow
Metoda Rzad p Wskaznik
efektywnosci
E
Bisekcji 1 1
Regula falsi 1 1
Siecznych 1.62 1.62
Newtona 2 .
(poj.pierw.) 2L/(A+k)
pierw.wielokr 1

zaktadamy, ze koszt obliczenia f(x) k=1; k-koszt obliczenia f'(x)

MerL NUme A

mmJJJ Poszukiwanie miniméw funkcji jednej
AGH zmiennej

Zadanie znajdowania minimum funkcji f(x) mozna sprowadzi¢ do
rozwigzania réwnania f'(x)=0

Wyznaczenie pochodnej funkcji moze byc¢ zbyt trudne lub funkcja
moze nie by¢ rézniczkowalna.

Jezeli funkcja f jest dostatecznie regularna i mozna jgq lokalnie
przyblizy¢ wielomianami niskiego rzedu to mozna zastosowac
metody aproksymacyjne.

Jezeli witasnosci funkcji nie sg znane to bezpieczniejsze sg
metody podziatu.
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AGH

Zatozenia: f(x) ma minimum w punkcie o nalezgcym do przedziatu

[a,b], f(x) jest malejaca w przedziale [a, a] i rosngca w [o,b] czyli
jest unimodalna.

Lemat: Aby zlokalizowac¢ punkt a w przedziale [a’,b’] o mniejszej

dtugosci niz przedziat [a,b], wystarczy obliczy¢ wartos¢ funkcji w
dwu punktach wewnatrz przedziatu [a,b].

a<t;<t,<b
Jezeli f(t;)<f(t,), to

o e i,tz: /_

Jezeli f(t,)>f(t;), to &€ Ilb at,

t, b

mmJJJ Metody podziatu

AGH

Metoda podziatu na 3 rowne czesci
Przyjmujemy punkty podziatu przedziatu [a,b]:

) _2a41 t;=Ea+gb
3 3 3 3

W kazdej iteracji nastepuje zmniejszenie przedziatu 3/2 razy

Po I iteracjach uzyskujemy przedziat o dtugosci:
|
b—a= (g 6(0) _ a(O)
3 -

Wartos$¢ funkcji obliczono 2I razy

a7



mm]ﬂ Metody podziatu

AGH

Metoda potowienia

Przyjmujemy punkty podziatu na cztery czesci przedziatu [a,b]:

tt=—a+=b = Zat+- i_ta42
1 =284 t) 5@ 2b t,="a+-b

W kazdej iteracji nastepuje zmniejszenie przedziatu 2 razy

Po I iteracjach uzyskujemy przedziat o dtugosci:

I ~
b_a:(lj €O _a©
2

-

Wartos$¢ funkcji obliczono 2I+1 razy

Jest to metoda bardziej ekonomiczna

MerL NUme VVKiag

mmJJJ Metoda optymalnych podziatow
AGH
Metoda Johnsona

Najmniejszej liczby obliczen funkcji wymaga metoda korzystajaca z
ciggu liczb Fibonacciego.

F=F =1
Fo 1 o1
Fy 1 F=F,+F,
F> 2 Opis algorytmu:
F3 3 Definiujemy pozadana dokfadno$¢ p
Fq 5 wyznaczenia pofozenia minimum a., tzn.
Fs 8 chcemy uzyskac taki punkt t, aby
Fo |13

aelt—p,t+

a1 [t—p,t+ 0]

2011-03-30
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lumJJJ Metoda optymalnych podziatow
AGH
Opis algorytmu w metodzie Johnsona:
1.Niech: . _ b@ —a®
P
2. Znajdujemy takie N, aby FN—l <Cc< FN
. F.
3. Okredlamy: t =——"+(b—a)+a
FN—i+1
. E .
t,=—""(b-a)+a
I:N—i+1

llImJJJ Metoda optymalnych podziatéw

Opis algorytmu w metodzie Johnsona:

4. W kazdej iteracji obliczamy nowe punkty a,b w
nastepujacy sposdb:

Jezeli: f(t,")<f(t,), to a pozostaje bez zmian, b=t,
Jezeli: f(t,")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t;

Po i-tej iteracji dtugos$¢ przedziatu [a,b] zostaje zmniejszona

F
_N-1 razy
N-i+1

bez wzgledu na to, ktéra nieréwnos¢ jest spetniona
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lumJJJ Metoda optymalnych podziatow
AGH
Opis algorytmu w metodzie Johnsona:

Po (N-2) iteracjach dtugos$c¢ przedziatu zostaje zmniejszona do
wartosci

Fua ) Fuo ...i(b(o) _a(O)) — z.M <2p
FN FN—l Fs FN

(b—a)=

Wykonano tacznie N-1 obliczen wartosci funkcji

@]]]J!Jl Metoda optymalnych podziatéw

Przykiad:

Znalez¢ minimum funkcji f(x)=|x| zlokalizowane na przedziale
[-4,4]. Pozadana dokfadnos¢ p=1.

(a) Metoda potowienia tll :%(_4)4_%4:_2

1 1
ty==(-4)+=4=0
2 2( ) >

1 3
ti==(-4)+=4=2
3 4( ) 2

Sprawdzamy: f(-2)>f(0) i f(2)>f(0); mozemy zawezi¢ przedziat
do: [-2,2]

2011-03-30
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!"M Metoda optymalnych podziatéw

Przyktad:
Dokonujemy nowego podziatu na 4 rowne czesci
3 1
t?=>(-2)+>2=-1
) 4( ) 2

1 1
tP ==(-2)+=2=0
2 2( ) 2

1 3
t? == (-2)+22=1
3 4( ) 1

Sprawdzamy: f(-1)>f(0) i f(1)>f(0); mozemy zawezi¢ przedziat
do: [-1,1] ale wtedy t=0; f(t)=0

Wykonano fgcznie 5 obliczen wartosci funkcji

MerL NUme VVKiag

@]]]J!Jl Metoda optymalnych podziatéw

Przykiad:

Znalez¢ minimum funkcji f(x)=|x| zlokalizowane na przedziale
[-4,4]. Pozadana dokfadnos¢ p=1.

(b) Metoda Johnsona . _ b® —a® _4A-(4 _
Yo 1
F.,<c<F,=>F,=5<c=8<F =8

8

zatem N=5
t = Pt gy o = s (4 () 4 (-4) = 2g-4 =1
N-i+1 F5—l+l 8
t{ =i(b—a)+a=i(4—(—4))+(—4) _2g_4-1
N—i+l 5141 8

2011-03-30
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umJJJ Metoda optymalnych podziatow
GH

tY=-1tP =1
Szukamy nowych granic przedziatu a,b
Jezeli: f(t,")<f(t,), to a pozostaje bez zmian, b=t,
ale f(-1)=f(1), czyli a=-4 b=1

Obliczamy nowe punkty podziatu:

t? = Py N (p— a)+a—@(1 (—4) + (- 4)_—5 4=-2

N—i+l 5-2+1
tEZ):—FN—i (b-a)+a= Foz A-(-4)+ (= 4)_—5 4=-1
N—-i+1 5-2+1

MerL NUme VVKiag

@]]]J!Jl Metoda optymalnych podziatéw

(2) -2 t(Z) =1

Szukamy nowych granic przedziatu a,b

Jezeli: f(t,")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t;{
ale f(-2)>f(-1), czyli a=-2 b=1

Obliczamy nowe punkty podziatu:

t© = P (g g) 1 a= Fesa 1 (2)) 4 (- 2)_—3 2=-1

N—i+1 5-3+1

t§3)=i(b—a)+a— 58 (1-(-2))+ (2)_—3 2=0

N—i+1 5-3+1
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!"M Metoda optymalnych podziatéw

Szukamy nowych granic przedziatu a,b

Jezeli: f(t,")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t,®

ale f(-1)>f(0), czyli a=-1 b=1
[a,b]=[-11]=1t=0
f(t)=0

Wykonano tgcznie 4 obliczenia wartosci funkcji

@]]]J! Metoda optymalnych podziatéw

Metoda zlotego podziatu

Polega na takim wyborze punktéw podziatu t,() i t,(), aby

e przedziat [a,b] zmniejszat swa diugos¢ po kazdej iteracji tyle samo
razy

*po wyznaczeniu punktéw nowego podziatu, tzn. t;(+1 i t,(+1), jeden
z tych punktéw pokrywat sie z wyznaczonym punktem podziatu w
poprzedniej iteracji.

Ma to na celu zmniejszenie liczby obliczen wartosci funkcji, gdyz
jedynie w pierwszej iteracji obliczamy dwie wartosci funkcji, w
nastepnych za$s juz tylko jedng wartos¢ funkcji.

Te ceche miat omowiony poprzednio algorytm optymalny
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!"M Metoda optymalnych podziatéw

Metoda ztotego podziatu
Wymagania te spetnia algorytm, w ktorym:
tV —a=b-t" =zr(b-a), (0]
b-t{ =r(b-t?)
Stad: ’+7-1=0

T= ng_l ~ 0,62

czyli:

Liczba © jest stosunkiem bokow prostokata nazywanego
przez starozytnych Grekow ,ztotym”

Met.Numer, Wykiad 107

@“JJ!J. Metoda optymalnych podziatéw

Metoda zlotego podziatu

Punkty podziatu obliczamy ze wzoru:

tY =a+(1-r)(b-a)

t® =p—(1-7)(b-a)

Przyjeto mnoznik:

1-7

aby zmniejszy¢ btedy =zaokraglen przy wyznaczaniu
kolejnych punktéw podziatu
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mmlJJ Metoda optymalnych podziatow
AGH Metoda zlotego podziatu

Nowe punkty a,b powstajg w nastepujacy sposéb:
Jezeli: f(t,")<f(t,)), to a pozostaje bez zmian, b=t,®
(i+1) _ +(i)
t2|+ _tll
t' =a+(@1-r)(b—a)
Jezeli: f(t;")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t;®
(i+1) _ +()
L =0
ti =b—(1-7)(b-a), i=123,...
Aby wyznaczy¢ t metodg ztotego podziatu z doktadnoscig nie

gorszg niz metodq Johnsona, potrzeba co najwyzej jednego
dodatkowego obliczenia wartosci funkcji.

Mer NUme VVKiag
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