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gl Pojecie zmiennej losowe]j

Zmienna losowa jest to funkcja X, ktora przypisuje liczbe
rzeczywista x danemu wynikowi eksperymentu losowego.

Q={e,e,..}
X:Q—>R
X(e)=x, R

Przyktady:

1) Rzut monetq: zdarzeniu ‘orzet’ przypisujemy 1; zdarzeniu reszka
przypisujemy O.

2) Analog. losowanie wyrobow: zdarzeniu ‘brak’ (wadliwy) - 0,
dobry - 1

3) Rzut kostkg wyrzucenie ‘1" -1, ‘2" - 2 itd...

4) Odcinek [a, b] na osi liczbowej — wybor punktu o wspoétrzednej *x’
przypisujemy np. wartosc¢ x ; wartosc sin?(3x+17) itp....
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“]JJ Zmienna losowa

AGH

dyskretna ciagta
Gdy wartoéci zmiennej losowej X Gdy wartosci zmiennej
sq izolowanymi punktami na osi losowe] _stanowna _
liczbowej (obejmuja skonczony wszystkie punkty odcinka
przedziat wartosci) (obejmujq przedziat

liczb rzeczywistych)
« Rzut monetg

 Btedy przy transmisji - Natezenie prqdu w
- Wadliwe uktady z linii produkcyjnej. przewodniku
« Ilos¢ potaczen przychodzacych w « Temperatura

ciqgu 5 minut « CiSnienie
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M]JJ Ilosciowy opis zmiennych losowych

AGH

 Rozktad zmiennej losowej lub rozktad
prawdopodobienstwa (tylko dla zmiennych
dyskretnych)

« Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (tylko dla
zmiennych ciggtych)

 Dystrybuanta (funkcja rozktadu dla zmiennych
dyskretnych i ciqgtych)

« Wielkosci charakteryzujace (wartosc¢ oczekiwana,
wariancja, kwantyle, itp.)
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MMJ Rozkitad zmiennej losowe]

AGH

Rozkiadem zmiennej losowej (rozktadem
prawdopodobienstwa dla zmiennych dyskretnych) nazywamy
zbior par (x;, p,) gdzie x; jest wartoscig zmiennej losowej X a
p; jest prawdopodobienstwem, ze zmienna losowa X
przyjmuje wartosc x

Przykiad 3.1

Rozktad prawdopodobienstwa dla jednokrotnego rzutu moneta.

Zdarzeniu polegajgcemu na wyrzuceniu orta przypisujemy x,;=1;
zdarzeniu polegajgcemu na wyrzuceniu reszki x,=0. Zatem:

%=1 p(X =D =p(x) =
v, =0 p(X =0)=pl) =
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MJJJ Rozkiad zmiennej losowe]

AGH

Przyktad 3.1 cd

Rozktad prawdopodobienstwa dla jednokrotnego rzutu moneta jest

nastepujgcym zbiorem par:
1,0

{(1 l) (O l)} 2:: | % prawdopodob. zdarzenia
2 b b ©7]
2 2 0,7]
0,61

g 051 %k *
0,41
0,3
0,2
0,11

0,04 , . | | |

0,0 0,5 1,0

X

Zmienna losowa jest w tym przypadku skokowa (dyskretna) a jej
rozktad jest tez skokowy (dyskretny).
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MJJJ Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

AGH

Funkcje gestosci prawdopodobienstwa wprowadza sie dla
zmiennych ciggtych; ma ona zwigzek z prawdopodobienstwem:

f(x)dx=P(x <X <x+dx)

Wilasnosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa:

. f(x)>0

2. f(x) jest unormowana j f(x)dx=1

3. f(x) ma wymiar 1/x
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MJJJ Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

AGH

Z definicji funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(x) wynika
praktyczny sposob obliczania prawdopodobienstwa, ze wartosc
zmiennej losowej znajduje sie w przedziale [a,b]:

P(a<X <b)= [ f(x)dx

X
Nie ma sensu pytac, jakie jest prawdopodobienstwo, ze x=a
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MJJJ Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

AGH

Przyktad 3.2

Oznaczmy przez X zmienng losowg ciggta, ktora opisuje natezenie
pradu w cienkim przewodzie miedzianym (w jednostkach mA).
Zatozmy, ze zakres X wynosi [0, 20 mA] i funkcja gestosci
prawdopodobienstwa jest dana jest jako f(x)=0,05 w tym
przedziale. Oblicz prawdopodobienstwo, ze zmierzone natezenie
pradu jest mniejsze niz 10 mA.

gestosc prawdop.

0,08

0,06

f(x)

0,04 -

0,021

0,00

10 10
PO0<X <10)= [ f(x)dx=[005dx=05 ° s
0 0
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MMJ Ilosciowy opis zmiennych losowych

AGH

Dystrybuantg (funkcja rozktadu, ang. cumulative
distribution function — CDF) F(x) nazywamy
prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X
przyjmie wartos¢ mniejszg od x (co najwyzej dang

wartosc) F(x) = P(X < x)

Przykiad 3.1 cd > 4o puans

Dystrybuanta dla
rzutu monetq:

F(x:O):P(XSO):%

Fix=D)=P(X<1)=1
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@JIJJ Wilasnosci dystrybuanty

1. 0 F(x)<1
2. F(—0)=0
3. F(4+o)=1
4. x<y = F(x)< F(y)

Jest funkcjg niemalejacq
5. F(x) nie posiada wymiaru

6. f(x)= dl” (X) zwiazek gestosci prawdopodobieristwa
|  dx z dystrybuanta (dla zmiennej ciqgtej)
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M]JJ Dystrybuanta dla zmiennej dyskretnej

AGH

F(x)=P(X <x)=) f(x,)

f (x;) — rozktad prawdopodobienstwa
Przykiad 3.3

Na podstawie nastepujgcych wartosci dystrybuanty F(x) znajdz
funkcje rozktadu prawdopodobienstwa f(x)

F(x)=0dla x < -2 F

1.0 r—>
0,2 dla —2<x<0 074 .
0,7 dla 0<x<?2 o
1 dla 2<x .

«—
-2 0 2 X

Na podstawie rysunku, jedynymi punktami dla ktorych f(x)#0 sq -2,
0, 2.
f(-2)=02-0=02 f(0)=0,7-0,2=0,5 f(2)=10-0,7=0,3
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M]JJ Dystrybuanta dla zmiennej ciagte]

AGH

F(t)=P(X <t)= jf(u)du

Dystrybuanta zmiennej ciggtej jest niemalejgcq funkcjg cigqgtg a
oblicza sie jq jako pole pod wykresem funkcji gestosci
prawdopodobienstwa.

0,20 4
0,15 4
— 0,10 H

0,05

0,00
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Ml Numeryczne miary opisowe

MIARY (parametry) OPISOWE

~

Potozenia

. Kwantyle (np.

mediana)
. Moda

. Wartosc¢ oczekiwana
(srednia, nadzieja

matematyczna)

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3

N

Rozproszenia

. Wariancja (Odchylenie

standardowe)

. Rozstep
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“]JJ Charakterystyki rozkitadu
prawdopodobienstwa

M

AGH

Fraktyl (kwantyl) x, jest to wartosC zmiennej losowej, dla ktore;
dystrybuanta przyjmuje wartosc q.

F(x,)=P(X <x, )= ff(u)duzq

Najczesciej stosowanym kwantylem jest mediana czyli xg «.
W przyktadzie 3.2 natezenie pragdu 10 mA jest mediang rozktadu.

Przykiad 3.4

Dla dyskretnego rozktadu eksperymentalnego o wynikach: 19, 21,
21, 21, 22, 22, 23, 25, 26, 27 mediana wynosi 22 bo jest wartosc
srodkowa uporzadkowanego zbioru wartosci (albo Srednia
arytmetyczna dwdch srodkowych wielkosci).
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“]JJ Charakterystyki rozkitadu
prawdopodobienstwa

Moda (wartos¢ modalna) jest to taka wartos¢ zmiennej losowej, dla
ktorej rozktad prawdopodobienstwa (lub funkcja gestosci
prawdopodobienstwa) osigga maksimum.

Rozktady jednomodalne majq jedng mode (wielomodalne — wiecej
niz jednq)

W przyktadzie 3.4 dla dyskretnego rozktadu eksperymentalnego o
wynikach: 19, 21, 21, 21, 22, 22, 23, 25, 26, 27 moda wynosi 21
bo jest wartos¢, ktora pojawia sie najczesciej w zbiorze wynikow.
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M]JJ Wartosc srednia

AGH

Srednia arytmetyczna:

X; - elementy zbioru n - elementowego (niekoniecznie
rozne):

W przyktadzie 3.4 dla dyskretnego rozktadu eksperymentalnego o
wynikach: 19, 21, 21, 21, 22, 22, 23, 25, 26, 27 wartosc¢ srednia
wynosi 22,7.

MEDIANA
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1l

AGH

Srednia arytmetyczna

Jezeli wiele elementdw ma w zbiorze te sama wartos¢, to dzielimy
zbior na klasy zawierajgce identyczne elementy o liczebnosciach ny:

Przykiad 3.5

Xk
10,2
12,3
12,4
13,4
16,4
17,5
19,3
21,4
22,4
25,2

Razem

H NN H WA OONNE 2

N
(00)

fi
0,0357
0,1429
0,0714
0,2857
0,1429
0,1071
0,0357
0,0714
0,0714
0,0357

p
WXy
- — k=1 __
X = - kaxk
n k=1
gdzie:  f, = n—k,p —liczba klas (p < n)
n

Warunek normalizagiji Z,f"‘ =

x=x,-fitx,  fot.tx, - f, =
=10,2-0,04 +12,3-0,14 +...+25,2-0,04
x=15,77
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“]JJ Charakterystyki rozkitadu
prawdopodobienstwa

Moment rozktadu rzedu k wzgledem punktu X,
_ k :
m, (xo) = Zl_ (xl. —xo) p(xi) dla zmiennych dyskretnych

m, (xo) = J(x—xo)kf(x) dx  dla zmiennych ciagtych

Najwazniejszymi momentami sg te, ktore sg liczone wzgledem
poczatku uktadu wspodirzednych czyli wzgledem x,=0 (m,) oraz
momenty liczone wzgledem X,=m; tj. wzgledem pierwszego
momentu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych (m; nazywamy
wartoscig oczekiwang, wartoscig srednig lub nadziejg
matematyczng) - to sg momenty centralne p,.
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“]JJ Charakterystyki rozkitadu
prawdopodobienstwa

Wartos¢ oczekiwana oznaczana jako: my, E(X), U, x, x
E(X)= Zi Xi P dla zmiennych dyskretnych

E(X) = jx f(x) dx dla zmiennych ciggtych

E(X) jest wspotrzedng punktu, ktory bytby srodkiem masy rozktadu
prawdopodobienstwa (lub pola pod funkcjg gestosci
prawdopodobienstwa f(x)) gdyby p; traktowac jak masy (lub
odpowiednio f(x) jak fizyczng gestosc).
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M]JJ Wiasnosci E(X)

AGH
E(X) jest operatorem liniowym co oznacza, ze:

1. E(Z, CiXi):Zi CE(X))

co prowadzi w konsekwencji do:
E(C)=C
E(CX)= CE(X)
E(X;+X;)=E(X;)+E(X;)

2. Dla niezaleznych zmiennych X; X,, ... X,

EJQL x)=]] E&x)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by zmienne byty niezalezne

jest
J (X, Xy X)) = [1(X) (X)) - £, (X))
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MJJJ Wiasnosci E(X)

AGH

3. Dla funkcji zmiennej X; Y= Y(X) wartos¢ oczekiwana E(Y)
moze byc znaleziona przy pomocy rozktadu zmiennej X bez
koniecznosci szukania rozktadu f(y)

E(Y)= Zi y(x,)p, dla zmiennych dyskretnych

E(Y) = j)/(x) f(x) dx dla zmiennych ciggtych

Mozna zauwazyc, ze dowolny moment m,(x,) moze byc¢
potraktowany jako wartos¢ oczekiwana funkcji Y(X)=(X-xq)X

m (%) = [ (x=x,)" f(x) dx = E((x = x,)")
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MJ Charakterystyki rozkiadu
prawdopodobienstwa

Wariancja (dyspersja) oznaczana jako: o2(X), var(X), V(X), D(X).
Pierwiastek z wariancji nazywamy odchyleniem standardowym o(x)

o (X) = Zi pi(x,—E(X))" dia zmiennych dyskretnych

o’ (X)= j f(x)(x—E(X)*dx dla zmiennych ciagtych

Wariancja (lub odchylenie standardowe) jest miara rozrzutu
zmiennej losowej wokot wartosci oczekiwanej.

W analizie danych doswiadczalnych utozsamiamy wartosc¢
oczekiwang pomiarow wykonanych w obecnosci btedéw
przypadkowych z wartoscig rzeczywistg mierzonej wielkosci. Miarg
btedu przypadkowego jest odchylenie standardowe bo ono okresla

rozrzut wynikow wokot wartosci rzeczywistej.
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M]JJ Wiasnosci 62(X)

AGH
Wariancje mozna obliczy¢ stosujgc wartosci oczekiwane:

1. o’ (X)=E(X?)-E*(X)
co prowadzi w konsekwencji do:
o?(C)=10

02(CX)= C2 02(X)
0%(C, X+C,)= C,?2 0%(X)

2. Dla niezaleznych zmiennych X; X,, ... X,

c’(Q.CX)=) Cc*(X)
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MJJJ Nierownosc Czebyszewa

AGH

Interpretacja wariancji wynika z nierownosci Czebyszewa:

1
2

A

P(X - E(X)| > a.o(X))<

Twierdzenie:

Prawdopodobienstwo odchylenia wartosci zmiennej losowej od
oczekiwanej E(X) o a-krotng wartosc¢ odchylenia
standardowego jest mniejsze badz rowne 1/a2

Twierdzenie to jest stuszne dla wszystkich rozktadow, ktore
majg wariancje a zatem i wartosc oczekiwang. Liczba a jest
dowolng, dodatnig liczbg rzeczywista.
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“]JJ Wariancja jako miara
rozproszenia

]
N

0204  N(X,5)=N(4,2)

X Qq
Il
HN

DUZE
ROZPROSZENIE

1 = = e m-m-=---

! L v 7 T : T v T ’ v v v T y ' ' '
-5 0 5 10 15

N(X,5)=N(4,1)

MNIEJSZE
ROZPROSZENIE

{
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“]JJ Rozstep jako miara rozproszenia

AGH

0204  N(X,0)=N(4,2) G =2

. X=4
0,15 - '
|
|
b" 0,10 :
i B :
0,05 - :
|

0,00 —4/, . - & \,%
5 0 5 10
X
ROZSTEP = x, .~ X.\in
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“]JJ Praktyczne sposoby obliczania
AGH wariancji

Wariancja z proby (n-elementowej):

1 n

2 -

§T = Z(xl.—x iy X;)°
n_l izl n_l
X —srednia

Wariancja z populacji (N-elementowej):

= LS (- )
NS
u — srednia z populacji (oczekiwana )
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mJJ Praktyczne sposoby obliczania
odchylenia standardowego

Odchylenie standardowe proéby (lub: btagd standardowy):

S:\/ LS (4 )

n—1%5

Odchylenie standardowe (populaciji):
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“]JJ Przykiadowe rozkiady dla
dyskretnej zmiennej losowe]j

Rozkiad dwupunktowy (zero-jedynkowy), np. rzut monetg
wylosowanie reszki (braku orta, porazki) x=0, wylosowanie orta

(dobrego wyrobu, sukcesu) x=1, p - prawdopodobienstwo
sukcesu, jego rozktad:

Dwumianowy (ang.binomial, Bernoulliego)

"o pyt k=01
pk_ k p(_p) ” = U, 1,..., 1N

gdzie O<p<1; X={0, 1, 2, ... k} k - liczba sukcesow w
losowaniu n-krotnym ze zwracaniem

dla k=1 jest to rozktad dwupunktowy
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MJ Rozktad dwumianowy
AGH (Bernoulliego) - zatozenia

Eksperyment losowy skiada sie z n prob
Bernoulliego, takich ze:

1. Kazda proba jest niezalezna od innych.

2. Kazda proba moze miec tylko dwa wyniki: ,,sukces” i
~porazke” (binarne!).

3. Prawdopodobienstwo ,,sukcesu” wynosi p i jest
wartosciq staia.

Pytamy o prawdopodobienstwo p, zdarzenia, ze
zmienna losowa X bedzie rowna ilosci
otrzymanych k-sukcesow przy n probach.

"o = p)y k=01
pk_ k p(_p) ’ = VU, 1,..., 1
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mJJ Trojkat Pascala

| _ ny  n!
W rozktadzie wystepuje symbol ( j— (1=K

k
0
n=0 =1
0 n < n k 1.n—k
| | (a+b)" =)’ a' b
n=1 0 =1 le k=0 k
2 2)_, 2\ _, n_, dwumian Newtona
0 1 1
3 3 3 3
n=73 =1 =3 =3 =1
0 1 2 3
4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
n=>5 =1 =5 =10 =10 =5 =1
0 1 2 3 4 5
6 6 6 6 6 6
n==6 =1 =6 =15 =20 =15 =6
0 1 2 3 4 5
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MJ Trojkat Pascala

1
1 \+/ 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15 6
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“J.JJ Rozktad Bernoulliego

Przyktad 3.6

Prawdopodobienstwo, ze w danym zaktadzie
produkcyjnym dzienne zuzycie wody nie przekroczy
pewnego ustalonego poziomu wynosi p=3/4.
Monitorujemy zuzycie wody w zaktadzie przez 6 dni.

Wyznaczyc¢ prawdopodobienstwo, ze w ciggu 6 dni
obserwacji, zuzycie nie przekroczy ustalonego poziomu
odpowiedniow 0, 1, 2, ..., 6 dniach.

Tutaj sukcesem jest odpowiednie zuzycie wody w jednym
dniu.

Dane:

q:— N 6 k:O,l,...,6

3
4 4

p:
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“JIJJ Rozktad Bernoulliego

Do rozwiqzania zadania wykorzystujemy
wilasciwosci dwumianu Newtona i trojkat Pascala.

k=0 P(k=0)=(gj'(i_jo(élt_j6

P p(k:l):(fJ.[j_jl.(;_js
k-2 p(kzz):[gj.(j_y.(;_)“
A p<k=3>=(§].(j_)?(;_j3
k =4 P(k:4):[j)(i—j4-(i—j2
k =5 P(k =5)= ? i—s i—l
k =6 P(k =6) = 2 2—6 i—o
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“JIJJ Rozktad Bernoulliego

AG
k=0 P(O):l-l-%;0.000M
(3. 1_63
k=1 P(l)=6-"-—=—"=18-P(0) = 0.004
D=6 5= (0) =
2
k=2 P(2)=15- Gj 414 15?:135-1!3(0)20.033
3
k=3 P(3):20-£§j-13 2093_540 . P(0)=0.132
4) 4 4°
4
k=4 P(4)=15- 31.4 1599—1215 - P(0)=0.297
4) 4
5
k=5 P(5):6.§ L 6993—1458 . P(0) = 0.356
4) 4

6
k=6 P(6) = G) A =9°496'9:729-P(0);O.178
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Ml Rozktad Bernoulliego

0,35 - €.0,356

0,3 - ¥ 0,297

® 0,178

# 0,132
0,1 -

0,05 -
¢ 0,033

0 1 2 3 ) 4 5 6 7
Najwieksze prawdopodobienstwo uzyskujemy dla k=5 co
oznacza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia, ze poziom
wody w zaktadzie w ciggu 5 dni nie przekroczy ustalonego
poziomu dziennego jest najwieksze.
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1

0,60 A
0,55 —
0,50 —
0,45 —
0,40 —
0,35 —
0,30 —

0,25

ROZKLAD BERNOULLIEGO

n=2, p=0,5

0 1 2
k

0,30
0,25 —
0,20 —
0,15 —
0,10 —
0,05

0,00

ROZKLAD BERNOULLIEGO

@
n=8, p=0,5

Py

Rozktad Bernoulliego

0,50
0,45_-
0,40-
0,35—-
0,30_-
0,25-
0,20-"
0,15—-
0,10-

0,05 4

ROZKLAD BERNOULLIEGO

° n=4, p=0,5

-1

0 1 2 3 4

0,30

0,25

0,20 4

0,15 -

0,10
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Wartos¢ oczekiwana w rozktadzie Bernoulliego

E(X)=pu=np

Wariancja w rozktadzie Bernoulliego
V(X)=0"=np(l-p)

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3
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MMJ Btedy w transmisji bitow

AGH
Przyktad 3.7

Przy przesytaniu informacji przez kanat cyfrowej transmisji
zdarzaja sie btedy pojedynczych bitow. Zatoézmy, ze
prawdopodobienstwo, ze pojedynczy bit dotrze do
konsumenta z btedem wynosi p=0,1 (i chociaz obiektywnie
nie jest to sukces, to tutaj o) nazwiemy
prawdopodobienstwem sukcesu)

Zatézmy, ze kolejne akty transmisji sq niezalezne. Niech X
oznacza zmienng losowg, ktdrej wartosci sg rowne ilosci bitow
przestanych z btedem, w sekwencji kolejnych 4 bitow.

Oznaczmy E btad bitu, O brak btedu. Wynik transmisji OEOE
oznacza, ze drugi i czwarty bit sg btedne, X=2; kolejnosc nie
jest istotna czyli EEOO tez odpowiada X=2

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 41



MJJJ Btedy w transmisji bitow

AGH
Przyktad 3.7 cd

Zdarzenie opisane zmienng losowg X=2 to zbidr
nastepujgcych wynikow:

{EEQOO, EOEQO, EOOE, OEEO, OEOE, OOEE}

Jakie jest prawdopodobienstwo P(X=2) zdarzenia, ze dwa
bity w sekwencji czterech zostang przestane z btedem?

Zdarzenia sq niezalezne wiec
P(EEOO)=P(E)P(E)P(O)P(O)=(0,1)?% (0,9)%? = 0,0081

Zdarzenia s wzajemnie wykluczajgce i majg to samo
prawdopodobienstwo wystgpienia wiec

P(X=2)=6 P(EEOO)= 6 (0,1)2 (0,9)2 = 6 (0,0081)=0.0486

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 42



M]JJ Btedy w transmisji bitow

AGH

Przyktad 3.7 cd Mo 4
2) ()R

A zatem P(X=2)=6 (0,1)2 (0,9)? dane jest rozktadem Bernoulliego

4
P(X :x)=[ j-px(l—p)“x , x=0,1,2,3,4,p=0.,1
X

08

P(X = 0) = 0,6561 1

P(X = 1) = 0,2916

P(X = 2) = 0,0486

P(X = 3) = 0,0036 i |
P(X = 4) = 0,0001 ?

0 1 2 3 4

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 43



Rozktad Poissona
AGH

Postuzmy sie przyktadem 3.7 transmisji n bitow przez kanat

cyfrowy. Niech zmienna Ilosowa X bedzie przyjmowata
wartosci rowne ilosci bitow przestanych z btedem.

Jezeli prawdopodobienstwo p zdarzenia przestania btednego

bitu jest state i kolejne akty transmisji sq niezalezne, to X ma
rozktad dwumianowy (Bernoulliego).

Wprowadzmy parametr A=pn (E(X) dla tego rozkiadu réwna
sie A)

P(X = x) = (Zj P (- p) = @(ij (1 - ij

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 44



MJJJ Rozkiad Poissona

AGH

Zatézmy, ze n wzrasta a p maleje tak, ze A=pn pozostaje
state. Rozktad przechodzi w rozktad Poissona.

im0 22

Ze wzgledu na to, ze liczba przesytanych bitow zmierza do
nieskonczonosci, liczba btedow moze byc rowna dowolnej
nieujemnej liczbie catkowitej. Zakres mozliwych wartosci X
siega od 0 do oo

Rozktad Poissona stosujemy pod pewnymi warunkami dla
zmiennej losowej X, ktora jest rowna liczbie zdarzen (zliczen)
w danym przedziale (przy podziale na podprzedziaty) w
eksperymencie losowym zwanym procesem Poissona.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 45



MJJJ Proces Poissona

AGH

Zalozmy, ze dany przedziatl liczb rzeczywistych moze byc
podzielony na podprzedziatly o matej dlugosci takiej ze:

1. Prawdopodobienstwo wiecej niz jednego zliczenia w tym
podprzedziale jest rowne zero.

2. Prawdopodobienstwo jednego zliczenia w podprzedziale jest
takie samo dla wszystkich podprzedziatow i proporcjonalne do
jego dlugosci

3. Zliczanie w kazdym podprzedziale jest niezalezne od innych

podprzedziatow
Eksperyment losowy ktore spetnia te warunki nazywamy

procesem Poissona. Zmienng losowg X ktora jest rowna liczbie
zliczen w przedziale nazywamy zmienng losowg Poissona. Funkcja
gestosci prawdopodobienstwa f(x) jest zalezna od parametru A

fy=F
x!

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 46
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MMJ Rozktad Poissona

AGH
Przyktad 3.8

Podczas inspekcji cienkiego miedzianego przewodnika stwierdzono
wystepowanie uszkodzen. Oznaczmy przez X zmienng losowg rowng
liczbie uszkodzen (zliczen) na dtugosci L przewodnika i zatézmy, ze
srednia liczba uszkodzen na catej dtugosci wynosi A. Nalezy znalez¢
funkcje gestosci prawdopodobienstwa zmiennej X.

Dzielimy dtugos¢ L (kilka milimetrow) na n podprzedziatow o
bardzo matej dtugosci np. 1 mikrometr.

- prawdopodobienstwo, ze na tym podprzedziale wystgpi wiecej
niz jedno uszkodzenie, jest zaniedbywalnie mate

- Zatozenie, ze uszkodzenia sg losowe pozwala przyjac¢, ze na
kazdym podprzedziale prawdopodobienstwo uszkodzenia jest
takie samo i wynosi p

- Zaktadamy, niezaleznos¢ zdarzen na podprzedziatach

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 47



M]JJ Rozkiad Poissona

AGH

Przyktad 3.8

Mozna w tym przykiadzie zatem modelowac rozkiad zmiennej
losowej X rozktadem dwumianowym:

E(X)=A=np

czyli

P=—
n

Prawdopodobienstwo, ze podprzedziat zawiera wade wynosi
A/n i gdy n jest bardzo duze, p jest bardzo mate. Rozktad

uszkodzen to rozktad Poissona.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 48



MJJJ Rozkiad Poissona

AGH

Rozktad Poissona to jeden z nielicznych rozktadéw, w
ktorym wartosc oczekiwana jest rowna warianciji:

E(X)=np=A

Z wariancji w rozktadzie Bernoulliego  V(X)=0" =np(1- p)
przy duzym n i matym p, otrzymujemy

ViX)=0c"= lim (np—np’)=np=A

n—0, p—0

czyli wariancje w rozktadzie Poissona.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 49



MMJ Rozkiad Poissona

AGH

Rozktad Poissona ma wiele zastosowan zwtaszcza w eksperymentach
fizyki jgdrowej i atomowej, np. rozpadach jgder atomowych, aktach
emisji czgstek, itp. Przedziat, o ktorym mowiliSmy moze byc¢ przedziatem
czasu (czesto), wycinkiem powierzchni, elementem objetosci. Rozktad
moze byc¢ stosowany do systemdow z duzg liczbg mozliwych zdarzen, z
ktorych kazde jest bardzo rzadkie (prawo rzadkich zdarzen).

Przyktady zdarzen, ktére mogq by¢ modelowane rozktadem Poissona:

« Historyczne - liczba zabitych przez kopniecie konia kazdego roku w
korpusie kawalerii w Prusach (W.Bortkiewicz 1868-1931)

- Liczba potaczen telefonicznych przychodzacych do centrali na minute

« Liczna mutacji w danym odcinku DNA po ekspozycji na pewng dawke
promieniowania

« QOdsetek komorek, ktore zostang zakazone dla danej liczebnosci zakazen
« W elektronice szum Poissona (Srutowy); ziarnistos¢ przy powiekszaniu
fotografii, zastosowania molekularne

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 50



“]JJ Rozktad Poissona

AGH
« Funkcja rozktadu
04 Bernoulliego | Poissona:
0,35 - —o—lambda=1 n=50; p=0,02 |A=1
03 ~Htambda 0 0,364 0,368
lambda=10
0,25 - 1 0,372 0,368
02 . 2 0,186 0,184
. 3 0,061 0,061
4 0,014 0,015
o 5 | 0,003 0,003
05 6 0,000 0,001
04 ; T A A
0 5 10 15 20 25

Rozktad dyskretny o nieskonczonej liczbie wartosci (x- dowolna liczba
catkowita x> 0. Dla duzych n rozktad Bernoulliego ‘upodabnia sie ' do
rozktadu Poissona

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3



“]JJ Rozktad normalny (Gaussa)

ROZKLAD GRANICZNY
(rozktad normalny)

B ROZKLAD BERNOULLIEGO

0,25 +

0,20 - =
0,20 N(X,0)=N(4,2)

0,15 4

0,10 4

0,05 4
0,05 S

0,00

0,00 bpmmperi? ¢ e ——

Najczesciej spotykanym rozktadem zmiennej losowej jest rozktad normalny
(zwany rozktadem Gaussa).

Centralne twierdzenie graniczne sformutowane po raz pierwszy w 1733 r.
przez de Moivre'a.

Jezeli powtarzamy wielokrotnie eksperyment losowy, rozktad zmiennej
losowej, bedacej srednig (lub suma) wszystkich wynikdw zmierza do
rozktadu normalnego przy bardzo duzej liczbie powtorzen eksperymentu.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 52



M]JJ Rozkilad normalny (Gaussa)

AGH

Zmienna losowa X charakteryzujaca sie funkcjg gestosci
prawdopodobienstwa f(x) dang wzorem:

1 — .
eXp—(x r , gdzie -0 < x < +00

f(x)zgm 2652

nazywana jest zmienng o rozktadzie normalnym i tylko dwoch
parametrach
—0o< u<+w, o>1
Mozna pokazac, ze wartosc oczekiwana E(X)=p a wariancja V(X)=02

Uzywa sie zapisu N(M,0)

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 53



0201 N(p,0)

0,15

f(x)

0,10

0,05 -

0,00 e o

Wartos¢ oczekiwana, potozenie maksimum gestosci
prawdopodobienstwa (moda) i mediana pokrywajq sie (x=M). Rozk{ad
jest symetryczny (krzywa Gaussa = krzywa dzwonowa).

Wariancja jest miarg szerokosci rozktadu. Punkty o wspotrzednych
X=+40 i X=- 0 sgq punktami przegiecia.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 54



“]JJ Rozktad normalny (Gaussa)

0,6 —

~
_ 1A N(4,1/2)
1.\

Rozktad normalny jest rozktadem btedow przypadkowych i
wynikow wielu eksperymentow fizycznych. Miarg btedu pomiaru
jest odchylenie standardowe o. Pomiar o wiekszym o
charakteryzuje sie wiekszym rozrzutem wynikow wokot wartosci

sredniej a zatem mniejszg precyzja.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 55



M]JJ Standardowy rozkiad normalny

AGH

Zmienna losowa Z charakteryzujaca sie funkcjg gestosci
prawdopodobienstwa N(z) dang wzorem:

1 z’ :
exp| —— | , gdzie -0 < z < +o©

N2 2

nazywana jest zmienng standaryzowang tj. o standardowym
rozktadzie normalnym N(O,1)

E(Z)=0, V(Z)=1

N(z)=

L . . _ X—-Uu
Definicja zmiennej standardowej Z =——
)

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 56



MJJJ Standardowy rozkiad normalny

AGH

0,5

{ N(u,6)=N(0,1)

0.4 -

T Q
i
o =

0,3 1

f(z)

" 1-a/2
o/2

0,1 7

0,0

T T Al T I T T T T
5 Z 0 5

o2
Z

KORZYSCI STANDARYZACJII:

- Stwarza mozliwosc tablicowania funkcji gestosci prawdopodobienstwa i
dystrybuanty dla N(0,1). Mozna stworzy¢ zmienng o rozktadzie N(y,0)
przez prostg transformacje X= o*Z+p

« Przez standaryzacje sprowadzamy wszystkie wartosci oryginalnej
zmiennej losowej do obszaru w poblizu zera a jednostkq jest odchylenie
standardowe. Dzieki temu mozna porownywac rozktady wielkosci
roznigce sie znacznie potozeniem centrum i skalg wartosci

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 57



“]JJ Obliczanie prawdopodobienstwa w

rozktadzie Gaussa
AGH oA

P(u-c <X< u+c) = 0,6827 (okoto 2/3 wynikow),
P(u-2c <X< u+2c) = 0,9545
P(u-2c <X< u+2c) = 0,9973 (prawie wszystkie)

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 58



X} n, n/n
M JJJ 5,2 1 0,011
AGH 5,3 1 0,011
4 2 0,021
Przyktad 3.9 > ’
5,5 4 0,043
5,6 7 0,075
Seria wynikow (prdéba) x4,X,, 57 10 0.106
....X,, Obarczonych 2 2
niepewnoscig przypadkowq 5,8 14 0,149
jest duza gdy 30<n<100. W
probie takiej wyniki sie 5,9 16 0,170
powtarzajq: n, jest liczbg 6,0 13 0,138
pomiardéw, w ktorych wystapit
wynik X, 0,1 12 0,128
n,/n jest czestoscig 6,2 6 0,064
wystepowania wyniku
6,3 4 0,043
6,4 3 0,032
6,5 1 0,011
Suma 94

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 59
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Srednia
arytmetyczna -
estymator
wartosci
oczekiwanej

— I
X = n

Estymator
odchylenia
standardowego

Tworzymy zmienng

standardowg Z o Z,
wartosciach z

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3

“]JJ Opracowanie serii pomiarow
bezposrednich duzej proby

Histogram

6,2

6,4

5,4 5,6 5,8 6,0
X

W tablicach szukamy wartosci
N(0,1) dla zmiennej Z;
porownujemy z histogramem

u(xX) :\/Z(Xi -x)’

n(n—1)
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“ Centralne twierdzenie graniczne -
]JJ intuicyjne sformutowanie dla
AGH wielu zmiennych losowych

Zmienna Z bedgaca standaryzowang sumgq
niezaleznych zmiennych losowych bedzie miata
standardowy rozktad normalny gdy liczba
sktadnikdw w sumie dgzy do nieskonczonosci oraz
W sumie nie wystepujg zmienne o wariancjach
dominujacych w stosunku do reszty sktadnikow.

To twierdzenie powoduje, ze rozkiad
normalny jest wyroznionym rozkiadem

Wstep do probabilistyki i statystyki. wyktad 3 61



