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@“J]J! METODY NUMERYCZNE

Wyktad 6.

Rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

dr hab. inz. Katarzyna Zakrzewska, prof. AGH

I

e Metody doktadne

¢ Metoda eliminacji Gaussa

e Metoda Gaussa-Seidla

e Rozktad LU

e Metoda Krytowa

e Metoda LR i QR

e Zdefiniowanie problemu wiasnego




Uktad rownan liniowych

Ukfad réwnan liniowych:
Ax=Db
gdzie:

e A - macierz o m wierszach i n kolumnach
e x - wektor o n niewiadomych
e b - wektor m danych liczb

mozliwe rozwigzania:

e Nieskonczenie wiele rozwigzan

e Doktadnie jedno rozwigzanie

e Brak rozwigzania (ukfad sprzeczny)

T

Rozpatrujemy uktad m rownan liniowych
Z n niewiadomymi w postaci

Ay X +ay0X, +...+8,, X, =D,

A X F A, X, +...+a, X, =D

ciata liczbowego K (K=R lub K=C)

Mat Niimar wvldad &

Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

0 wspotczynnikach a;, oraz b; nalezacych do
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Ll\l“JIJJ Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Macierzq uktadu rownan nazywamy macierz A
jego wspotczynnikdw przy zmiennych

Macierza rozszerzong nazywamy macierz C,
oznaczangq takze jako A/B, powstatg z macierzy A
przez dotgczenie do niej kolumny wyrazéw wolnych

@“J]!JI Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Twierdzenie Kroneckera — Capelliego

Uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi ma
rozwigzania, jesli rzad r macierzy gtownej jest rowny
rzedowi macierzy rozszerzonej:

rzA=rzC=r

Dla dowolnej macierzy jej rzad jest rowny r wtedy |
tylko wtedy, gdy istnieje niezerowy minor rzadu k tej
macierzy i kazdy minor rzedu wiekszego od k jest
Zerowy.
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Ll\l“JIJJ Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Twierdzenie Kroneckera — Capelliego

jezeli ten wspdlny rzad r obu macierzy rowna sie
liczbie niewiadomych, to istnieje jedno rozwigzanie,
czyli jeden zbidr liczb spetniajgcy réwnania; jest to
ukfad oznaczony

rzA=rzC=n

LL"]]I!JI Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Twierdzenie Kroneckera — Capelliego

jezeli wspolny rzad r obu macierzy jest mniejszy od
liczby niewiadomych n, to (n — r) niewiadomych
mozna przyja¢ dowolnie, a pozostate r
niewiadomych wyznacza sie z réwnan; jest to ukfad
nieoznaczony, bo jego rozwigzania zalezg od

(n —r) parametrow

rzA=rzC<n
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@“JIJJ Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Twierdzenie Kroneckera — Capelliego

jezeli rzad r macierzy gtéwnej jest mniejszy od
rzedu macierzy rozszerzonej, to uktad réwnan
liniowych nie ma rozwigzan; jest to ukfad
sprzeczny

rzA#rzC

Pojecie normy

i

W przestrzeni R, ktdérej elementami sgq wektory: X= ll, Xy wens

I, = e+l -,

, 2
n_-

. =max B, el s x|

Dla dowolnego wektora x € R", obowigzujg nieréwnosci:

X[, = € +x2+..+x

X, <1l <[, < Vnll, <nl],

X

?
n__
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lllmm Metody rozwigzywania ukiadow
AGH algeraicznych réwnan liniowych

Metody dokladne - definicja

Jesli rozwigzanie uktadu rownan Ax=Db polega na
takim przeksztatceniu danych Ai b, ze przy
zatozeniu doktadnie wykonywanych dziatan
arytmetycznych po skoniczonej liczbie dziatan
otrzymujemy rozwigzanie, to takg metode
rozwigzania nazywamy metodq doktadna.

lumlJJ Metody dokiadne

AGH

Metody dokiadne - cechy

e Mata liczba obliczen potrzebnych do wyznaczenia
rozwigzania

e Jesli zadanie jest zle uwarunkowane numerycznie, to
wyznaczone rozwigzanie moze by¢ obarczone duzym
btedem.

e Mogq by¢ niestabilne ze wzgledu na btedy zaokraglen

e Przeksztatcenie macierzy A obcigza w duzym stopniu
pamiec¢ maszyny, zwlaszcza jesli poczatkowe dane Ai b
nalezy przechowac celem ostatecznego sprawdzenia




Il

NG Metody doktadne - przyktad

Przyktad — wzory Cramera

Sposob 1:

3, X +a,%, =b X = ayh —ay,b, X, = a0, —a,b
1 I ——

ay X +a,,X, =h, 818, — a8, 818, — a8,

Zaktadamy doktadnos¢ do 2 cyfr dziesietnych , kazdy wynik przed
dalszymi obliczeniami jest zaokrgglany

0,99x, +0,70x, =0,54
0,70x, +0,50x, = 0,38
a,,a,, =0,99-0,50 = 0,4950 = 0,50
a,,8,, =0,70-0,70 =0,4900 = 0,49
a,,a,, —a,3,, =0,50-0,49 = 0,01

Mat Niimar wvlddad &

Il

ok Metody doktadne - przykiad
a,,b, —a,h, =0,50-0,54—0,70-0,38
=0,2700-0,2660 =0,27-0,27 =0
a,.b, —a, b, =0,99-0,38-0,70-0,54
=0,3762-0,3780=0,38-0,38=0

X, = 0 0
0,01
X, = L =0
0,01
Doktadne rozwigzanie tego uktadu réwnan daje wynik:
X =0,80 X, =—0,36

Mat Niimar wvldad &
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mmm Metody dokladne — przykiad cd.

AGH
Sposéb 2: metoda eliminacji Gaussa 0,99x, +0,70x, = 0,54
0,70x, +0,50x, = 0,38
Eliminujemy niewiadoma x, z drugiego réwnania uktadu réwnan.

W tym celu mnozymy pierwsze réwnanie przez:

81 070 _g7070=071
099

a; U
Otrzymujemy: 0.70x, +0,4949x, = 0,3818
0,70x, +0,50x, = 0,38

Odejmujac rownania stronami po wczesniejszym zaokragleniu do 2
cyfr:

0,00x, =0,00
czyli uktad nieoznaczony, posiadajacy nieskonczenie wiele
rozwigzan.
Mot Niimar wvulddad 6 15

@ GJ!Jl Ukiady rownan z macierza trojkatna

Macierz trojkatna - definicja

Macierz trojkatng nazywamy macierzg tréjkatng dolng (gérng),
jezeli wszystkie elementy nad (pod) diagonalg sg rowne

zeru.
by, 0 0 0 07 [uy wp U Ui
bi by O 0 0 0 usp uas Us n
L= 33 1 33 3 0 0 U= 0 0 ) :
0 0 0 0 .ow,gn,
_In,l En,? Er:,n—l En,n_ L 0 0 0 0 Unn
Macierz tréjkatna dolna Macierz tréjkatna gorna
Mat Niimar wvuldad 6 16
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lllmlJJ Uklady réwnan z macierza trojkatna

AGH

Obliczenie wyznacznika macierzy trojkatnej sprowadza sie
do wymnozenia elementéw lezacych na gtéwnej

przekatnej:
Ly 0 O 0 0]
by by O 0 0 n
L= Ly lss 0o 0 det(L) = I I Ii,i = |1,1 '|2,2 '---In,n
: 0 =1
lEI:~1 1 En 2 lEf:q,:fz—l ‘EJ’!,J’!_
Upy Upa Uz ... Ui n ] n
0 wp w3 ... Uy det(U):Hu” =U;,-U,, ..U,
U= |10 o .0 : i=1
0 0 0 " Unin
0 0 0 0 Upn |
Mat Niimar wwuvldad 6 17

mmJJJ Uklady réwnan z macierza trojkatna

AGH

Jezeli macierz A uktadu n réwnan z n niewiadomymi Ax=b
jest macierzg trojkatng (dolng lub gérna), to rozwigzanie x
takiego ukfadu réwnan mozna uzyskac¢ wykonujac matq liczbe
dziatan arytmetycznych i przy matych btedach zaokraglen

allxl + 3.12 X2 +...+ al’n_lxn_l + a.ln Xn = bl
822X2 +...+ azln_lxn_l + aZan = b2

An_gn1Xna T Xy = bnfl b @
Xy =0, = X, =—"

Ogdlnie a
b —ax, -y X

ii+17N+1 1 — N _
X 3 i=n-1,n-2,..1

Mat Niimar wvldad & 18
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@M Uklady réwnan z macierza trojkatna

Koszt obliczeniowy:

Dla wyznaczenia wektora x nalezy wykonac¢ M
mnozen i dzielen oraz D dodawan:

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Metoda eliminacji Gaussa

AGH

Etap pierwszy (zwany etapem eliminacji ,do przodu”
zmiennych)

Ay X +8,X, +3X; +... Ay X, :b1
Ay Xy + 8o Xy + BpgXg + .o+ 8y, X, =D,

2n”*n

A X +aLX, +a X +...+a X =b

Wymaganych jest n-1 krokéw eliminacji

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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Il

R Metoda eliminacji Gaussa

Krok 1. Od drugiego wiersza odejmujemy pierwszy podzielony przez
a,, i pomnozony przez a,;

@ ap

ay, ay, ay,
Ay X + A, +. = X, = _b1
a; a; a;

Otrzymujemy:

a a a
[azz _fanXZ +"'+(a2n _ﬁaanXn = bz _f

1 1

Il

ki Metoda eliminacji Gaussa
Podobnie postepujemy z pozostatymi wierszami:

Ay X +3X, + A X .+ 3y X, =b1
Ay, Xy + Xy + o+ By X, = b,

AgoXy + 8yXg + ...+ 85, X, =1y

2011-04-14
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lllmlJJ Metoda eliminacji Gaussa

AGH

Krok 2. Powtarzamy procedure kroku 1 dla trzeciego
wiersza b a'y
- M2

By,Xy + BygXy + .ot By X -
22

- . a. . a. A,
22 Ay Ay
AgoXy + 8gaXg + ...+ 85, X, = b,

n

Otrzymujemy:

C Ay, . Ay, . Ay,
(333—_. Qg [Xg | gy — =A%, Xy =b3—=*=b
2 2

mmJJJ Metoda eliminacji Gaussa

AGH

Po kroku 2 otrzymujemy
AyoX, + yaXs + oot Ay X, = D,

2n"*n

AgaXg + .ot 85, X, = Dy

a X +..+a X =h

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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Il

R Metoda eliminacji Gaussa

Pod koniec kroku n-1 uktad rownan przybiera postac:

A Xy +a,X; + AKX o+ X = bl
Ay, Xy + 8yeXg +...+ 8, X, =D,

AgoXg + ...+ A5, X, =Dy

3n"*n

Il

NGH Metoda eliminacji Gaussa

Po przeprowadzeniu n-1 krokéw eliminacji zmiennych
otrzymane rownania mozemy zapisa¢ w postaci
macierzy:

a, a, a3 - a, X bl
0 ay, Ay v a,, X, bz
0 0 gz 0 Ay, X3 |= b3

(n-1) (n1)
0 0 0 0 a"™b|x,| |p™

Otrzymana macierz jest macierzg tréjkatna!

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14

13



mmm Metoda eliminacji Gaussa

AGH

Etap drugi zwany postepowaniem odwrotnym
(podstawieniem wstecznym)

Poniewaz otrzymana macierz jest macierzg tréjkatng korzystamy
ze wzoréw:

b(nfl)
o = 3D
b -a ik, —asx,, - —ash .
Xi — 1 1,1+ 1+ I(,I:;-: 1+ 1,n n dlalzn—l,,l
aii
- n -
X, = e dlai=n-1..1
a. -
1
Mot Niimar wvulddad 6 27
!l GJ! Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa — koszt obliczeniowy

taczna iloS¢ mnozen i dzielen:

M=lneene-ty
3 3

taczna ilo$¢ dodawan:

p=lpilne 3,
3 2 6

Mat Niimar wvldad & pi:]

2011-04-14
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Il

Metoda eliminacji Gaussa - przykiad

AGH
Przyktad:
Czast Predkos¢
(s) (m/s)
5 106.8
8 177.2
12 279.2

Predkosc¢ rakiety zostata przyblizona wielomianem:

v =at?+at+a,, 5<t<12.

Znalez¢ wspotczynniki a;, a,, a; metodq eliminacji Gaussa i
predkosé w chwilit =6 s

svickad A

Mat Niimar w

!”]]J! Metoda eliminacji Gaussa - przykiad

v =at’+a,t+a,, 5<t<12.

t? t 1|[a, Vv,
t2 t, 1|la, |=|v,
t2 t, 1| a, v,

t, =5s,v(5) =106,8m/s
t, =8s,v(5)=177,2m/s
t; =12s,v(5) =279,2m/s

25 5 1][a,] [106.8
64 8 1l|a,|=|177.2
144 12 1l|la,| |279.2

srvickad &

Mat Niimar w

2011-04-14
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@M Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

25 5 1 : 106.8 Podzieli¢ rownanie 1 64
64 8 1 : 177.2 przez 25 i pomnozy¢ —=2.56

25
144 12 1 © 2792 przez 64

I5 5 1 : 106.8x256= |4 12.8 256 : 273.408_

Odja¢ wynik od réwnania nr 2 o8 1 : 177.2_
-4 128 256 @  273.408
b -48 -156 @ -96.208
25 5 1 106.8
Otrzymujemy 0 —48 -156 @ —96.208
144 121 i 2792

mmJJJ Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

AGH
S ! 106.8 Podzieli¢ réwnanie 1 144
0 -48 -156 : -96.208| przez 25 i pomnozy¢ 5 5.76
144 12 1 i 2792 przez 144

I5 5 1 : 1068x576= J44 288 576 : 615.168

Odja¢ wynik od rownania l44 12 1 279'2—_
nr 3 ~f44 288 576 :  615.168_
b -168 -476 : -335.968
. ... |25 5 1 : 106.8
Po pierwszym kroku eliminacji .
0 -48 -156 : -96.208

0 -16.8 -4.76 : -335.968

2011-04-14
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AG
(25 5 1
0 -48 -1.56
0 -16.8 —4.76
b -48 -156

Odja¢ wynik od rownania

nr3

Po drugim kroku eliminacji

Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

106.8 Podzieli¢ réwnanie 2 —16.8 35
~96.208 | Przez-4.81 —48
pomnozyc przez -
-335.968| 16.8
~96.208 x35=  -16.8 -546 : -336.728
b -168 -476 335.968
~-p -168 -546 : -336.728_
i 0 07 0.76
25 5 1 106.8
0 -48 -156 : —96.208
0 0 07 0.76

AGH

25 5 1

0 -48 -156
0 0 0.7

Obliczanie a;

Mat Niimar

wvlcdad &

106.8] [25 5 1 la
~96.2|=| 0 -48 -156||a,
0.7 0o 0 07 |la

Eliminacja wsteczna

0.7a,=0.76
0.76
a,=——0
0.7

a, =1.08571

Metoda eliminacji Gaussa - przykiad

106.8

=1-96.208

0.76

2011-04-14
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!"]J]! Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

25 5 1 7la] [ 1068
0 -48 -156||a,|=|-96.208
0 0 07 |la 0.76

Obliczanie a,

—4.8a,-1.56a, = —96.208
| —96.208+1.56a,

a, = a; =1.08571
—48
 —96.208+1.56x1.08571
2 —4.8
a, =19.6905

Il!"]]]! Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

25 5 1 7la,] [106.8
0 -48 -156||a,|=|-96.2
0 0 07 |la]| | 076

a;=1.08571  a, =19.6905

Obliczanie a; 25a, +5a, +a, =106.8
106.8—-5a, —a
a = 2 9

25

_ 106.8-5x19.6905 —1.08571
25

=0.290472

Mat Niimar wvldad &
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Il

. Metoda eliminacji Gaussa - przykiad

25 5 1f|a 1068
64 8 1l||a,|=|1772
144 12 1||a, 279.2
Rozwigzanie:

a, | [0.290472
a, | =| 19.6905
a,| | 1.08571

v=at? +a,t +a, =0.290472t? +19.6905t +1.08571, 5<t<12

v =0.290472 € > +19.6905 € 1.08571 =129.686 m/s.

Mat Niimar wvlddad &

lllmIJJ Metoda eliminacji Gaussa

Wady metody:
e Moze nastgpi¢ zatrzymanie procesu obliczen w powodu
dzielenia przez zero.
¢ Jest szczegdlnie podatna na narastanie btedu zaokraglenia.
Zalety metody:

e Liczba wykonywanych dziatan w metodzie eliminacji Gaussa
jest bez poréwnania mniejsza niz przy pomocy wzoréw

Cramera

W przypadku 15 réownan:

M=1345 mnozen w metodzie eliminacji Gaussa i M=5-1012 dla
wzoréw Cramera

Maszyna cyfrowa wykonujgaca 105 mnozen na sekunde:
0,01 s w metodzie eliminacji Gaussa i ponad rok dla wzoréw Cramera

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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@“JIJ! Metoda eliminacji Gaussa

Dzielenie przez zero moze wystgpi¢ podczas kazdego
kroku eliminacji zmiennych

12 10 -7][x] [15 12 10 -7][x] [15
6 5 3| x|={14]—> |0 0 65[x|=|65

24 -1 5 ||x,| |28 0 /=21 19 ][%] [-2

w nastepnym kroku, dzielenie przez zero

Mat Niimar wvlddad &

Il

AGH

Rozwigzanie
doktadne

Mat Niimar wvldad &

Metoda eliminacji Gaussa

Uktad réwnan:

20 15  10[x
—3 —2249 7 ||x,
5 1 3||x

Rozwigzanie z
doktadnoscia

6 cyfr dziesietnych
w kazdym kroku

X, 0.9625
X, |=| 105
X; | |0.999995

45
=|1.751

Rozwigzanie z
doktadnoscia

5 cyfr dziesietnych
w kazdym kroku

Xy 0.625
X, |[=| 1.5
X3 | |0.99995

2011-04-14
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@“JIJJ Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa-Crouta (ang. partial pivoting)
- z czeSciowym wyborem elementu podstawowego

e Zapobiega dzieleniu przez zero.
e Zmniejsza btad numeryczny.

Elementem podstawowym nazywamy ten element macierzy A,
za pomoca ktorego eliminujemy zmienng z dalszych réwnan.
Dotychczas jako elementy podstawowe wybieraliSmy element
lezacy na diagonali a
kk

Stosujac czesciowy wybdr elementu podstawowego wybieramy
ten z elementéw k-tej kolumny w k-tej macierzy, ktéry ma
najwiekszy modut. Przez zmiane kolejnosci wierszy w macierzy
mozna uzyskac element podstawowy lezgacy na diagonali

Mat Nuiimar wuldad & 41
lllmlJJ Metoda eliminacji Gaussa
AGH
Przyktad :
25 5 1||a 1068
64 8 1||a,|=|1772
144 12 1||a, 279.2
Wartoéci w pierwszej kolumnie to:  |25],(64], [144]
25 5 1 : 106.8 144 12 1 ' 2792
64 8 1 : 1772 —|64 8 1 : 177.2
12 1 : 279.2 25 5 1 : 106.8

Zamiana wiersza trzeciego z pierwszym

Mat Niimar wvldad & 42

2011-04-14
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Il

Metoda eliminacji Gaussa

AGH
Przyktad :
25 5 1|[a 1068
64 8 1||a,|=[1772
144 12 1||a,| |2792
Wartoéci w pierwszej kolumnie to:  |25),(64],[144
25 5 1 106.8 144 12 1 279.2
64 8 1 1772 |64 8 1 177.2
12 1 279.2 25 5 1 106.8

Zamiana wiersza trzeciego z pierwszym

Mat Niimar wvlddad &

Metoda Gaussa — Crouta w obliczaniu

Il

wyznacznikow
AGH

Obliczy¢ wyznacznik macierzy [A] 25 5 1
h-164 8 1
144 12 1

Po eliminacji Gaussa ~ 25 5 1

B-=|0 -48 -156

0 0 0.7

Uzyteczne twierdzenie: Jezeli macierz B powstaje z
macierzy A przez dodanie lub odjecie od jednego
wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe to
nie zmienia to wyznacznika

det(A)=det(B)=25 (-4,8) (0.7)=-84,00

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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mmlJJ Metoda Gaussa — Crouta w obliczaniu
wyznacznikow
AGH
Po zastosowaniu metody czesciowego 144 12 1
wyboru elementu podstawowego _
otrzymaliSmy macierz[C] I: = 0 2917 0.8264
0 0 -0.2

Uzyteczne twierdzenie: Jezeli macierz B powstaje z
macierzy A przez przestawienie jednego wiersza z
drugim to zmienia sie tylko znak wyznacznika

det(C)=(-)(-)det(B)=144 (2.917) (-0.2)=-84,00

/ tu wystapito dwukrotne
przestawienie wierszy

Mat Niimar wvlddad &

Metoda Gaussa — Seidla

Uktad n réwnan z n niewiadomymi:

A X+ aoX, + X+ A X = b1
Ay X + 850X, + ApaXs +...+ 8, X =D,

a X +a,X,+a X +..+a, X =D

n

23



Il

Metoda Gaussa — Seidla

AGH
Przeksztatcenie rownan do postaci:
X, = by —aX; —asXs ... — Xy z rownania 1
ayq
X _ b2 - 8.21X1 - 8.23X3 ...... - aZan , .
2 = Z rownania 2
ay)
-z n-1
X _ bn—l - an—l,lxl - an—l,ZXZ """ - an—l,n—ZXn—Z - an—l,n Xy
n-1—
anfl n-1
b, —a X —a,,X, —...... —a, . X, , .
Xn __n n1”™1l n2”2 n,n-1n-1 z réwnania n
a

Mat Niimar wvlddad &

54

Metoda Gaussa — Seidla

Posta¢ ogdlna dla i - tego réwnania

n
j=1

xizL,izl,Z,...,n.

Qi

Jest to metoda iteracyjna

2011-04-14
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@“JIJ! Metoda Gaussa — Seidla

Zaktadamy poczatkowe wartosci od x; do x,, i
podstawiamy je do wczesniej przeksztatconych rownan

Obliczamy btad wzgledny uzyskanych nowych wartosci:

new old
. —X.

i i
new

X,

X «100

‘ea‘i =

Procedure powtarzamy iteracyjnie az do uzyskania
odpowiedniego wartosci o zadawalajacym btedzie.

Mat Niimar wvlddad &

56

ok Metoda Gaussa - Seidla
Przyktad:
Czast Predkos¢
(s) (m/s)
5 106.8
8 177.2
12 279.2

Predkosc¢ rakiety zostata przyblizona wielomianem:

v =at® +a,t+a,, 5<t<12.

Znalez¢ wspétczynniki a,, a,, a; metoda Gaussa-Seidla i predkos¢

wchwilit=6s

Mat Niimar wvldad &
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mmlJJ Metoda Gaussa — Seidla
AGH
) _
Postaé rownania: t ot 1lja Vi
t; t, 1|la, =]V,
t t 1)la Vs |
I 25 5 1][a 106.8 ]
Po wstawieniu
danych: 64 8 1|la, |=|177.2
144 12 1||a, 279.2 |
, . ) a, 1
Wartosci przyjete do _|
pierwszej iteracji: a | =
a, 5

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Metoda Gaussa — Seidla

Przeksztatcenie rownan:

Q= 106.8-5a, —a,

1

25
25 5 1|[a,] [106.8
64 8 1||a,|=|1772 2:177.2—64a1—a3
144 12 1||a,| |279.2 8

| 279.2-144a, -12a,
1

3

Mat Niimar wvldad &
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Il

AGH

iy

1

w

P o
Il
o N e

Metoda Gaussa — Seidla

Pierwsza iteracja:

a, = =3.6720

a; = =-155.36

106.8-5(2) — (5)

25

~

_177.2-64€6720 > € oo

8
279.2-144€.6720 :—12 € 7.8510

~
A

1

wvlckad &

Mat Niimar

Il

AGH

Metoda Gaussa — Seidla

Znajdowanie btedu wzglednego pierwszej iteracji:

xnew _ yold S .. .
|€a|_= i newi %100 Wyniki pierwszej iteracji:
1
X
' a, 3.6720
3.6720 —1.0000 a, |=|—7.8510
=== %100 = 72.76%
‘ea‘1 3.6720 X 0 a, —155.36
€., = ‘7'8%08"51260000 x100 =125.47% Maksymalny
' btad wzgledny
to 125.47%
€., = ~155.36-50000), 149 _ 103.220%
3 —155.36

wvlcdad &

Mat Niimar

2011-04-14
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lllm]JJ Metoda Gaussa — Seidla

AGH

Druga iteracja:

a, 3.6720 _ ~

iR a :106.8 5€7.8510 --155.36 —12.056
a, |=|-7.8510 25
a, | |-155.36

L _ 177.2—-64€2.056 -155.36
Wyniki pierwszej a, = < g = =-54.882
iteracji:

a, = 279.2—144(2.056/—12(54.882/: _708.34

1

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Metoda Gaussa — Seidla

Znajdowanie btedu wzglednego drugiej iteracji:

12.056 -3.6720

el =5 ggg[¥100=69.543% g | | 12.056
' a, | =|-54.882
-+ a,| |-798.54
leal, = ~54.882- € 7.8510 L) 5 _ g5 6959
—54.882
Maksymalny
- btad wzgledny
., = “798'347;8"3155'36«100=8o.540% to 85.70%

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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Il

Metoda Gaussa — Seidla

AGH
0
Iteracja a €., % a, €|, % as €|, %
1 3.6720 |72.767 |-7.8510|125.47 |-155.36|103.22
2 12.056 |69.543 |-54.882|85.695 |—798.34|80.540
3 47.182 |74.447 |-255.51|78.521 |-3448.9|76.852
4 193.33 |75.595 |-1093.4|76.632 |-14440 |76.116
5 800.53 |75.850 |-4577.2|76.112 |-60072 |75.963
6 3322.6 |75.906 |-19049 |75.972 |-24958 |75.931
0
a, 0.29048
Wyniki kolejnych iteracji rézniq sie _
: . a, [=| 19.690
zacznie od prawidtowych:
a, 1.0857
Kiedy zatem ta metoda jest zbiezna?
Mot Niimar wvulddad 6 64

Il

AGH

Metoda Gaussa — Seidla

Jezeli macierz jest silnie diagonalnie dominujaca to
metoda Gaussa-Seidla jest zbiezna

dla wszystkich j

n
ail= ¥ g
J=1, j#i

n
‘aii‘ > _ 12 _aij przynajmniej dla jednego i
j=1, j=#i

Mat Niimar wvldad & 65
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Il

Metoda Gaussa — Seidla
AGH

Przyktad macierzy diagonalnie dominujacej

12 3 -5
1 5 3
3 7 13

8| > |ay,| +[ays| =8

8y, = |8y | +|ays| =4

8gs| = [ag,| +[ag,| =10

Mat Niimar wvlddad &

Rozkiad LU
AGH

Rozkfad LU to kolejny sposéb na rozwigzanie uktadu n
rownan z n niewiadomymi

Ax=D
Macierz A mozna przedstawic jako:

A=LU
gdzie:
L - dolna macierz trojkatna
U - gérna macierz tréjkatna

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14
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il st

AGH

Zapisujac uktad rownan: I\:l( := I::

IV k=F
Zaktadajac ze: =LV J

el S S N e Sl

ae: 2= IR k=L1"FE L k=L
e [D=b VKGR

macierz

jednostkowa zatem: lJ ]< — I_——l I:'

lumlJJ Rozktad LU
VISR

Mozna zapisaé l" ]( :Z t l-il l3:= t:
l

3 £

2011-04-14
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@“J]JJ Rozktad LU

Jesli dany jest uktad rownan:
Nalezy dokona¢ dekompozycji macierzy A na macierze
L oraz U

Rozwigzac¢ uktad rownan w poszukiwaniu macierzy Z:
Rozwigzac uktad réwnan w poszukiwaniu macierzy X:

P k=EF

Mat Niimar wvlddad &

mmlﬂ Rozktad LU

Dekompozycja macierzy A na L oraz U:

1 0 Ofju,; u, U,

l\:: I-]J:: 1 00 wuy, uy

gzl
Uy fy 1[0 0 ug

U - jest macierzg wyznaczang podczas pierwszego
etapu eliminacji Gaussa

L - jest macierzgq wspdtczynnikdéw uzytych podczas
pierwszego etapu eliminacji Gaussa

2011-04-14
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@“JIJJ Rozkiad LU - przykiad

Aby odnalez¢ ksztatt obiektu z obrazéw powierzchni w trzech
kierunkach, trzeba rozwigza¢ np. nastepujacy uktad réwnan:

0,2425 0 —-0,9701 || x, 247
0 0,2425 -0,9701 || x, |=| 248
-0,2357 -0,2357 -0,9428 || X, 239

Po prawej stronie znajdujg sie natezenia sSwiatta od s$rodka
obrazu. Macierz wspotczynnikow zalezy od kierunku zrodta
Swiatta w stosunku do aparatu. Niewiadomymi sg intensywnosci
obrazu, ktére beda okresla¢ ksztatt obiektu. Odnajdziemy
wartosci X1, Xo, X3 Za pomoca dekompozycji LU

Mat Niimar wvlddad &

LL"]]IJJI Rozktad LU - przykiad cd.

Rozwigzanie:

1 0 Ofu, U, U,

l\:: I-]J:: ly 1 0 O Uy, Uy
ly fy 100 0 ug

Poszukujemy macierzy [L] i [U].
Macierz [U] wyznaczymy metodg eliminacji Gaussa.

2011-04-14
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@M Rozkiad LU - przykiad

Krok pierwszy:

_ 0,2425 0  -09701
wiersz2—| ez oy 2| o 0,2425 —0,9701
0,2425
~0,2357 -0,2357 —-0,9428
_ 02425 0  -09701
wiersz3 {W'eiﬂ x(-0,2357)=| 0 02425 —0,9701

’ 0 -0,2357 -1,8857

Mat Niimar wvlddad &

@“JJ! Rozkiad LU - przykiad

Krok druqi:

wiersz2

wiersz3— 0,2425 -0,9701
0,2425

0 0 —-2,8286

0,2425 0 -0,9701
:|>< (-0,2357)=| O

Macierz wspotczynnikow

[U] wynosi: Wyzn_aczam.y
macierz [L]:

02425 0  -0,9701 Lo

b= o 02425 -09701 -l 1
0 0 -28286 0. 1,

0
0
1

Mat Niimar wvldad &
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@M Rozkiad LU - przykiad

Znajdowanie macierzy L:

1 0 O
. a 0
2 10 Z pierwszego €21=a—21=m=0
ly ly 1] kroku znajdowania uo
macierzy U ) _dn_—02357 oo
% a, 02425 ’
z drugiego kroku
. . a;, —0,2357
znajdowania lyp=—2= =-0,97196
. a, 0,2425
macierzy U

Mat Niimar wvlddad &

@“‘]J!J, Rozkiad LU - przykiad

Kiedy macierze [L] i [U] sq znane, sprobujemy rozwigzac

uktad [L][Z]=[CI:

1 0 0l[z,] [247
0 1 0|z, |=|248
~0,97196 -097196 1|[z,| |239

z, =247

z, =248

z, =239 —-(-0,97196)z, — (-0,97196)z,
z,=72012

2011-04-14
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o Rozktad LU - przyktad
z, 247
[Z]=|z,|=| 248
z,| |720,12
Znajac juz [Z] rozwigzujemy
uktad [U][X]=[Z]
0,2425 0 —-0,9701 || x, 247
0 0,2425 -0,9701 || x, |=| 248
0 0 —2,8286 || X, 720,12

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Rozkiad LU - przykiad

Rozwigzujgc uktad rownan:

0,2425, + (~0,9701)x, = 247
0,2425X, + (~0,9701), = 248
—2,8286X, = 720,12

otrzymamy szukany wektor x:

x,| [ 010905
X, |=| 4,2328
X, | |-254,59

Mat Niimar wvldad &
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@M Rozkiad LU - przykiad

Zadanie domowe:
Rozwigzac¢ uktad opisujacy 3-fazowy obwdd AC:

[0.7460 -0.4516 0.0100 -0.0080 0.0100 —0.00801[7,,] [ 120 ]
10.4516 0.7460 0.0080 0.0100 0.0080 0.0100 ||/, | | 0.000
10.0100 —0.0080 0.7787 —=0.5205 0.0100 —0.0080 fh_:_:—ﬁ{).l’}o
10.0080  0.0100 0.5205 0.7787 0.0080 0.0100 ||, | | —103.9
10,0100 —0.0080 0.0100 —0.0080 0.8080 —0.6040 1“_: |~ 60.00
10.0080  0.0100  0.0080 0.0100 0.6040 0.8080 ||/, | | 103.9 |

Find the valuesof /., 1. 1,

4,1, 1 .and [/ using LU decomposition.

cr ®

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Szczegolny przypadek dekompozycji LU
AGH - dekompozycja Choleskiego

Jesli macierz A uktadu réwnan jest macierza
symetryczng dodatnio okreslong to jej
dekompozycja LU ma prostszg postac

nazywang

dekompozycjg Choleskiego

Mat Niimar wvldad &

2011-04-14

37



mmlJJ Szczegolny przypadek dekompozycji LU
AGH - dekompozycja Choleskiego

Macierz tréjkatna gérna U ma takg samg zawartosé
elementowg jak macierz trojkatna dolna L.
Wyznaczy¢ trzeba dwukrotnie mniej elementéow

macierzy.

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Szczegolny przypadek dekompozycji LU
AGH - dekompozycja Choleskiego

Poszczegolne elementy macierzy L sg wyznaczone
wg zaleznosci:

Mat Niimar wvldad &
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mmlJJ Szczegolny przypadek dekompozycji LU
AGH - dekompozycja Choleskiego

Aby przeprowadzi¢ rozktad LLT nalezy wykonag:

1 3 1 ) 2 o ..
B peracji
M= gn +—-N"——N mnozenia i dzielenia
1,1, 1 Operacji
peracji
D=—n"+-n"+-n dodawaniai odejmowania
6 2 3 ’

n — obliczen pierwiastka kwadratowego

Mat Niimar wvlddad & 84

@“‘]J! Problem wtasny - pojecia podstawowe

Czesto przy tworzeniu modeli matematycznych wykorzystywanych do
symulacji zjawisk fizycznych czy zachowania sie ukfadu, zachodzi potrzeba

rozwigzania tzw. problemu witasnego:

Axkzﬂ'kxk A= l‘ii:

-A jest macierzg kwadratowa o wymiarach n x n
-X, jest wektorem wtasnym macierzy odpowiadajgcej wartosci wkasnej A,

Mat Niimar wvldad & 85
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@“JIJ! Problem wlasny - pojecia podstawowe

Ciag wszystkich wartosci wlasnych nazywamy widmem macierzy A i
oznaczamy Sp(A). Z definicji wartosci i wektora wlasnego wynika:

(A—A1)x=0
Macierz (A-Al) jest osobliwa, wiec:
det(A—Ax =0

Wyznacznik ten jest wielomianem stopnia n zmiennej A:

w(A) =det(A- A1) =(-D)"(1" +a _ A" +..+a,)

Mat Niimar wvlddad & 86

@“‘]J! Problem wtasny - pojecia podstawowe

Dla dowolnej macierzy A istnieje macierz nieosobliwa P (ktéra moze miec
elementy zespolone) i zachodzi pomiedzy nimi zwigzek:

J, 0 .. 0 (2 1 0 .. 0 0]
ipp_ |0 do 0 O o0 AL 00
0 00 .. 4 1
0 0 .. J, 0 0 0 .. 0 4]

Powyzsza macierz definiuje posta¢ kanoniczng Jordana:

k=12..K<n
ﬂ,i- jest wartoscig wlasng macierzy A i moze wystapi¢ w wielu macierzach J,

Mat Niimar wvldad & 87
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@M Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Jesli:
w(A) =det(A— A1) =0

jest rownaniem charakterystycznym macierzy A to:

w(A)=0

Mat Niimar wvlddad &

mmJJJ Metoda Krytlowa poszukiwania zer
rownania charakterystycznego

n-1
W) =2"+> bA =0

i=0

Korzystajac z poprzedniego twierdzenia:
n-1
W(A)=A"+> A =0
i=0
Co dla dowolnego wektora y daje:

n-1 . :
Av+ > bAy=0 Do jego utworzenia
Y ; Y potrzeba jednak

n® obliczen
oraz 1/3*n3
Ukfad n réwnan na n niewiadomych: by, b;,b,,....b,;  aby go rozwiazaé

Mat Niimar wvldad &
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mmm Wyznaczanie wartosci

tasnych metoda LR
AGH B y a

W metodzie tej iteracyjnie przeksztalcamy macierz A uzyskujac ciag:

A=A > A —>...—> A,

w ktérym ostatni element stanowi macierz tréjkatng gorna.
Elementy diagonalne macierzy A, stanowig natomiast ciag wartosci
wiasnych macierzy A czyli

lim aﬁ) =1

i—>w

i

Mat Niimar wvlddad & 90

i wyzmaczanion i

tasnych metoda LR
AGH B y a

W kazdej iteracji wyznaczamy rozktad A; na iloczyn macierzy trdjkatnej
dolnej L z jedynkami na diagonali oraz macierzy trojkatnej gérnej R:

A=LR
Przeksztatcamy macierz w nastepujacy sposob: Rozktad LR moze
nie istnie¢ i/lub
- L . R.=RL jego znalezienie
Aﬁ+1 i+1" i+l (| jest ile
uwarunkowane

Macierze A, oraz A;,; sa podobne

Aﬁ = LiRi’ L;lAi = Ri’ ARiil = I—i
A.=RL = Li_lALi =R ARi_l

Mat Niimar wvldad & 91
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mmm Wyznaczanie wartosci

tasnych metod R
i w y aQ

Metoda wywodzi sie z metody LR, przy czym macierz L zastgpiono
macierzg ortogonalnag Q przez co metoda jest stabilna numerycznie.

A=A
Ai:QiRi QHQ=|
Aa=RQ

gdzie: R jest macierzg trojkatng gorna, a Q jest macierza ortogonalna.

Mat Niimar wvlddad & 92

i wyzmaczanion i

1 h tod R
e witasnych metodq Q

W metodzie QR otrzymujemy ciag macierzy:

A=A >A —>...> A,

Macierze te sg do siebie podobne wiec majg te same wartosci wtasne. Jesli
m jest duze wéwczas spodziewamy sie ze na diagonali A, bedg znajdowac
sie wartosci wiasne A.

Wada metody QR jest wolna zbieznos¢ dla macierzy petnych.
Metoda jest szybkozbiezna dla macierzy rzadkich
(macierzy tréjdiagonalnych i macierzy Hessenberga)

Mat Niimar wvldad & 93
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Ll\l“JIJJl Macierze rzadkie

Macierzg rzadkg nazywamy macierz, w ktorej
wiekszos¢ elementdw ma takg samg wartosc,
najczesciej zerowa.

Rzadkie macierze wystepujg w procesie
rozwigzywania wielu rownan z dziedziny teorii sieci
elektrycznych i systemow energetycznych, genetyki,
socjologii, teorii grafow itd.

lllm]JJ Macierze rzadkie

Rzadkie macierze przechowuje sie w pamieci w
postaci upakowanej (tzn. nie przechowuje sie w
pamieci elementdéw zerowych). Taka forma pozwala
na przetwarzanie wiekszych macierzy, niz bytby to
mozliwe w tradycyjny sposéb.

W niektorych przypadkach czas przetwarzania
macierzy zmniejsza sie dodatkowo z tego powodu,
ze pakowanie eliminuje obliczenia trywialne, na
przyktad mnozenie przez zero.

2011-04-14
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il

AGH

Jesli A, jest wartoscig wtasng macierzy A i x, odpowiadajgcym jej
wektorem wtasnym oraz dla dowolnego wektora v o wiasno$ci:

vix =1
Macierz zredukowana:

W1 = A_;ileVT

Ma te same wartosci co macierz A oprécz A, ktora jest zerem.

Mot Niimar wvulddad 6 96

@“‘]J! Redukcja macierzy — metoda Hotellinga
Metoda jest skuteczna tylko w przypadku macierzy symetrycznych:

V=X
Macierz zredukowana:
-
W, =A-AX X%
Mat Niimar wvuldad 6 97
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!"]J]J! Redukcja macierzy — metoda Wielandta

Wektor v definiujemy nastepujgco:

T AjO
V="
A X
Macierz zredukowana:
A.
. _ T . Xl jOo
W, =A-AXxV = Xl(j)
j-ty wiersz X1A'o
macierzy W, (\Nl)jo — Ajo — (_; =0
jest réwny zero le
Mat Niimar wvwvlcdad A 98
@“‘]J!Jl Uogodlniony problem wilasny

Uogdlniony problem witasny definiujemy nastepujgco:
AxX = ABX

A i B sg macierzami kwadratowymi

SPROWADZAMY ROWNANIE DO ZWYKLEGO PROBLEMU WLASNEGO
-1
BAX=Cx = AXx

JAK ZNALEZC B1 ?

Mat Niimar wvldad & 99
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@“JIJJ Uogélniony problem wiasny

W przypadku, gdy B oraz A sg macierzami symetrycznymi mozemy postuzy¢
sie rozktadem Choleskyego

B=LL
BB =1 =LL (L")
B—l :(LT)—l L—l

Wykorzystujac rozktad LLT mozna znalez¢ macierz podobna do B-1A

LT (B—lA)(LT)—l — LT (LT )—l L—lA(L—l)T

— L—lA( L—l)T

=G
Mat Nuiimar wuldad & 100
lllmlJJ Uogodlniony problem wilasny

AGH

Dzieki temu przeksztatceniu, macierz G jest symetryczna jak A i posiada
identyczne widmo warto$ci wtasnych. Jak znalezé G?
Najpierw nalezy znalez¢ macierz F:

_ Rozktad LLT wymaga
F=AL"" ! .
o ) . wykonania 1/6*n® mnozen
Rozwigzujac uktad réwnan: awyznaczenie macierzy G
FLT = A 2/3*n® mnozen.
_ ' Macierz G jest
A nastepnie wyznaczamy G: symetryczna wiec w celu
-1 wyznaczenia jej wartosci i
G=L"F wektoréw wiasnych
korzystamy z metod
przeznaczonych dla tej

LG=F klasy macierzy.

Rozwigzujac ukiad réwnan:

Mat Niimar wvldad & 101
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