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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wiasnosci sprezyste ciat stalych
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napr_eier]ie e naprezenie naprezenie
rozciagajace $cinajace objetosciowe

Wzgledne odksztatcenie ciata zalezy od naprezenia

naprezenie to sita odksztatcajgca odniesiona do jednostki pola powierzchni,
na jakg dziata

naprezenie = (modut sprezystosci) - (odksztatcenie)

gdy probka powraca do pierwotnych wymiardw po usunieciu haprezenia
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozcigganie i sciskanie

Naprezenie o definiuje sie jako: © :I;

gdzie F jest wartoscig sity przytozonej do ciata w miejscu, w
ktorym ciato ma pole S przekroju prostopadtego do kierunku

dziatania sity pelaiscic
prdl

naprezenic

Miarg odksztatcenia jest wielkoSC  igcrace
bezwymiarowa AL/L — wzgledna anica

zmiana dtugosci sprezystosci

W granicach sprezystosci czyli

zakres odksztalcen
trwaiych

<
dla matych odksztatcen FAL S e
obowigzuje prawo Hooke'a — —F—— &
E- modut Younga S L =0 odksztalcenie (AL/L)
wyklad8 2011/2012, zima 3

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wybrane wiasnosci sprezyste pewnych materiatéw

Materiat Gestos¢ p | Modut Younga E | Naprezenie Granice
(kg/cm3) (10° N/m2) niszczace sprezystosci
(108 N/m?2) (108 N/m?2)
Stal2 | 7860 200 400 250
Al 2710 70 110 95
Beton ¢| 2320 30 40° -
Kos¢ | 1900 gb 170° -

a stal konstrukcyjna ASTM-A36, b przy Sciskaniu, ¢ o

wykladg duzej wytrzymatosci 4




Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Naprezenie scinajgce

W przypadku odksztatcenia poprzecznego (sScinania)
naprezenie o definiuje sie réwniez jako: F
G =—

S
ale sita dziata réwnolegle do powierzchni S

Miarg odksztatcenia jest wielkos¢ &
bezwymiarowa Ax/L T ; F
| I
4 !
F AX L | y
c-a | |
'\ 7
modut Scinania
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Naprezenie objetosciowe

Naprezeniem jest cisnienie p cieczy l

o
= TT—AY
—

/

T“’\

F \J{.- e
p= 3 _L, .

Jednostkg cisnienia jest 1 Pa = 1N/m?2

Miarg odksztatcenia jest wzgledna zmiana
objetosci AV/V

_K AV K - modut sprezystosci
P=8 objetosciowej lub modut
Scisliwosci
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przyktad 1 Na dnie Oceanu Spokojnego, ktérego srednia
gtebokos¢ jest rowna okoto 4000 m, panuje ci$nienie 4,0-107
N/m?2. lle wynosi, zwigzana z tym ci$nieniem, wzgledna
zmiana objetosci AV/V wody a ile kulki wykonanej ze stali?
Modut $cisliwosci wynosi 2,2 -10° N/m? dla wody, a dla stali 16
1010 N/m?2.

Rozwigzanie:
7
ﬂzg dla wody AV: 4-10 =1,8%
V K Vo 22-10°
7
dia kuli stalowej AV _ 4'1010 —0,025%
vV 16-10
wyklad8 2011/2012, zima 7
Wydziat EAIIE

Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Oscylator harmoniczny

sita harmoniczna

F=—-kx

*sita F proporcjonaina do :{;-Pﬂﬂﬂuuuuuﬂﬂﬂnﬂoﬂﬂr-h'

wychylenia x z potozenia %———J ax — BN

rébwnowagi

«zwrot sity: do potozenia Y S

rownowagi : o R

F _AL g K =
-G M

g = ET :> k=ES/L _;'__X'_Qf“’_—::_'“ [ soreevna fomes

Tylko dla matych wychylen x
wyklads z potozenia réwnowagi !!!




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Réwnanie ruchu otrzymujemy z || zasady dynamiki
Newtona

2
F :ma:md—X FWyp:F:_kX
wyp dt2

poroéwnujac i przeksztatcajgc

otrzymujemy ogdlne réwnanie

rézniczkowe oscylatora d2 X
harmonicznego — réwnanie drugiego I’Il—2 +kx=0
rzedu o statych wspétczynnikach, dt
jednorodne
Po podzieleniu przez _ k 2
m, przyjmujac, ze 0 m y —— T O, X= 0
wyklad8 2011/2012, zima 9
Wydziat EAIIE o
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Flzyka
Przypomnienie:

Rownanie oscylatora harmonicznego

2
m=— +kx=0
dt

wyprowadzilismy rowniez z zasady zachowania
energii mechanicznej

wyklad8 2011/2012, zima 10




Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

oscylator harmoniczny
prosty (bez ttumienia i

d2X 9]
—+0,x=0

dt?

bez wymuszenia)

czestosc¢ drgan witasnych

Czestosc¢ drgan wiasnych zalezy wytgcznie od
parametrow uktadu drgajgcego. Dla uktadu masa
m — sprezyna o statej sprezystosci k: o - k

[}

m
Wz6r ten pozwala zawsze okreslic okres drgan T

T:2—n:2ﬁJE
o, k

wyklad8 2011/2012, zima

Wydziat EAIIE
Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Rozwigzanie réwnania oscylatora

harmonicznego prostego . .

T

< T

2 4 = x(t) =x,, cos(mt + @)

) 20

@ | A

N | | \

4 0 1 t .z

Z | | : ‘ . czestosc

z | i wychylenie faza

5 Iy = T 2t zpotozenia amplituda poczgtkows
. 1 — roéwnowagi

czas t | o)

Okres ruchu T = czas, w jakim
wykonywane jest jedno petne
drganie

Amplituda = warto$¢ bezwzgledna
maksymalnego wychylenia z
potozenia rownowagi

czestotliwosc¢ = liczba

drgan (cykli) na sekunde
(jednostka 1Hz)

wyklad8 12




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Predkos¢ w ruchu harmonicznym

+x..; R /s v(t) = % = %(xm cos(mt + (P))

v(t) =—x, osin(ot + Q)

R
taxg, i | [ / . .
2 ( L Przyspieszenie

pzremiceszczenic
|
e
3
e
-

predkosc
[
g
2 o

dv(t) d )
a(t) = ©_ —(~x,,osin(ot + @)
LR | dt dt
2+or,t T | I 2
5 2m | i N
EA /T\ Q a(t) =—x,_ o’ cos(ot + Q)
a / m
E_ % V 2
czas t a=-0Xx
W ruchu harmonicznym przyspieszenie jest proporcjonalne
wykladg do przemieszczenia ale ma przeciwny znak
Wydziat EAIIE . .
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sprawdzenie czy proponowana funkcja
x(t) =x,, cos(mt + @)

jest rozwigzaniem rownania ogolnego:

X 2
? + 0‘)0 x=0
2
: . 2
Nalezy podstawi¢: ——5 =a=-0X . , .
dt do réwnania ogolnego

Otrzymujemy: —0’x + coix =0 zczego wynika, ze

Czestos¢ drgan w prostego

oscylatora harmonicznego jest
wyklad8 rowna czestosci drgan wkasnych w,




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sita w ruchu harmonicznym

. , 2
przyspieszenie a=-m®"x

2
Z |l zasady dynamiki:  Fuyp =Ma=-mo’x

ale sita harmoniczna: F =—kx

k l
Wiemy, ze ®,=— &I _
Y ° Vm  jeszczerazz @~ ® =,

wyklad8 2011/2012, zima

Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Energia w ruchu harmonicznym
energia potencjalna sprezystosci

2
- EN0) + Ey(0) E :kX
N F\ /N N\ F\EWm
\/ A\ \J \ [ \p¥
17\ \/ O \/
\/ \!/ \/ \/

energia

X X X X | Ep=%er2ncosz(oot+q))

! L7 \ 1 \ 7 J =KV . .
AN N NN energia kinetyczna
v 172 T

2
1 2.2 .2 Ekzmv—
E, —Emm X sin” (ot + @) 2

wyklad8 2011/2012, zima 16




Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Catkowita energia w ruchu harmonicznym

1 1 :
E=E +E, = Ekxfn cos’ (ot + @) + Emcozxfn sin’ (ot + @)

ale k = mo’ czyli

E= %l{)gzn(cos2 (ot + @) +sin’ (ot + (p))z %kxfn = const

Catkowita energia mechaniczna prostego
oscylatora harmonicznego jest zachowana

wyklad8 2011/2012, zima 17

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Zaleznos¢ energii oscylatora od wychylenia
z potozenia rownowagi

2
E =kX— parabola

~E(x) + E(x) P 2
E = -
!\. . / E,() E,=E-E,
%
5 Ey(x)
E, —1kxfn e
x 2
—Xm 0 +Xm
I A
odwrécona parabola E, _Ek(xm —X")

wyklad8 2011/2012, zima 18




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przy przechodzeniu przez
pofozenie rownowagi:

X
g \ /‘ - predko$¢ jest najwigksza
§ 0 « r . . . .
§ \L/' przyspieszenie wynosi zero
= —Xm | . .
g o | T ssita wynosi zero
U [ ' ! . . .
, e ! | eenergia kinetyczna jest
) [ L najwieksza
T 0 ;
& v, | Przy maksymalnym wychyleniu z
| potozenia rownowagi:
2+ o ( | « predko$é wynosi zero i zmienia
g znak
& o, ./ ™ ‘przyspieszenie jest najwieksze
Bl -sita jest maksymalna
wyklads energia potencjalna jest
najwieksza
Wydziat EAIIE ) )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Flzyka

PRZYKLADY OSCYLATOROW
HARMONICZNYCH

wyklad8 2011/2012, zima 20




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne

drut

linia odniesienia

wyklad8

réwnanie ruchu z Il zasady dynamiki dla
ruchu obrotowego 21

T=-—x0

moment Kierujacy K zalezy od
dtugosci, srednicy i materiatu z
jakiego wykonano drut

2
I@=‘C

dt?

Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

nieruchomy koniec

drut

linia odniesienia

wyklad8

Wahadto torsyjne

d*o d*e
[—=—xk0=]1—+x0=0
dt? d@tz
2
d—?+£6 =0
dt’> 1
2
ﬂ+0326— 0

2011/2012, zima @ | 22
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne

E] nieruchomy koniec 5 K
W, =—
I
drut
linia odniesienia
e 2n I
" T=—=2n[—
® K

-, - ol ?
\V)gn\wm /

okres drgahn wahadta torsyjnego

2011/2012, zima 23

wyklad8

Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne stuzy do wyznaczania momentu
bezwtadnosci bryt o dowolnych nieregularnych
ksztattach

Przyktad 2. Na rysunku przedstawiono cienki pret o o dtugosci L=12,4 cm i
masie m=135 g zawieszony w srodku na dtugim drucie. Zmierzony okres
T, drgan torsyjnych preta wynosi 2,53 s. Nastgpnie na tym samym drucie
zawieszono ciato X o nieregularnym ksztatcie i zmierzono okres T, ktory
wynosi 4,76 s. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci ciata X wzgledem osi,

wokot ktorej zachodzg drgania.

Dane: o Szukane:
L=12,4 cm=0,124 m 1
m=135 g= 0,135 kg cls s
T,=2,53s L
T,=4,76 s ot
wyklads Y e 24
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie:

Okres drgan wahadta torsyjnego z pretem:

Ta:ZTE\/K N e
K lag ) Lag >

Okres drgan wahadta torsyjnego z ciatem X: ‘ ~
o
I a) cia:r;\.?(
T, =2m, -2
K
Szukany moment bezwtadnosci:
T2 1 T2 Odpowiedz:
[=1,2=—ml’-%
w12 T I, =6,12-10 kg -m?
wyklad8 2011/2012, zima 25
Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

A
punkt -~ |
zawieszenial

Ruch powoduje moment sity ciezko$ci:
m T= fL(Fg sin0) =—-Lmgsin 0

znak minus oznacza, ze moment sity powoduje
zmniejszenie kata 6

Korzystajgc z Il zasady dynamiki
dla ruchu obrotowego:

2
_~F, 050 I-moment bezwtadnosci d-o

Y wahadta wzgledem t=le=1 dtz
Fysing/\ punktu zawieszenia V
N
R 2011/2012, zima 26
FF‘.
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

Zaktadamy, ze kat O jest maty (mate
drgania) czylisin8 =0 :

T=-Lmg0
Réwnanie oscylatora harmonicznego:
d°e
[—+Lmg6=0
dt

Czesto$é drgan: o = /%
(6]
wyklad8 2011/2012, zima I 27

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

coozwfg ale  [=ml?
— S &

Czestosc nie zalezy od masy W, =47

L

punkt "
rawieszenial
I

L
Okres T nie zalezy od masy T =271 |—
g

wzor prawdziwy dla matej amplitudy drgan

wyklad8 2011/2012, zima 28
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadtem fizycznym Wahadto flzyCzne

jest kazda bryta sztywna T=-mghsin®
w ruchu drgajgcym

d’*o :
Iy pres =-mghsin®
dla matych katow 6

d?0
I,— +mgh0=0
0'gz T8

mgh mgh
('00 = = 3
Iy I, +mh

wyklad8 2011/2012, zima 29

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne stuzy do wyznaczania 2
. . . . I, +mh

przyspieszenia grawitacyjnego g w T=2n —

réznych miejscach na Ziemi i nie tylko mgh

Przyktad 3. Przymiar metrowy wykonuje drgania wokét punktu zawieszenia
O, znajdujgcego sie na jednym z jego koncow, w odlegtosci h od jego
srodka masy C jak na rysunku. Mierzgc okres drgan T, wyznaczy¢
przyspieszenie g w tym punkcie na Ziemi.

Rozwigzanie: [ _ 1 .o hoL
sm 12 —5
2
T—ox g = 8n L
3T°
wyklad8 2011/2012, zima 30
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto fizyczne

Kazdemu wahadtu fizycznemu, drgajgcemu wokot danego punktu
zawieszenia O z okresem T odpowiada wahadto matematyczne o dtugosci
L, drgajgce z tym samym okresem T. Wielkosc¢ L, nazywamy dfugoscig
zredukowang wahadfa fizycznego. Punkt znajdujgcy sie w odlegtosci L, od
punktu zawieszenia O nazywamy Srodkiem wahan wahadfta fizycznego dla
danego punktu zawieszenia.
Przyktad 4. Znalez¢ dtugos¢ zredukowang wahadta z poprzedniego
przykfadu i wyznaczy¢ $rodek wahan.
2
S L =2t
T=2n 3 czyli ° 3
g

srodek wahan znajduje
sie w punkcie P

wyklad8 2011/2012, zima 31

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.1

Na rysunku przedstawiono pingwina skaczgcego do wody z trampoliny
majgcej postaé jednorodnej waskiej deski, ktorej lewy koniec jest
zamocowany na zawiasie, a prawy jest oparty na sprezynie. Deska ma
dlugosé L=2m i mase m=12 kg; stata sprezystosci k wynosi 1300 N/m. Gdy
pingwin skacze do wody, deska i sprezyna zaczynajg wykonywac drgania
o matej amplitudzie. Zakltadamy, ze deska jest wystarczajgco sztywna by
sie nie ugina¢. Wyznaczy¢ okres T drgan.

HRW, 2

"Bl Adte

Ve
[}
|/
| LA

A

-]

=3

g

wyklad8 2011/2012, zima 32
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny ttumiony
Sita oporu = sita Stokesa

g sztywne

x
! zawieszenie
|
F =-bv
g stala
M sprezystosci k

stata tumienia
sita wypadkowa FW =-bv—-kx

z Il zasady dynamiki
lopatka ma = —bv —kx

stala tlumienia b )
_ d x
czyli m——-=-bv—kx
dt
wyklad8 2011/2012, zima 33
Wydziat EAIIE
Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Réwnanie ogdélne oscylatora harmonicznego

ttumionego
2
d bd—X kx=0
dt dt
d>x bdx k d’x ldx
— 4+ ——+—x=0 > +—t =0
dt? Tmdt m dt? 1 dt OoX
B0 czas relaksagiji
2m d2
1 +2 —+03 x=0
=357y b dt® ,B

wspotczynnik ttumienia
2011/2012, zima

34

wyklad8
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie réwnania oscylatora harmonicznego

ttumionego
2
d—); + 2Bd—x +ox=0
dt dt
Dla matych wartosci wspotczynnika ttumienia, proponujemy
rozwigzanie periodyczne, w ktérym amplituda oscylacji maleje

wyktadniczo z czasem x(t) = e—BtZ(t)

z(t) jest rozwiazaniem prostego oscylatora harmonicznego

wyklad8 35

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sprawdzamy, czy funkcja x(t)=e'z(t) jest rozwigzaniem

réwnania d2
2B +mx 0

Umowa:
) dz d’z
=92 . _dz
_ e Btz(t)+e Btz(t)ﬁ z(t) dt (t) dt?
2 Uzyteczne twierdzenie:
d—f =Bl P'z—2BePz(t) + ez y
dt (fg)”: fng + Zf'g"i‘fg”

7+ (O)i — B2 z=(  Jesttoréwnanie oscylatora ® = —p’
harmonicznego prostego gdy

w2 wedy  Z(t) = Acos((x)t + (1))

wyklad8 2011/2012, zima 36

18



Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie réwnania oscylatora harmonicznego

ttumionego

— 2
x(t)=x, exp(btj cos(ot +¢) o' =o) B =0 - (b)

2m om
amplituda'zalezna od czestos¢ drgan rézna od

czasy czestosci drgan witasnych i
zalezna od tlumienia
/xme-bn—.’m

=

I M ”ﬁ)f\ TR
NI il B v oXLS

—bizn
—Xn€
m 37

X

wyklad8

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie réwnania oscylatora harmonicznego
thumionego w postaci periodycznej x(t)=Aexp(-Bt)cos(wt +¢)

jest mozliwe tylko dla matych ttumien, tzn. gdy p<o,
ze wzgledu na warunek 2 = o2 —B*>0
Przypadek p=o, nazywamy krytycznym

Dla B>, mamy rozwigzanie aperiodyczne

wyklad8 2011/2012, zima 38
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Logarytmiczny dekrement ttumienia

A(t) =x,, eXp(_—btj =A, exp(_—btj A, =A(t=0)
2m 2

m

Logarytmiczny dekrement ttumienia A jest to
logarytm naturalny ze stosunku kolejnych amplitud

A=In Ay
An+1
—B(t+T) b
AT e b
A(t) e P! 2m
wyklad8 2011/2012, zima WSpé*Czynnik 39

ttumienia

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.2

Zastanowic sie nad interpretacjg fizyczng czasu
relaksacji. Obliczy¢ ile razy zmaleje amplituda drgan
oscylatora ttumionego w stosunku do amplitudy
poczatkowej w czasie rownym czasowi relaksacji.

wyklad8 2011/2012, zima 40
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Straty mocy a wspétczynnik dobroci Q
Wspdtczynnik dobroci Q uktadu drgajgcego jest to z definicji
iloczyn 217 i stosunku energii zmagazynowanej do $redniegj
energii traconej w jednym okresie T

energia zmagazynowana

Q=2rn .
<energia tracona w T >

Dla stabo ttumionego oscylatora harmonicznego
Qrw,t

Wielko$¢ @7 lub Q jest odpowiednig miarg braku
ttumienia oscylatora. Duze o,t lub duze Q oznacza, ze
oscylator jest stabo ttumiony, np. dla struny fortepianu
Q=103, dla atomu wzbudzonego Q=107

wyklad8 2011/2012, zima 41

Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.3

W jakim czasie energia oscylatora harmonicznego
thumionego zmniejsza sie do e-! swej wartosci
poczatkowej? lle petnych drgan wykona w tym
czasie oscylator?
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem -
rezonans

Zaktadamy periodyczne wymuszenie w postaci sity
wymuszajgcej danej jako:

F(t)=E, sin(Tt)

czestos¢ wymuszenia

Réwnanie oscylatora harmonicznego z ttumieniem i
wymuszeniem ma postac:

d2 dx
+b—+kx =E sin(wt)
dt dt
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem cd.

lub po podzieleniu przez mase:

d>x bdx k_ F .
— +———+—x=—2sin(wt)
d° mdt m m

i wprowadzeniu standardowych oznaczen:

d’x  1dx
—+——+0) X = o, sin(ot)
dt*  tdt

W stanie ustalonym drgania oscylatora zachodzg z
czestoscig wymuszenia w
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem cd.

- - : ia: d’x  ldx :
Rozwigzaniem réwnania: +— 4+ @’x = o, sin(ot)

dt*  tdt
jest: x(t) =X, (®)sin(ot + ¢(m))

Otrzymujemy drgania ,niegasngce”, jak dla prostego
oscylatora harmonicznego, o amplitudzie niezaleznej od
czasu, ale

v amplituda x, jest funkcjg czestosci wymuszenia
v'przesuniecie fazowe nie jest dowolng statg lecz jest
réwniez scisle okreslone przez czestos¢ wymuszenia
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przesuniecie fazowe ¢@(w) méwi nam, o jaki kat
maksimum przemieszczenia X wyprzedza maksimum
sity wymuszajgcej F. x(t) =x, (0)sin(ot + ¢(m))

F(t) = F, sin(ot)

1,50

b (P=;1T/2
RAvAA VAN AV E
NIRRT

-1,50
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Mozna pokazac, ze:

(XO
amplituda drgan Xo = 12
P g (((0(2,—032)2+((o/r)2)
iani o/t
przesunigcie fazowe tgo=-——
0. —o

o

zalezg w okreslony sposob od czestosci drgan

wymuszony2.XLS
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Rezonans wystepuje amplituda osigga wartos¢ maksymalng
co w praktyce oznacza gdy czestos¢ wymuszenia zbliza sie
do czestosci drgan wlasnych

X =

X ’ (((Di — 032)2 + (0)/‘[7)2 )1/2

Potozenie maksimum
b=0 amplitudy wychylenia x,
zalezy od ttumienia

2F [k

Fnfk
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przyktad 5. Znalez¢ warunek rezonansu w przypadku gdy:
a) rozwazamy maksymalng amplitude wychylenia x,,,,,

b) rozwazamy maksymalng amplitude predkosci v,,,,.
Rozwigzanie:

a) X = %o
(((ng - (nz)z + (co/t)2 )1/2
dx e , .
i ° =9 Woystarczy znalez¢ minimum mianownika
®
f(w)= ((ni - c02)z + (m/r)2
if(o)) = 2(c0§ - coz)(—2c0) + 2(0)/1:2)
do
d
Zfo,)=0 dla o, = |ol-—1
d(l) ] rez o 21:2
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

(O] = 0)2 71
rez o
’ 212

Czestos¢ rezonansu w przypadku (a) zalezy od wspoétczynnika
ttumienia

Gdy t— « tzn. przy braku ttumienia: o, =

o

Amplituda drgan  x,(©.,) = ( - ®

a'()
(mi - 0)2)2 + (03/1:)2 )1/2

-0
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

b) amplituda predkosci
x(t) = x, (®)sin(ot + ¢(®))
v(t) = %x(t) = X, (®)cos(mt + p(®))

Vmax = wxo(m)

v 0o,
max 1/2
(((oi - 032)2 + ((D/‘C)z)
dv max_ _ 9
do
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Wydziat EAIIE ) )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Flzyka
ZADANIE DOMOWE 8.4
a4 7dv max r - &y 4
Znalez¢ do Pokazac, ze czestosc, przy

ktorej wystepuje maksimum amplitudy predkosci
jest rowna czestosci drgan wiasnych, niezaleznie
od ttumienia.
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Kiedy obserwujemy rezonans tego typu?

Najczesciej w obwodach LRC, mierzgc natezenie w obwodzie.

Oscylator mechaniczny

Obwod LRC

wychylenie z potozenia rownowagi, x

tadunek elektryczny, q

predkos¢ v=dx/dt

natezenie pradu i=dq/dt

masa, m

indukcyjnosé, L

stata sprezystosci, k

stata ttumienia, b

sita, F

wyklad8

odwrotnos¢ pojemnosci, 1/C

rezystancja, R

napiecie, U
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Wydziat EAIIE ) )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
Krzywa rezonansowa dla amplitudy predkosci
10 Potozenie maksimum
ool Lzl krzywej rezonansowej
¥ farw=10 MV dla amplitudy natezenia

=

pradu i, nie zalezy od

ttumienia (oporu) R

< 06
E
- 05— Aw -
H
04
3 // \\( R=300 —
02
/ R = 1009 \
o e i
|
090 095 1,00 1,05 L,10
w, 107 rad/s.

wyklad8
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sktadanie drgan harmonicznych

v'zachodzacych w tym samym kierunku

X4(t)=Acos(w,t+@,)

X,(t)=A,cos(w, t+,)
X (t)=X4 (1) +X5(t)

v'’zachodzacych w kierunkach wzajemnie prostopadtych

X(t)=A,cos(w,t+®,)

y(t)=A,cos(w,t+¢,) krzywa y(x)
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wygaszanie i wzmacnianie drgan zachodzgcych w
jednym kierunku

Zatézmy:  x,(t) = Acos(mt) X, (t) = Acos(®t + @)

drgania o tej samej amplitudzie A zachodzg z tg
samg czestoscig w, lecz moga by¢ przesuniete w
fazie o @
W wyniku ztozenia otrzymujemy:

Xyyp = X (1) + X, (1) = 2Acos(§cos(0)t + (2[))
drgania o amplitudzie zaleznej od ¢

2011/2012, zima 56
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

¢

Xyyp = X1 (D) + X, () =2A cosacos((ot + (2p)

dla =1, x,,,=0 catkowite wygaszenie
drgan
dla ¢=2m, x,,,,= 2A cos (wt) dwukrotny

wzrost amplitudy drgan - wzmocnienie
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Dudnienia

Naktadanie sie drgan o bardzo
zblizonych czestosciach

y,(t)=Asin(o + Az—w)t
y,(t) = Asin(o - AT(D)‘[
Korzystajgc ze wzoru trygonometrycznego:
sin( o + ) = sin o cos B + cos

A® .
Otrzymujemy: y = 2A cos( Tt)sm ot

24 cos 4L ¢
~ 2

Y=y, +y,= A[sin(m - Az—“’)t +sin( o + A;)t}

o sin B

drgania o modulowanej amplitudzie

wyklad8 2011/2012, zima

58

29



Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Skladanie drgan harmonicznych w kierunkach
wzajemnie prostopadiych

Krzywe Lissajous — Jules Antoine Lissajous (1822-
1880) po raz pierwszy zademonstrowat krzywe w
roku 1857
Przyktad 6. Znalez¢ wynik ztozenia drganh prostopadtych
opisanych réwnaniami: .
x(t) = A sin ot
y(t) = A sin(ot+ @)

gdy: =0, ¢=90°, ¢=180°
liss-prez. XLS
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Elipsa jest wynikiem
ztozenia drgan:
x(t) = A, sin ot

. T
y(t) = A sin(ot + 5)

Rozwigzanie analityczne:

x(t)=A, sin ot

X

. s
y(t)=Asin(ot + 5) = A cos(mt)

2 2 ) 5
X g2 YO Yot == X 1)y (1)
—===sIn" ot S — 2 =Ccos” ot 2 7 =1
sz Ay2 sz Ay2
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

PODSUMOWANIE

O Oscylator harmoniczny: mate drgania (mata
amplituda drgan) oraz mate ttumienia

U Energia jest zachowana jesli nie ma ttumienia

UTtumienie powoduje spadek amplitudy w funkc;ji
czasu i straty energii

L Oscylator wymuszony charakteryzuje sie
amplitudg zalezng od czestosci wymuszenia i moze
wykazywac rezonansowy wzrost amplitudy
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