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A G H IM. STANISEAWA STASZICA W KRAKOWIE

Statystyki klasyczne i
kwantowe

Fizyka II, lato 2016 1



@!JJ Problem wielu czastek

Ze wzrostem liczby elementow uktadu fizycznego, przechodzac od
atomow jednoelektronowych, poprzez wieloelektronowe, az do

czasteczek i ciat statych, szczegotowy opis zachowania ukfadu
staje sie coraz bardziej ztozony.

Jeden mol zawiera liczbe Avogadro N,= 6:1023 czasteczek.

Jezeli dodatkowo czgsteczki oddziatywujgq ze sobg, to opis
zachowania takiego ukfadu =zarowno klasycznie poprzez
korzystanie z zasad mechaniki Newtona jak i kwantowo

rozwigzujgc rownanie Schroédingera aby znalez¢ funkcje falowe dla
kazdej czgsteczki nie jest mozliwy.

W takim przypadku stosuje sie podejscie statystyczne.
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“JJJ Elementy fizyki statystycznej

Izolowany uktad zawiera wielkg liczbe klasycznych czagstek w
stanie rownowagi termodynamicznej w temperaturze T.

Aby osiggnac i utrzymac ten stan rownowagi czastki muszg
wymieniaC miedzy sobg energie. Podczas tych wymian energia
bedzie fluktuowac wokoét sredniej wartosci.

Bedziemy mogli oblicza¢ srednia predkosc¢ czasteczek, srednia
energie kinetyczng jezeli znana jest okreslona funkcja rozktadu
prawdopodobienstwa.

Fizycznie mierzalne wielkosci, ktore charakteryzujg uktad wielu
czastek mogq zostac obliczone jesli znane jest
prawdopodobienstwo, ze w danej temperaturze T ukfad ma
konkretng energie E.
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M]JJ Elementy fizyki statystycznej
AGH

W ujeciu statystycznym bierzemy pod uwage, ze czgsteczki majq
rozne predkosci i energie - rozkfad predkosci lub energii.

f(V) funkcja gestosci prawdopodobienstwa

="

n

n(v) liczba atomow lub czasteczek (w jednostce objetosci) o
predkosciach zawartych w przedziale od v do v+d°v

catkowita ilo¢  n=[n(v)d 3y

Znajomosc funkcji gestosci prawdopodobienstwa (funkcji rozktadu)
pozwala oblicza¢ wartosci srednie

<V >=[V* f(¥)dV
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M]JJ Elementy fizyki statystycznej
AGH

Klasyczne rozktady prawdopodobienstwa to:
erozktad Maxwella dla predkosci czasteczek w gazie doskonatym

e rozktad Boltzmanna dla energii

Kwantowe rozktady prawdopodobienstwa to:
erozktad Bosego-Einsteina dla czgstek o spinie catkowitym

e rozkifad Fermiego-Diraca dla czastek o spinie potowkowym

Efekty kwantowe dominujgq w uktadach wielu czgstek, w tym ciat
statych w temperaturze pokojowej.

Klasyczna i kwantowa fizyka statystyczna zblizajq sie do siebie
gdy temperatura uktadu rosnie.
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MMJ Rozkitad Maxwella

AGH

W 1860 James Clerk Maxwell wyprowadzit wzor na gestosc
prawdopodobienstwa dla klasycznego gazu czasteczek nie
oddziatywujqcych ze sobg, traktowanych jako punktowe.

Zatozenie: funkcja rozkiadu f zalezy tylko od wartosci predkosci v:

2 2 2
[y = f02 492 +07)

Zaden kierunek nie jest uprzywilejowany, ruch w kazdym z
kierunkow X,y i z odbywa sie niezaleznie co oznacza, ze
prawdopodobienstwo znalezienia czgsteczki o sktadowej predkosci w
kierunku x w przedziale od v, do v,+dv, jest niezalezne od
prawdopodobienstwa znalezienia sktadowej predkosci w kierunku vy
w przedziale od v, do v +dv,, itd.

f(anvyavz) = h(vx)h(vy)h(vz)
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“]JJ Rozklad Maxwella

v )h()h(v,)= [} +v] +v]

Funkcja rozktadu h jest taka sama dla kazdego kierunku co wynika
Z symetrii.

In[A(v, )]+ In[a(v,) |+ n[n(v. )] = In[ £ (v + 7 +v2)
stad: h(v,) = cons xexpl- BV )
f(v)=Cexp[-B(? +v; +v?) |=Cexp(-Bv°)
State C i B znajdujemy z warunku normalizacii
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“]JJ Rozklad Maxwella

Ostateczna forma rozktadu Maxwella:

m 3/2 mv2
3= [2nkBTj TS

eFunkcja rozktadu zalezy tylko od wartosci predkosci, a nie od jej
kierunku

eDla ustalonej temperatury, funkcja rozktadu maleje
eksponencjalnie gdy energia kinetyczna czgsteczki K=mv?2/2
rosnie, maleje e razy gdy K rosnie kgT-razy
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MMJ Rozkitad Maxwella

AGH

erozktad Maxwella pozwala znalez¢ wartosci srednie:
<V >=[V' f(v)dV

eRozktad Maxwella wyprowadza sie dla predkosci ale mozna
rowniez obliczyC rozktad szybkosci g(v)

2

3/2
m 2 my
v)=4r V- exp(—
8() [anBT] p( ZkBT)

g(v)dv opisuje prawdopodobienstwo, ze czasteczka bedzie
miata predkos¢ zawartg pomiedzy v i v+dv
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“]JJ Rozklad Maxwella

Wykres rozktadu szybkosci czgsteczek w gazie

ePrawdopodobienstwo znalezienia

podobnie dla bardzo duzych predkosci

eMaksimum rozktadu wystepuje dla
szybkosci zblizonej do sredniej

e e —— — S N . ——

e s T —— e ———

| |
Vo2 Y

i

| |
Peak —J
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;L@!JJ Rozktad Boltzmanna

Rozktad Maxwella jest szczegdlnym przypadkiem bardziej ogolnej
zasady:

Prawdopodobienstwo, ze pojedyncza czasteczka ze zbioru
czgsteczek w rownowadze w temperaturze T ma energie E jest
proporcjonalna do:

exp(— )

kBT czynnik Boltzmanna

Energia E moze byc¢ funkcjg predkosci czasteczki (energia
kinetyczna dla punktéw materialnych), ale moze zawieracC energie
rotacyjng (E=Iw?/2) lub oscylacyjng (E=kx2/2) dla czasteczek o
okreslonym ksztatcie.
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;L@!JJ Rozktad Boltzmanna

Dla gazu w rownowadze, mozemy rozwazac liczbe czgsteczek (lub
gestosc) o energiach w przedziale od E do E+dE.

Czgsteczki wymieniajq energie w zderzeniach.

E
E)=n(0 -
n(E) = n(0)exp( kBT)
n(0) jest statg

Catkowita ilo$¢ (lub gesto$¢) molekut wynosi: n=> n(kE)

sumowanie wystepuje po wszystkich mozliwych energiach
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“ JJJ Statystyki kwantowe

* Fermiego-Diraca dla fermionow
* Bosego-Einsteina dla bozonow

Najbardziej  zadziwiajacq  wtasnosci  mikroswiata  jest
nierozroznialnosc czastek. W skali atomowej nie mozna
rozroznic sktadnikow tego samego rodzaju np. dwoch
elektrondw. Kazdy elektron ma takg samag mase, tadunek, spin.

Spektroskopia dostarcza dowodow, ze nawet jezeli istnieje
nieskonczona liczba stanow wzbudzonych dla atomu wodoru, to
wszystkie atomy wodoru majgq taki sam zestaw stanow
wzbudzonych i takie samo widmo emisyjne.
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MJJJ Nierozroznialnosc czastek
AGH

Identyczne czgstki znajdujq sie w polu o tym samym potencjale (w
przeciwnym przypadku mozna by jej rozroznic). Przy braku
oddziatywania pomiedzy czgstkami:

V(XX 50e0Xn) =V (X)) +V (X)) +.cc 4+ V (xy)

Z tych samych powodow istniejg dwie klasy funkcji niezaleznych
od czasu: symetryczne uq i antysymetryczne u,

Dla uktadu dwodch czastek:

g (x1,,) = le—[um<x1>un<x2>+um<x2>un<x1>]
S

4 (31, 5) = ﬁ[um<x1>un<x2>—um<x2>un<x1>]
S
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MJJJ Nierozroznialnosc czastek
AGH

Symetryczne funkcje falowe sg niezmiennicze wzgledem
zamiany czgstek i opisujg bozony:

g (x1.,) = ﬁ[um<x1>un<x2>+um<x2>un<x1>]
S

A\ w. X

g (xy,x1) = +ug(xy,x;)

Bozonami sg czgastki, ktorych catkowity moment pedu z
uwzglednieniem spinu jest liczbg catkowita.

Bozonami sq: foton, czgstka a, atom wodoru.

Fizyka II, lato 2016
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MJJJ Nierozroznialnosc czastek
AGH

Antysymetryczna funkcje falowa zmienia znak przy zamianie
czgstek i ma zastosowanie do fermionow:

U 4(xp,Xy) = \/]1\7 [”m (X, (x0) =1y, (7 )un(xl)]
S

A A\

g (X, X)) = ~tg(Xy,%;)

Fermionami sg czastki, ktorych catkowity moment pedu z
uwzglednieniem spinu wynosi 1/2, 3/2, 5/2

Fermionami sg: elektron, proton, neutron.
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I

AGH
Wolfgang Pauli (1900-1958), sformutowat te zasade w 1925 r.

W atomie wieloelektronowym w tym samym stanie kwantowym
moze znajdowac sie co najwyzej jeden elektron.

Pbzniej stwierdzit, ze zakaz ten reprezentuje ogdlng wtasnosc elektronow,
a nie tylko elektronow w atomach.

Uogodlniony zakaz Pauliego (symetria wymiany):

Funkcja falowa uktadu wielu czastek jest antysymetryczna ze
wzgledu na zamiane dwoch identycznych fermionow i
symetryczna ze wzgledu na zamiane dwoch identycznych

bozonow.
Il

Dwa identyczne fermiony nie moga by¢ w tym samym stanie
kwantowo-mechanicznym (nie moga miec jednakowych
wszystkich liczb kwantowych z uwzglednieniem spinu).

Fizyka II, lato 2016 17



“]JJ Konsekwencje zakazu Pauliego

Elektrony w nieskonczonej studni potencjatu

Poziom energetyczny n=1 odpowiada najnizsze]j
energii i jest stanem podstawowym pojedynczego
elektronu.

O

Uwzgledniajgac spin, mozna umiesci¢ dwa elektrony
w kazdym stanie o danym n (n=1), jeden elektron o
spinie ,do gory”, i jeden o spinie ,w dot”. Trzeci
elektron musi znalez¢ sie na poziomie o n=2 na
podstawie zakazu Pauliego.

O
O
0

Zakaz ten odgrywa istotng role w budowie atomoéw, czasteczek i jader oraz
w technologii urzadzen potprzewodnikowych i laserow. Metale zawierajq
wiele ,swobodnych” elektrondw. Wystepowanie wielu identycznych czastek
nazywamy materig zdegenerowana.
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“]JJ Konsekwencje zakazu Pauliego

Przyktady degeneracji

W fizyce spotykamy sie z tym zjawiskiem dla metalach. Elektrony
walencyjne w metalu zachowujq sie jak zdegenerowany system
fermionow w niskich temperaturach. To zachowanie ttumaczy wiele
doswiadczalnie obserwowanych witasnosci metali: przewodnictwa
cieplnego, przewodnictwa elektrycznego i ich zaleznosci
temperaturowych.

Przeciwdziatanie sciskaniu (cisnienie kompresji), bedace
konsekwencjg zakazu Pauliego odgrywa istotng role w astrofizyce
ttumaczac ewolucje gwiazd (mechanizm powstawania biatych
kartow, gwiazd neutronowych i czarnych dziur)
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I

AGH

Energia Fermiego ma zastosowanie do fermiondw i jest konsekwencjg zakazu
Pauliego.

Przypadek 1D dla nieskonczonej studni potencjatu

N bozonow - nie stosuje sie zakaz Pauliego.

O
Stan stan
00 o o o  pudstawowy o O O QO WPV
N bozonéw zajmuje poziom W pierwszym stanie wzbudzonym N-1
n=1 bozondw zajmuje poziom n=1 i jeden
Catkowita energia stanu bozon jest w stanie n=2.
podstawowego:
E =NE Energia stanu wzbudzonego
g 1
srednia energia na czgsteczke: «
E E :(N—I)E1+E2
g
S =F,
N
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I

AGH

Energia Fermiego E; jest waznym parametrem
struktury elektronowej potprzewodnikow i metali.
Jest zdefiniowana jako energia najwyzszego
poziomu energetycznego wypetnionego elektronami
w stanie podstawowym .

Przypadek 1D dla nieskonczonej studni potencjatu

.-_'T;_:

Z powodu zakazu Pauliego nie mozna umiescic
wszystkich N-fermionow (elektronow) w jednym
stanie. Wszystkie poziomy do n=N/2 sg obsadzone
w stanie podstawowym. Biorgc pod uwage fakt, ze
energie pojedynczych elektronéw E,=n%E,, energia
N-czgstek w stanie podstawowym wynosi:

£y~ 7)o} 3|2 8 7

J=1

Fizyka II, lato 2016
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I

AGH

n
Suma moze zostac obliczona jako ij =ln(n+1)(2n+1)
j=1

dla duzych n przyblizamy jako n3/3

Gdy n jest duze i réwne N/2: 5 NN_?’
& 24 a )
Srednia energia na czastke w stanie podstawowym: g ~ N E,
N 12

W przypadku bozondéw Srednia energia przypadajgca na czasteczke byta
stata, dla fermiondw rosnie ona z liczbg czastek jak N2

Przy konstrukcji stanu podstawowego o N fermionach, najwyzszy
zapetniony poziom energetyczny, czyli energia Fermiego E odpowiada
n=N/2 i w przypadku jednowymiarowym wynosi:

*h?N?
8mL
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I

AGH Przypadek trojwymiarowy

Wyliczamy wszystkie mozliwe stany energetyczne pojedynczej
czastki w trojwymiarowej nieskonczonej studni, ktorg tworzy
szescian o diugosci boku L.

Energia pojedynczej czgstki w 3D jest sumg

energii dozwolonych w kazdym kierunku:
°h?

12

()
7\
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()

i
AL LA WASLA LA TA
A VWA WA IA VINA VAV
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Dozwolone stany energetyczne odpowiadajq
kazdej trdjce liczb catkowitych (ny,n,,n5)

e

Mozliwosc¢ wystgpienia degeneracji energetycznej jest
podstawowag réznicg pomiedzy przypadkiem trojwymiarowym a
jednowymiarowym.
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“]JJ Energia Fermiego

AGH Przypadek tréojwymiarowy

Majac N fermiondw (N jest duze) wypetniamy poziomy
energetyczne w szescianie (2 fermiony w danym stanie)
zaczynajgc od najnizszej energii. Energia ostatniego fermionu,
ktory umiescimy w strukturze energetycznej bedzie energiq
Fermiego Eg

Jaka jest liczba stanow o energii mniejszej od pewnej

ustalonej wartosci E? .

‘ﬂﬁ'ﬂ;‘ﬂagﬁl‘;‘s
FRCRECHER
Ile jest takich trojek liczb catkowitych ny, n,, ns, SrisT T
. L S R
ktére spetniajg warunek: SSESEETriign
— NS
2, 2 2 _FE R

n +n2 +7’l3 <— S -

E

Jak bedziemy to wiedziec, to przyjmiemy, ze liczba stanow jest
rowna N/2 co odpowiadac bedzie E=E;
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25

nlz +n§ +n32 <R?
R2:&
E

Dla duzej liczby N (oraz E;) zaktadamy, ze:
gdzie R jest promieniem kuli Fermiego
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“]JJ Energia Fermiego

Przypadek tréojwymiarowy

M

AGH

Wielkos¢ momentu pedu elektronu dla energii Fermiego (ped Fermiego)

Pr =A+2mEr = h(37t2nf)|/3

Dtugosc fali de Broglie odpowiadajaca pedowi Fermiego wynosi:

l n1/3
A1)
PF 3 \ /

srednia odlegtos¢ miedzy fermionami a

Najmniejsza odlegtos¢ na jakga mogq sie zblizy¢ dwa fermiony jest w
przyblizeniu rédwna potowie dtugosci fali de Broglie’a odpowiadajacej energii
Fermiego:

Ap

2
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“]JJ Rozktad Fermiego-Diraca

Zatozenia:
e czastki sq nierozrdznialne
e czgstki nie oddziatujg ze sobg

e spetniony jest zakaz Pauliego

w jednym stanie energetycznym opisanym przez zespot liczb
kwantowych moze znajdowac sie jedna czastka (dwie ze wzgledu na
spinowg liczbe kwantowaq)

=
I
+
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“]JJ Rozktad Fermiego-Diraca

Srednia liczba N(E) czgstek o spinie 2 o0 danej energii E jest dana
wzorem:

2
exp[B(E —p)]+1

Aby wyjasniC znaczenie fizyczne statych B i y trzeba rozwazyc znane
przypadki szczegolne.

N(E) = 2n(E) =

W granicy duzych energii, rozktad musi przechodzi¢ w rozktad
klasyczny Boltzmanna. Dla bardzo duzych energii E, srednie
obsadzenie poziomow jest tak mate, ze wptyw drugiej czastki a
zatem i zakaz Pauliego nie odgrywajq duzego znaczenia. Zatem:

1
p=—
kg T
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@!JJ Rozklad Fermiego-Diraca

dla roznych temperatur T el
2 |
N(E) =
exp[B(E — u)]+1
|
B=-—
kBT i

E=p

W niskich temperaturach czyli dla B —oc0, N(E) moze przyjac tylko
dwie wartosci. Jezeli E>p to N(E)=0, jezeli E<p to N(E)=2.

Jest to zgodne z oczekiwaniami dla duzej liczby fermiondéw w stanie
podstawowym: dwa elektrony dla kazdej energii do poziomu
Fermiego i zero elektronow powyzej energii Fermiego E;. Dlatego
utozsamiamy J z E:

:u:EF
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“]JJ Rozktad Fermiego-Diraca

AGH
2
N(E)=
(B)=—pf
exp +1
kpT
Przyjmujac: i — liczba poziomow (przedziatow energii),

n, —liczba czastek na i-tym poziomie, g; — liczba dostepnych stanodw,
E, — energia i-tego stanu, N-catkowita liczba czgstek, E-catkowita
energia uktadu N czgstek w danej temperaturze T

1

-
fl(E): L —
. E,—E
N i Ttexp(tl )
kpT

funkcja rozktadu Fermiego-Diraca
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@M Rozklad Fermiego-Diraca

Interpretacja energii Fermiego:

W temperaturze T=0K poziom energii Fermiego jest to poziom
odciecia. Oznacza to, ze wszystkie poziomy o energii mniejszej od
energii Fermiego sq na pewno obsadzone; natomiast poziomy o
energii wiekszej niz energia Fermiego sq puste.

f(E)
1.0

0.5
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“]JJ Rozktad Fermiego-Diraca

n; 1
JilE)= " = E, —E
i lyexp(—l—F)
kpT
a) przypadek E < E E 1
= =1
T=0K: J(E) 1 + exp(—0)
b) przypadek E > E_ E) = 1 — 0
T=0K: (&) 1+ exp(+0)

Dla T > 0 oraz dla E=E_ funkcja rozkladu {(Ey) = .
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“JJJ Rozktad Fermiego-Diraca

n; 1
he="re
&i 1+exp(—* r

kpT )

Funkcja rozktadu Fermiego-Diraca okresla prawdopodobienstwo
obsadzenia poziomu E; w temperaturze T

Celem opisu jest znalezienie odpowiedzi na pytanie jaki jest
rozktad czgstek miedzy roznymi poziomami E;, tak aby energia
catkowita byta stata, czyli aby spetnione byty warunki:

N =) n; = const
i

E =) n,E; = const
i

Fizyka II, lato 2016 34



1l

AGH

Okreslimy funkcje gestosci standw p; , okreSla ona liczbe stanow
w jednostkowym przedziale energii:

Ei
AE, n; = f;8; =1 LE;)p;AE;

Pi =
N = [ S(E)p(E)E

E= fo f(E)Ep(E)dE
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“]JJ Rozktad Bosego-Einsteina

Zalozenia:

- czastki sa nierozrdznialne
- czastki nie oddzialujg ze sobg
- nie jest spelniony zakaz Pauliego

Funkcja rozktadu Bosego- Einsteina ma postac:

1
E—,u)_1
kgT

J(E)=

exp(
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“]JJ Rozktad Bosego-Einsteina

W przeciwienstwie do fermionow, dowolna liczba bozonéw moze
znajdowac sie w tym samym stanie kwantowym. Wystepuje
tendencja do gromadzenia sie bozonow w danym stanie
kwantowym.

Einstein przewidziat to zjawisko w pracy o promieniowaniu ciata
doskonale czarnego (1917), na wiele lat przed sformutowaniem
rownania Schrodingera i zanim pojawita sie koncepcja
symetrycznych funkcji falowych. Einstein pokazat, ze
prawdopodobienstwo przejscia ze stanu zawierajgcego n fotonow do
stanu zawierajgcego n+1 fotondw jest proporcjonalne do n+1.
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“]JJ Rozktad Bosego-Einsteina

2s+1 1
fase N(E)= p=——
B o BE -l kgl
N =Y N(E)

Jezeli liczba N bozonow ma byc¢ stata to:

> u<o0

x=0 _E—nu

Dla fotonow p=0, bo ich liczba nie zawsze jest zachowana
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“]J Zastosowania teorii

AGH Elektronowe ciepto wtasciwe dla metali

Prawo Dulonga i Petita przewiduje dla ciat statych, ze molowe
ciepto witasciwe w statej objetosci jest state i wynosi
c,=3R=6cal/mol-K gdzie R jest uniwersalng statg gazowa.
Zaleznosc¢ od temperatury, dla nizszych temperatur przewiduje
teoria Debye’a (przyczynek atomowy, drgania sieci, fonony)

Diamond

0 200 400 600 800 1000 1200
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AGH Elektronowe ciepto wtasciwe dla metali

W metalach, elektrony wnoszg przyczynek do ciepta
wiasciwego tylko w niskich temperaturach a w normalnych
temperaturach  przyczynek elektronowy jest zbyt maty w
porownaniu z wkladem atomowym aby ten efekt
zaobserwowac. Dzieje sie tak dlatego, ze tylko czesc
elektrondw (o energii bliskiej energii Fermiego) bierze udziat w
przewodnictwie. Jest to catkowicie kwantowy efekt.

2 T

Te-temperatura Fermiego jest rzedu 60 000 K
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Il rastostilil

Kondensacja Bosego-Einsteina

Gdy temperatura spada ponizej temperatury krytycznej T, coraz
wieksza liczba bozonow , kondensuje” do stanu podstawowego. W
temperaturze zera bezwzglednego wszystkie czgstki kondensujg do
stanu podstawowego. Ten efekt, ktory wystepuje nawet gdy nie
wystepuje bezposrednie oddziatywanie miedzy bozonami, nazywa
sie kondensacjg Bosego-Einsteina.

Cornell, Ketterle, Weiman
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Il

AGH Nadcieklos¢ helu

W 1908, Heike Kamerlingh Onnes skroplit hel w temperaturze 4.2 K.
W 1928 Willem Hendrik Keesom odkryt, ze w T.=2.17 K wystepuje
przejscie do nowej fazy helu.

Wiasnosci nowej fazy:

e Ciekty hel wrze gdy jest oziebiany powyzej T.. Gdy temperatura
spada ponizej T., wrzenie ustaje.

ePowyzej T. ciekty hel zachowuje sie jak kazdy lepki ptyn. Ponizej T,
przeptyw przez waskie kanaty nie napotyka na przeszkody jakby
lepkosc¢ ciektego helu byta zerowa.

ePonizej T. ciekty hel ,wspina” sie po scianach naczynia; tworzy
fontanny
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“ JJJ Zastosowania
AGH Nadciektosc¢ helu

W temperaturze T, atomy helu zaczynajq tworzy¢ kondensat.
Dokladnie w temperaturze T_ udziat atomow w kondensacie jest
maty. Gdy T maleje do zera, udziat ten wzrasta do jednosci.
Kondensat wykazuje nadcieklosc.

Ponizej T. mozna potraktowac hel jako mieszanine dwoch cieczy:
e normalnej

enadciektej

Wzgledna gestos¢ zmienia sie z temperaturg pomiedzy T=0i T=T.
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