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POMIAR

Pomiary w laboratorium mozna podzieli¢ na pomiary
wielkosci:
U prostych
Q ztozonych
Przyktad 1: Pomiar dlugosci nici przymiarem metrowym,
pomiar okresu drgan wahadta — pomiary wielkosci
prostych — pomiary bezposrednie
Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego na podstawie
wzoru I
T=2n_|—
g

- pomiar wielkosci ztozgne;j


http://physics.nist./gov/Uncertainty

W trakcie pomiaru uzyskujemy wartosci rézniace
sie od przewidywan teorii. Zrodlem rozbiezno$ci
mi¢dzy teoria | eksperymentem sa niedoskonalosci:

-0soby wykonujacej pomiar,
-przyrzadow pomiarowych,
-obiektéw mierzonych

Gdy doswiadczenie staje  si¢  doskonalsze,
rozbieznosci te maleja. Maleje blgd pomiaru,
niepewno$¢é pomiaru.

Wynik pomiaru jest zawsze obarczony biledem i po
przeprowadzeniu odpowiedniej analizy btedow podajemy
go w jednej z nastepujacych postaci:

F=(98+3)-10°C
g =9,866(28) m/s?

Przykitad 2: Zal6zmy, ze przy wyznaczaniu rownowaznika
elektrochemicznego pewnego pierwiastka uzyskali$my nastepujace

liczby:
1c2By k=0,0010953  g/C -
Jak poda¢ wynik?
Ak=0,0000347 g/C
cyfry znaczace cyfry nieznaczace

Odp. k= (0,00110 0,00004) g/C lub k= 0,00110(4) g/C



Niepewnos¢ a btad pomiaru

Btad bezwzgledny pojedynczego
pomiaru: _
AX; = X; — X, (1)

X;— warto$¢ zmierzona, X, — wartos¢ rzeczywista

AX;
Blad wzgledny: © = > )
O
Uwaga: wartosci rzeczywiscie wielko$ci mierzonej zazwyczaj nie
s znane 5
Niepewnos¢
Wielkosci  okreslone wzorami (1) i (2) sa

pojedyncza realizacja zmiennej losowej i nie
wchodza do teorii niepewnosci. W praktyce nie
znamy  wartosci  rzeczywistych  wielko$ci
mierzonych i szacujemy niepewnos$ci pomiarowe
wynikajace  ze statystycznych praw rozrzutu
pomiarow.

Niepewnos¢ pomiaru jest zwigzanym z rezultatem
pomiaru parametrem, charakteryzujqcym rozrzut
wymkow, ktory mozna W uzasadniony sposdéb
przypisaé wartosci mierzonej.
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Niepewnos¢




Niepewnos¢ standardowa

Jest miara doktadno$ci pomiaru najpowszechniej
stosowang 1 uznawana obecnie za podstawowa.

1. Rezultat pomiaru jest zmienng losowa X; , ktorej
rozrzut wokot warto$ci Sredniej x charakteryzuje
parametr zwany odchyleniem standardowym

- ((i_xf
o lim 2%

2. Doktadnej wartos$ci odchylenia standardowego nie
znamy. Niepewno$¢ standardowa jest jego niezbyt
doktadnym oszacowaniem (estymatorem, oceng).
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Niepewnos¢ maksymalna
W tym przypadku staramy sig¢ okresli¢ przedziat
Xp- AX < X; < X+ AX

w ktorym mieszcza si¢ wszystkie wyniki pomiaru x;,
aktualnie wykonane i przyszte.

Jest miara deterministyczma, gdyz zaktada, Zze mozna
okresli¢ przedziat wielkosci mierzonej X, w ktorym na
pewno znajdzie si¢ wielkos¢ rzeczywista.

Zaleca si¢ obecnie niepewnos¢ maksymalng specyfikowana
przez producenta zamienia¢ na niepewnos$¢ standardowa wg
Wzoru:

u(x)=%
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Podzial bledow

Wyniki pomiaréw podlegaja pewnym
prawidtowosciom, tzw. rozktadom typowym dla
zmiennej losowej. Z tego wzgledu btedy dzielimy
na:

Bledy grube (pomyiki), ktore nalezy eliminowac

Bledy systematyczne, ktore mozna ograniczy¢
udoskonalajac pomiar
Bledy przypadkowe, ktére podlegaja prawom
statystyki 1 rachunku prawdopodobienstwa,
wynikaja z wielu losowych przyczynkow i nie
daja si¢ wyeliminowac
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Krzywe rozkladu bl¢du
O(x) D(x)
" < X Xg=X X
blad systematyczny blad przypadkowy-

rozklad Gaussa
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Bledy grube: Sa wynikiem pomytki eksperymentatora
np. przy odczytywaniu wartosci mierzonych, przy
przeliczaniu jednostek etc., nieprawidtowego
stosowania przyrzadu pomiarowego, powaznego 1
nieu§wiadomionego uszkodzenia przyrzadu
pomiarowego, zastosowania nieodpowiedniej metody
pomiaru lub niewtasciwych wzorow teoretycznych do
opracowania wynikow. Fakt zaistnienia btedu grubego
nalezy sobie jak najszybciej uswiadomi¢ a wynik
obarczony takim btedem wykluczy¢ z dalszych analiz.
Jesli to mozliwe, pomiar powtorzy¢.
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Bledy systematyczne zawsze w ten sam sposéb wptywaja
na wyniki pomiaréw wykonanych za pomoca tej samej
metody i aparatury pomiarowej. Minimalna warto$¢ btedu
systematycznego jest okreslona doktadno$cia stosowanego
przyrzadu (lub klasa w przypadku analogowych miernikow
elektrycznych).  Wprowadza si¢  pojecie  dziatki
elementarnej czyli warto§¢ najmniejszej dziatki (odlegtosé
migdzy sasiednimi kreskami na skali przyrzadu lub utamek
tej odleglosci okreSlony klasa przyrzadu), ktora okresla
doktadno$¢ odczytu.
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Zrodlem bledu systematycznego sa: skale
miernikow (np. niewlasciwe ustawienie
,»Zera’), nieuswiadomiony wplyw
czynnikow zewngtrznych (temperatura,
wilgotnos¢) na  wartos¢  wielkosci
mierzonej, niewlasciwy sposob odczytu
(btad paralaksy) lub pomiaru, przyblizony
charakter wzoréw  stosowanych do
wyznaczenia wielkosci ztozone;j.

Bledy systematyczne czasami mozna ograniczy¢
wprowadzajac poprawki, np.

F=6nnv(L+ 2,4%)
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Bledy przypadkowe: wystepuja zawsze w eksperymencie,
lecz ujawniaja si¢ gdy wielokrotnie dokonujemy pomiaru
przyrzadem, ktorego doktadnos¢ jest bardzo duza a btedy
systematyczne wynikajace z innych przyczyn sa bardzo
mate. Wynikaja one z wlasnos$ci obiektu mierzonego (np.
wahania Srednicy drutu na catej jego dlugosci), wlasnosci
przyrzadu pomiarowego (np. wskazania przyrzadu zaleza
od przypadkowych drgan budynku, fluktuacji ci$nienia czy
temperatury, docisku dla suwmiarki), lub maja podtoze
fizjologiczne (refleks eksperymentatora, subiektywnos¢
oceny maksimum natgzenia dzwigku czy rownomiernosci
oswietlenia poszczegdlnych czesci pola widzenia)
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Bledy przypadkowe

Zawsze

towarzysza

eksperymentowi, nawet jesli inne biedy

zostang

wyeliminowane.

W

przeciwienstwie do btedu systematycznego,
ich wptyw na wynik ostateczny pomiaru

mozna $cisle okreslic.
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Zadanie domowe-1

W pewnym eksperymencie wyznaczano przyspieszenie ziemskie g
mierzac okres T 1 dlugos¢ L nici wahadla matematycznego. Diugosé
nici L zmieniano w pewnym zakresie i otrzymano nast¢pujace

rezultaty:
Nr pomiaru | L (m) T ()
1 0,6 1,4
2 1,5 1,9
3 2,0 2,6
4 2,6 2,9
5 3,5 3,4

Jeden z wynikow wyraznie odbiega od pozostatych? O czym to

swiadczy?
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Typy oceny niepewnosci wg nowej
Normy
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Przyktad 3 : Xk N n/n
. 1 s , 52 1 0,011
Seria wynikow (proba)
53 1 0,011
X1,X,, -...X, 0barczonych
i &ci 5.4 2 0,021
niepewnoscia
; ; 5,5 4 0,043
przypadkowa jest duza o : -
gdy 30<n<100. W ' .
probie takiej wyniki sig | > 10 0,106
powtarzaja: n, jest 28 14 0,149
liczba pomiaréw, w el 16 0,170
ktorych wystapit wynik 6,0 13 0,138
X 6.1 12 0,128
) 6,2 0,064
n,/n jest czgstoscia 6'3 0-043
stepowania wyniku J -
TR Y 6,4 0,032
6,5 0,011
Suma 94 21

Opracowanie serii pomiarow
bezposrednich duzej proby

Histogram

52 54 56

Srednia X, 0. ij
arytmetyczna y-= i 1z
n 10
x=5,9
Odchylenie
standardowe
o —u() = | 2 :&_—Y,
0=0,2

58 60 62 64
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Rozklad normalny Gaussa

D(X) = 1 exp(— (X_Xg)Z]

o2
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Rozktad normalny Gaussa
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Rozktad normalny Gaussa

3

D(x)
2

Xp=15
—_=2

—o0=5

0 5 10 15 20 25 30
X

Pomiar o wigkszym o charakteryzuje si¢ wigkszym rozrzutem

wynikow wokot wartosci Sredniej a zatem mniejsza precyzja,,

Zadanie domowe-2

Kilkakrotnie, w tych samych warunkach przeprowadzono
pomiar napigcia Ui na rezystorze uzywajac do tego miernika
cyfrowego. Otrzymano nastepujace rezultaty: 2,31V; 2,35V;
2,26V; 2,22V; 2,30V; 2,27V; 2,29V, 2,33V; 2,25V; 2,29V 2
doktadnoscia 0,01V. a) Okresl warto$¢ oczekiwang Uy na
podstawie $redniej z tych wynikéw. b) Jaka wartosé
niepewnosci Systematycznej mozna przypisa¢ tym wynikom. c)
Zaktadajac, ze fluktuacje wynikow maja  charakter
statystyczny, wyznacz niepewnos¢ przypadkowa jako
odchylenie standardowe. d) Gdybysmy wiedzieli, ze
rzeczywista wartos¢ Ug wynosi 2,23V co moglibySmy
powiedzie¢ 0 charakterze btedow w tym doswiadczeniu.

26
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Najczesciej ocena typu B dotyczy okreslenia
niepewnosci wynikajacej ze skonczonej
doktadnosci przyrzadu.

Przyktad 4: Ocena niepewnosci typu B dla
pomiaru dtugosci wahadta.

Dlugos¢ wahadta mierzymy przymiarem milimetrowym
uzyskujac warto$¢ L=140 mm. Przyjmujemy niepewnosc¢
rowna dziatce elementarnej (dziatka skali 1mm). A zatem
u(L)=1 mm, u,(L)=u(L)/L=1/140, btad procentowy 0,7%
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NIEPEWNOSC WIELKOSCI ZX.OZONEJ
— PRAWO PRZENOSZENIA BLEDU

140

120+ funkcja
100 =f(x) /¥
______ Ly YT, u) =Yg
80 | styczna y " dx
60 } E dy/dX
404 ak
Aol ux)

20 1 .'.—:—> 54—

0 :

0 2 4

X
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Metoda ro6zniczki zupeline;j

Prawo przenoszenia niepewnosci
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Przyktad 5
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Dawniej uwazano, ze miarg bledu
systematycznego moze by¢  tylko
niepewno$¢ maksymalna. Nowa Norma
traktuje btad systematyczny jako zjawisko
przypadkowe, gdyz nie znamy a priori
jego wielkosci 1 znaku. Norma zaleca
stosowanie niepewnosci standardowej u.

A zatem dla przyktadu omawianego:

u(R)=ﬁ

NE]
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Zadanie domowe-3

W pewnym eksperymencie wyznaczono przyspieszenie
ziemskie g mierzac okres T 1 dtugo$¢ L odpowiedniego
wahadta matematycznego. Wyznaczona dtugos¢ wahadta
wynosi 1.1325 0.0014 m. Niezaleznie okreslona
niepewnos$¢ wzgledna pomiaru okresu wahadta wynosi

0,06%, tj.

u,(T):@:a-lo-4

Obliczy¢ wzgledna niepewnos¢ pomiarowa przyspieszenia
ziemskiego lub niepewnos$¢ procentowa zaktadajac, ze
niepewnos$ci pomiarowe L 1 T sa niezalezne 1 maja

charakter przypadkowy. %
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Zasady rysowania wykresow
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Metoda najmniejszych kwadratow
Regresja liniowa

n 2
s?=> |, — €x +b_ =min
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Zadanie domowe-4

W pewnym eksperymencie wyznaczano pewna wielkosé¢
fizyczna bedaca nachyleniem prostej y(x) = b + a x.

Uzyskane wyniki pomiaréw zestawiono w ponizszej

tabeli:

x(K) jy@m) [x(K) |y(@m) |x(K) |y(um)
0,8 70 2,2 110 3,6 130
1,0 110 2,6 150 3,8 170
1,2 130 2,8 120 4,2 160
1,6 100 3,0 130 4,4 190
1,8 130 3,4 160 5,0 160 4

Zadanie domowe-4 (cd)

Narysuj wykres y(x) (bez pomocy programéw fitujacych),
zaznaczajac punkty eksperymentalne i prowadzac trzy linie
proste:

a) linig, ktora wydaje sie najlepiej przechodzi¢ przez punkty
eksperymentalne

b) linig, ktory ma najwicksze (ale ciagle rozsadne) nachylenie
c) linig, ktora ma najmniejsze mozliwe nachylenie
Wykorzystaj wyznaczone nachylenia prostych i ich przecigcia z

osiami do okreslenia niepewnosci wyznaczanych wielkosci a i b.
Jest to tzw. metoda graficzna.

50
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Zadanie domowe-4 (cd)

Nastepnie uzy; metody regresji liniowej, aby
dopasowaé¢ lini¢ prosta do zaleznoSci  Y(X).
Wykorzystaj podane na wykltadzie wzory. Na
podstawie dopasowanych parametrow nachylenia i
niepewnos$ci nachylenia prostej okresl wspotczynnik a
oraz jego niepewnos$¢. Zastanéw si¢ Czy metoda
graficzna daje réwnie dobre rezultaty jak metoda
regresji liniowej. Jakie sa korzysci i wady stosowania
kazdej z tych metod?
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PODSUMOWANIE

* Kazdy pomiar w laboratorium jest obarczony
niepewnoscia pomiarowa, ktorq eksperymentator musi
okresli¢ zgodnie z pewnymi zasadami.

+ W pierwszej kolejnosci nalezy przeanalizowac zrodta
btedoéw, pamigtajac, aby wyeliminowac wyniki
obarczone bledem grubym. W laboratorium studenckim
btedy systematyczne z reguly przewyzszaja btedy
przypadkowe.

* Wielokrotne powtarzanie pomiarow, gdy dominuje btad
systematyczny, nie ma sensu. W takim przypadku
dokonujemy tylko 3-5 pomiaréw w tych samych
warunkach w celu sprawdzenia powtarzalnosci.
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* Gdy blad przypadkowy dominuje w eksperymencie,
nalezy sprawdzi¢ czy rozktad wynikow moze by¢
opisany funkcja Gaussa czy tez nalezy spodziewac sig
innego rozkiadu. W tym celu dokonujemy
wielokrotnego (np. 100 razy) pomiaru w tych samych
warunkach, obliczamy $rednia i wariancj¢ rozktadu,
rysujemy hlstogram etc.)

* Jako miarg niepewnosci stosujemy raczej niepewnos¢
standardowa, rzadziej niepewno$¢ maksymalna.

* W przypadku wielkosci ztozonej, stosujemy prawo
przenoszema btedu. Staramy si¢ przeprowadzi¢ analize
niepewnosci wielkosci ztozonej tak, aby uzyskac
informacje dotyczace Wagl przyczynkow jakie wnosza
do catkowitej niepewnosci pomiary poszczegolnych
wielkosci prostych. W tym celu nalezy analizowac
niepewnosci wzgledne.
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* Waznym elementem sprawozdania z przebiegu
eksperymentu (i to nie tylko w laboratorium
studenckim) jest wykres. Wykresy sporzadzamy
zgodnie z dobrymi zasadami, pamigtajac o
jednoznacznym opisie.

 Jezeli znane sa podstawy teoretyczne badanego
zjawiska, na wykresie zamieszczamy krzywa
teoretyczna (linia ciagta) na tle wyraznych punktow
eksperymentalnych (dobleramy odpowiednie symbole i
nanos1my niepewnosci eksperymentalne). Mozemy
wczesniej dokona¢ dopasowania parametrow przeblegu
teoretycznego w oparciu o znane metody ,,fitowania”

* Zawsze, gdy to mozliwe, dokonujemy linearyzacji
danych eksperymentalnych np. rysujac y vs. In (x), lub
log y vs. log x, lub y vs. 1/x itp. Do tak
przygotowanych danych mozna zastosowa¢ metod¢
regresji liniowej
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