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e Aproksymacja
e Interpolacja wielomianowa
e Przyktady



Aproksymacja

Metody numeryczne zajmujq sie rozwigzywaniem zadan
matematycznych za pomocg dziatan arytmetycznych. Zachodzi
zatem potrzeba przyblizania wielkosci nie arytmetycznych
wielkosciami arytmetycznymi i badania btedow wywotanych
takimi przyblizeniami. Wybor przyblizenia zalezy od tego,
ktorym z mozliwych kryteriow postuzymy sie w ocenie
skutecznosci danego przyblizenia.

Jaki jest dopuszczalny btad wyniku?

Jak szybko mozna otrzymaé rozwigzanie - jaka jest
szybkos¢ zbieznosci danej metody, np. procesu
Iteracyjnego?



@JJ' Co to jest interpolacja ?

Dane sg punkty (Xg,Yo), (X1,Y1), --.-(X,,Y,)- ZNalezC nieznang
wartosc y dla dowolnego x.
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et Aproksymacja

Chcemy przyblizy¢ funkcje f(x) kombinacjg (najczesciej
liniowg) funkcji nalezgacych do pewnej szczegdlnej klasy.

Klasy funkcji:
{x"} (n=0,1,...) dia N pierwszych wyrazéw szeregu Taylora
{p,(x)} (n=0,1,...) ogdlniej: p,(x) jest wielomianem stopnia n
{sin(nx),cos(nx)} (n=0,1,2...) wielomiany trygonometryczne

Najwieksze znaczenie posiada aproksymacja wielomianowa



1l

e Aproksymacja

Aproksymacja liniowa funkcji f(x)
f(x)=aygy(x)+a,g(x)+...+a,g,(x)
klasy funkcji: {gn (x)} (n — 091,.“)

wspédtczynniki state: a,(i=0,1,...,m)

Przyblizenia liniowe stosuje sie poniewaz badanie aproksymacji
kombinacjami nieliniowymi funkcji przyblizajgcych jest bardzo
trudne jak analiza wiekszosci zagadnien nieliniowych.

Czasami stosuje sie przyblizenia wymierne:

Fx) ~ 8o T () F a8, (Y)
bygo(x)+Dg(x)+...+ b, g4 (x)
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e Aproksymacja

Kryteria wyboru statych wspétczynnikéw a;(i =0,1,...,m)

Trzy typy przyblizen o duzym znaczeniu

eprzyblizenie interpolacyjne

wspotczynniki sg tak dobrane, aby w punktach
x,(i=12,...,p)

funkcja przyblizajgca wraz z jej pierwszymi r, pochodnymi (r, jest
liczbg catkowitg nieujemng) byta zgodna z f(x) i jej pochodnymi (z
doktadnoscig do btedow zaokraglen)
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e Aproksymacja
Kryteria wyboru statych wspétczynnikéw a;(i =0,1,...,m)
eprzyblizenie sredniokwadratowe
szukamy minimum wyrazenia bedgcego catkg z kwadratu
roznicy pomiedzy f(x) i jej przyblizeniem w przedziale

<Xy,X,> lub sumg wazong kwadratow btedéw rozciggnietg
na zbior dyskretny punktow z przedziatu <x,,x,>

eprzyblizenie jednostajne
znalezienie najmniejszego maksimum roznicy miedzy f(x) i

jej przyblizeniem w przedziale <x;,x,>

= [\ 11C



Metoda najmniejszych kwadratow
Regresja liniowa

n

S’ :Z[yi—(axi+b)] = min

f(x)=ax+b
a=3.23, b=-2.08

12 14 16




@]]JIJ_JI Warunek minimum funkcji dwu zmiennych:

0S*

2
0 oS~ _
oa

= -0
ob

Otrzymujemy uktad réwnan liniowych dla niewiadomych a i b

ainz +bY x;, =2 x;y;
ay x, +bn=73%y,
Rozwigzujac ten uktad rownan uzyskuje sie wyrazenianaai b
N2 XY, — 2 X; 2 Y,
w

SxIT Yy, - Y XY x,y,
w

a =
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AGH

gdzie: wyznacznik gtdwny W wyraza sie wzorem

W = ”inz _(in)z

Z praw statystyki mozna wyprowadzi¢ wyrazenia na odchylenia
standardowe u(a) i u(b) obu parametrow prostej a,b:




Aproksymacja wielomianowa

Zastosowanie w obliczeniach wielomianow jako funkcji
przyblizajgcych wigze sie z faktem, ze maszyna cyfrowa
wykonuje w praktyce dziatania arytmetyczne.

Wspolng wiasciwoscig poteg zmiennej i wielomianow
trygonometrycznych (a takze funkcji wyktadniczych) jest to,
ze W przyblizeniach korzystajgcych z kazdej z tych klas
przesuniecie uktadu wspotrzednych zmienia wspotczynniki,
ale nie zmienia postaci przyblizenia.

Jezeli P(x) jest wielomianem lub funkcjg wymierng to
P(x+a) jest rowniez tej postaci, a jesli T(x) jest liniowym
lub wymiernym przyblizeniem zbudowanym z sinusow lub
cosinusow, to takie jest rowniez T(x+a).

= [\ 11C



Aproksymacja wielomianowa

Przyblizenia funkcjami {x"} (n=0,1,...)

majq takq zalete, ze przy zmianie skali zmiennej zmieniajg
sie tylko wspotczynniki, a nie zmienia sie ksztatt
przyblizenia. Przykfad: wielomian P(kx) jest rowniez
wielomianem zmiennej x.

Tej wiasnosci nie majg przyblizenia trygonometryczne, gdyz
dla niecatkowitego k na ogot sin(nkx) nie jest elementem
klasy

{sin(nx)} (n=0,1,2...)



mJJ Aproksymacja wielomianowa

Najczescie] wybiera sie wielomiany gdyz mozna
tatwo:

®oblicza¢ ich wartosci

®rézniczkowad

®catkowacd



mJJ Aproksymacja wielomianowa

Z przyblizen wielomianowych wywodzg sie metody:
e interpolacji

e ekstrapolacji

e rozniczkowania numerycznego

e kwadratur

e rozwigzywania numerycznego rownan rézniczkowych
Zwyczajnych

Powigzania pomiedzy tymi metodami sq tatwo dostrzegalne,
gdyz metody interpolacyjne sq podstawg wzorow rozniczkowania
numerycznego, kwadratur i rozwigzywania numerycznego
rownan rozniczkowych.



AGH INTERPOLACIJA WIELOMIANOWA

Zalozenie:
W przedziale [a,b] danych jest (n+1) réznych punktow x,, xy, ..., X,,
ktore nazywamy weztami interpolacji, oraz wartosci pewnej funkcji
y = f(x) w tych punktach:

f(x)=y;dla i=0,1,...n.

Jix)

interpolacja s

\ {xb .}’ij

{xz, v3)

h 4
4



“]JJ INTERPOLACIJA WIELOMIANOWA

Zadanie interpolacji:
Wyznaczenie przyblizonych wartosci funkcji w punktach nie bedacych
weztami oraz oszacowanie btedu tych przyblizonych wartosci.

1. W tym celu nalezy znalez¢ funkcje F(x), zwang funkcjg
interpolujgcg, ktora bedzie ,przyblizac” funkcje f(x) w przedziale
[a,b].

2. Funkcja F(x) w wezfach interpolacji przyjmuje takie same wartosci
co funkcja y = f(x).

3. W zagadnieniu interpolacji wielomianowej funkcja F(x) jest
wielomianem stopnia co najwyzej n.

Twierdzenie
Istnieje doktadnie jeden wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej
n (n=0), ktory w punktach x,, X4, ..., X, przyjmuje wartosci y,, Yy, -..,

Yn



AGH Interpolacja - metoda bezposrednia

Przez n+1 punktow (Xq,Ys), (X1,Y1), -...(X,,Y,) Przechodzi
doktadnie jeden wielomian stopnia n

n

y=a0+a1x+ ................... +a x .

n

gdzie agy, a4, .... @, sq statymi wspotczynnikami (R)

eUtozyC n+1 rownan aby znalez¢ n+1 statych

ePodstawic¢ wartos¢ x do wielomianu, aby znalez¢ y



Il

Tabela 1 Predkosc¢ v jako funkcja czasu t

1000

t(s) v(m/s) . .
0 0 = ]| e dane
5600- PY
10 227.04 ; .
15 362.78 5 .
2 200- o
20 517.35 .
22.5 602.97 o1 ©
30 901.67 © 5 10 15 20 25 30
czas t(s)

Znalezc¢ predkos¢ w chwili t=16 s stosujgc metode
bezposrednig dla dwoch punktow



Interpolacja liniowa

AGH
v(t) =a,+tal
Y
v(15)=a, +a,(15)=362.78 ! o)
v(20) = a, +a,(20)= 517.35 ) % N
Rozwigzanie uktadu réwnan |
a, =—100.93 )
a, =30.914

Azatem  v(t)=-100.93+30.914¢, 15<¢ <20

v(16)=—-100.93+30.914(16)=393.7 m/s




Interpolacja kwadratowa

v(t) =q,tal+ a2t2 Vo

W10)=a, +a,(10)+a,(10)" =227.04
W15)=a, +a,(15)+a,(15) =36278
20)=a, +a,(20)+ a,(20)* =517.35

Rozwigzanie uktadu rownan X
a,=1205 a,=17733 a,=0.3766

v(t)

- + 3 10<+¢
1(16)=12.05+17.733(16)+0.3766(16)" =392.19 m/s

NL + 17 7
VO T 1 /7.7

l\.)




AGH Interpolacja kwadratowa

v()=12.05+17.733¢+0.3766¢*, 10 <t <20
1(16)=392.19m/ s

1000

Btad wzgledny s00. /
B 7 600-. ‘/.
c |= 392.19-393.70 <100 3 . &/
392.19 > ] -
=0.38410% 7 T




“]JJ Interpolacja szesScienna

yA

v(t) =a, +al+ a2t2 + a3t3 (x, )

(xoayo)

1(10)=227.04 = a, + a,(10)+ a,(10)* + a,(10)’
W(15)=362.78=a, +a,(15)+a,(15) +a,(15)
1(20)=517.35=a, +a,(20)+ a,(20) + a,(20)
1(22.5)=602.97 = a, + a,(22.5)+ a,(22.5) +a,(22.5)




Interpolacja szescienna

Zadanie domowe

Rozwigzac uktad rownan:
( a, +10a; +100a, +1000a, =227.04
a, +15a, +225a, +3375a, =362.78

a, +20a, +400a, +8000a; =517.35

L ay +22.5a, +506.25a, +11390.625a; = 602.97

Podac i narysowac v(t)



!“Jli Interpolacja szescienna -rozwigzanie

a, = —4.2540
a, =21.266

a, =0.13204

a, = 0.0054347 10<7<22.5

W(t) = —4.2540+21.266¢ +0.13204¢> +0.0054347¢,

v(16)=392.06 m /s

x 100

Btad wzgledny

a

392.06 -392.19
392.06

= 0.033269 %




Porownanie
Rzad wielomianu 1 2 3
v(t =16)m/s 393.7 392.19 392.06
blad wzgledny | ---------- 0.38410 % | 0.033269 %




mJJ Obliczenia przemieszczenia

od t=11s do t=16s
v(t)=—4.2540+21.266¢ +0.13204¢* + 0.0054347£°,10 <t < 22.5

16

s(16)—s(11)= [v(¢)dt

11

16
= j(—4.2540 +21.266¢ +0.13204¢% +0.0054347¢° it
11

2 3 4 16

_| —4.2540¢ + 21.266%+ 0.13204%+ 0.0054347tZ
11
=1605m



Obliczenia przyspieszenia

v(t)=—4.2540 +21.266¢ +0.13204> +0.0054347£*,10 < t < 22.5

= i(— 4.2540 +21.266¢+ 0.13204 > + 0.0054347 r3)

dt
=21.266 +0.26408 1 + 0.016304 t*, 10 <¢<22.5

a(16)=21.266 +0.26408(16)+0.016304 (16 )
=29.665 m/s”



“]JJ W2zor interpolacyjny Newtona

Interpolacja liniowa: dane sg punkty (x,,%,), (X;,,),

szukamy

Ji(x) =by +b(x—x,) * o)
)

by = f(x,) S
(A R AT B

A
X1 — Xy




Il

Tabela 1 Predkosc¢ v jako funkcja czasu t

t(s) v(m/s) . .
0 0 % *°1| o dane
5600- PY
10 227.04 .
15 362.78 5 .
2 2004 o
20 517.35 |
22.5 602.97 o{ @
30 901.67 © 5 10 15 20 25 30
czas t(s)

Znalezc¢ predkos¢ w chwili t=16 s stosujgc metode Newtona



mJJ Interpolacja liniowa
W(t) =by + by (1 — 1)

Wiadomo, ze: Znajdujemy:
t, =15, v(t,) =362.78 by =v(t,) = 362.78
tl :20, V(tl):51735 bl _ V(tl)_v(tO) —30914
tl _tO
A zatem:

W) =by+b(t—ty)=
= 362.78+30.914(t—15), 15<¢< 20

Jako zadanie domowe, prosze sprawdzi¢ czy wynik uzyskany
jest zgodny z wynikiem interpolacji bezposredniej



M“]JJ Interpolacja liniowa

AGH v(t)=by +b,(t—t,)

Szukana predkosc¢ w chwili t=16 s wynosi:

W) =by+b(t—ty)=
=362.78 +30.914(16—15)
=393.69 m/s

520 i
500
480-
460-

v 440

E 420

4001

380

360] =

—s—dane

czas t(s)



MNJJ Interpolacja kwadratowa
AGH

Dane sg punkty (xo,yo), (X1»y1)a (xz,yz),

szukamy

fr(x)=by +b(x—xy) + b, (x —x,)(x— x,)

[ by = f(x,)
NICORTIED
< ! xl—xo
S )= f(x)  fO) = f(x)
Xy =X X — Xy -
b, = :

Xy — X



“]JJ Interpolacja kwadratowa

Wiadomo, ze: Znajdujemy:
ty =10, v(t,) =227.04

t, =15, v(t;) =362.78
t, =20, v(t,) =517.35

by =v(t,) =227.04
p V() —v(t) _ 362.78-227.04
1 L =1 15-10
—07.148

V(L) —v(t)) . v(t) —v(ty)

b2:

=(0.37660



AGH

A zatem:
v(t) =Dy +b(t—1))+by(t—1y)E— 1)) =
=227.04+27.148(t —10)+ 0.37660(t —10)(r —15), 10 < <20

dla t=16s:

v(16)=b, +b,(16—¢,))+b,(16—¢,)(16—1,) =
=227.04+27.148(16-10)+0.37660(16 —10)(16 —15)
=392.19 m/s

Jako zadanie domowe, prosze sprawdzi¢ czy wynik uzyskany
jest zgodny z wynikiem interpolacji bezposredniej



“]JJ Interpolacja kwadratowa

550

5004

—s—dane

450 -

400 -

350 -
300 -
2504

200 +—-r—r—+—r—+"r""TrTV—TTT T T T T
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

czas t(s)

Btagd wzgledny w odniesieniu do poprzedniej interpolacji

v(m/s)

a

~ ‘392.19—393.69

x100
392.19 ‘

=0.38502 %




“]JJ Ogoélna formuta

Fr(x)=by +b(x—xy)+b,(x—x,)(x—x,)
gdzie
by = flxy]=1(x,)

b, = fx,,x,]= J (x;):i (%) iloraz roznicowy pierwszego rzedu
1 0

J) = f(x) S ()= f(x)

b2:f[xz,xl’xo]:f[x29x1]_f[x13x0]: X, — X, X, — X,
Xy =X \ /v X, — X,
A zatem iloraz réznicowy drugiego rzedu

Fo(x) = flxo 1+ fIx,x01(x = x0) + flxy,x, %0 1(x — x40 )(x — x,)



I

AGH
Majac (n+1) punktow
(XO»J’o)o(x1>J’1)o ------ ’('xn—l’yn—l)’('xn’yn)
f,(x)=b,+b(x—x,)+....+b, (x —x,)(x—x,)...(x —x,_,)

gdzie
by = flx,]
by = flx, %]
b, = flx,,%;,%,]

D, = fIX, 5%, 5o X ]

D, = fIX,,X, |seeeer Xy ]



“]JJ Interpolacja szescienna

Wielomian 3-ciego stopnia, majac dane(x,,y,), (x;,,), (x,,»,),1(x;,;), ma postac

F3(x) = fIxo 1+ fIxx0 100 = x0) + fx5,x,, %0 1(x — x )(x — x; )

+ fx5, %5, X, X0 J(x — X )(x — x; )(x — x,)

A/
Xo S(xy) \ /

STx %]
X1 f(x)) < > Slxy,x,, xo]\ /b3

Slxy,x] S35 x5, %, %]
Xy S (x,) < SIx5, x5, x1]/

Slxs,x,]
X3 S(x3)



Interpolacja szesScienna

Zadanie domowe

Znalezc¢ rownanie na predkosc i obliczy¢ v(16s) na podstawie
interpolacji szesciennej Newtona :

V(t) :bo "'bl(t_to)+b2(t_to)(t_t1)+b3(t_to)(t_t1)(t_t2)

bane 4 ~10, w(t,) =227.04
t, =22.5, v(t;) = 602.97

Znalez¢ wspotczynniki b,

Znalez¢ droge przebytg w czasie od 11s do 16 s. Znalezc¢
przyspieszenie w chwili t=16 s.

V] € \ nis



Rozwigzanie
AGH
/ b,

t, =10 227.04\ b

27.14 - b,
t =15, 362.78 0. 37660 b
1 / 3

30.91 5 4347x10°
t, =20, 517.35< 0.44453

/ 34.248

1, =225 602.97

b() — 22704, b]

=27.148; b, = 0.37660; bs =5.4347*%10"



Porownanie
Rzad wielomianu 1 2 3
v(t=16) 393.69 392.19 392.06
m/s
Btad wzgledny | ---------- 0.38502 % | 0.033427 %
przyblizenia




I

Dane sg wartosci funkcji f(x;)=y; dla i=0,1,...n w punktach
rozmieszczonych w jednakowych odstepach:

Interpolacja z rowno-odleglymi weztami

X, =X, +1ih

Pierwszy wielomian interpolacyjny Newtona ma postac:

Ay, Azyo
N (x)=y, + l'h( xo)+2!}22 (x—x)(x—x)+...+

(x—x)(x=x)cc..(x—=x,_,)

gdzie AKf(x,) jest réznica progresywna k-tego rzedu



Interpolacja z rowno-odleglymi weztami

ROznice progresywne: Ay, = f(x,+h)— f(x)=y,., -,
Azyi =A(Ay,) =Ay,,, — Ay,

Jesli wprowadzimy:: i X 1
LA
otrzymamy
Wia(zg) = Wi(xo+ gh) = yo+ %Ayg + Q(qQT )AQ o+ ...+
-1 —1)..(¢g—n+1)
+q(q2, ) Alyot . 4 g(g—1) ,ﬁ‘.’ ) A ”o

Ten wielomian interpolacyjny Newtona jest korzystny w poblizu
poczatku tablicy.

V] € [\ nis



@]!JJ Interpolacja z rowno-odleglymi weztami

Drugi wielomian interpolacyjny Newtona:

A A’
N'(x)=y + Vi (x—x )+ Y2 (x—x )(x—x_)+..+
n n n n n—1

1'h 21h°
- A y}fl’ (x—=x)x=x,_).(x—2x,)
n'h

ROznice wsteczne: YV =Jf(x)—f(x,—h)=y, -y,
V?y, =V(Vy,)=Vy,=Vy.,

Mozlla UdOWOdllié, 2e:
k 2 k
V yi | — ‘, yi A‘I



MMJ Interpolacja z rowno-odlegltymi weztami
AGH

Top — T
Jesli wprowadzimy:: q= Dh

Drugi wielomian interpolacyjny Newtona przybiera postac:

(¢—1)
7.
Wzor ten jest korzystny w poblizu konca tablicy i zawiera

roznice wsteczne:

29(g—1)(¢—2)..(g—n+1)
n!

W, (z) = Yo—q Vot V20— +(—1) V%o

Vy,=f(x)—-f(x, =)=y, -y,




MMJ Wzor interpolacyjny Lagrange’a
AGH

Inaczej:

wcuo=ﬁ;ﬂxp

(2= X)X = X)ors =2, )=, (X )

(xj _xO)(xj _'xl)"'(xj _xj—l)(xj _xj+1)°"(xj _xn)

Ogolnie:
o ) @) i o, (x)
(x) ]Z(;f(x])(x_x) v zf( e
/ X=x; ]|
gdzie: ®,(x)=(x—xy)(x—x))...(x —x,)

w’,(x;) jest wartoscig pochodnej wielomianu w,(x) punkcie x;
bedqcym zerem tego wielomianu



Il

Tabela 1 Predkosc¢ v jako funkcja czasu t

1000

t(s) v(m/s) . .
0 0 = ]| e dane
5600- PY
10 227.04 ; .
15 362.78 5 .
2 200- o
20 517.35 .
22.5 602.97 o1 ©
30 901.67 © 5 10 15 20 25 30
czas t(s)

Znalezc¢ predkos¢ w chwili t=16 s stosujgc metode interpolacji
wielomianem Lagrange’a dla dwdoch punktow



“]JJ Interpolacja liniowa wielomianem

e | Lagrange'a
V(1) = ;)Li ()v(t;) = Ly(t)v(ty) + L, (1)v(z))
Wiadomo, ze: Znajdujemy:
tO :15, V(fo)=36278 Lo(f)z ll[ t_tj _ -1
20 In—1. ty—t
t, =20, v(t;)=517.35 oo 0 o
Li)=11 L =— 0
A zatem: L L Jj#l
V(1) =—v(ty) +—=v(t)) =
lo — 1 L — 1
_ 1720 g0 784 171 51735
15-20 20-15

Jako zadanie domowe, prosze sprawdzi¢ czy wynik uzyskany
jest zgodny z wynikiem interpolacji bezposredniej

V] € \ nis



“]JJ Interpolacja liniowa wielomianem

AGH Lagrange’a
v(16) = 16-20 (362.78) + 16-15 (517.35)
15-20 20—15
= 0.8 (362.78)+0.2 (517.35) =
=393.7 m/s
j:g:: —=—dane
£

czas t(s)



M]JJ Interpolacja kwadratowa
AGH

Dane sg punkty (xoayo)a (x19y1)9 (xza;‘b)

szukamy Wt) = iLl- (t)V(f,-) =
i=0

= Ly (0W(ty) + L [ (1)) + Ly ()W(E,)

Y 3
(X0 )

Li (t) =11 J (%2.92)
J#l

(Xo.Yo)




Wiadomo, ze:
ty =10, v(t,) =227.04
t, =15, v(¢,)=362.78
t, =20, v(t,)=517.35

A zatem:
lo =t Ly — 1

v(t) =

t—t, t—t,

Interpolacja kwadratowa

Znajdujemy:

L (f)— 2 t_t' _ (t_tl)(t_tZ)

Jj=0 to_t B (to_tl)(to_tz)

2ot (i )i-0)

t )
o ” “l-u )
I (t) H _tj . (t_tO)(t_tl)

j=0 Iy —1; _(tz_to)(tz_tl)
J#2

t—t, t—t,

V(o) +

(! )+ V(1)

1~ 4 —ly I



AGH
dla t=16s:

w16 = 16719 (16=20) o 0 (16-10) (16-20)
(10—15) (10—20) (15-10) (15—20)

N (16—-10) (16—15)

(20—-10) (20-15)

=(—0.08)(227.04)+(0.96)(362.78) + (0.12)(517.35)
=392.19 m/s

(362.78)

(517.35) =

Jako zadanie domowe, prosze sprawdzi¢ czy wynik uzyskany
jest zgodny z wynikiem interpolacji bezposredniej i metodg
Newtona.



“]JJ Interpolacja kwadratowa

550

5004

—s—dane

450 -

400 -

350 -
300 -
2504

200 +—-r—r—+—r—+"r""TrTV—TTT T T T T
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

czas t(s)

Btagd wzgledny w odniesieniu do poprzedniej interpolacji
392.19-393.70

392.19
=0.38502%

v(m/s)

x 100

a




ol 4 Interpolacja szeScienna

Zadanie domowe

Znalezc¢ rownanie na predkosc i obliczy¢ v(16s) na podstawie
interpolacji szesciennej Lagrange’a

D
M =10, () =227.04

t, =15, v(t;) =362.78
t, =20, v(t,) =517.35
f, =22.5, v(t;) = 602.97

Znalez¢ droge przebytg w czasie od 11s do 16 s. Znalezc¢
przyspieszenie w chwili t=16 s.

Poréwnac wyniki z uzyskanymi na podstawie interpolacji metodg
bezposredniej i Newtona.

V] € \ nis



Porownanie
Rzad wielomianu 1 2 3
v(t=16) 393.69 392.19 392.06
m/s
Btad wzgledny | ---------- 0.38502 % | 0.033427 %
przyblizenia




“]JJ W2zor interpolacyjny Lagrange’a -
AGH przykiad

Niech dane bedg punkty: 0, 1, 3, 6. Znalez¢ wielomian interpolacyjny
Lagrange’a, ktory bedzie przybliza¢ funkcje

flx)=2. sin(% - x)
Rozwiazanie:

Wartosci funkcji f(x) w weztach interpolacji sq nastepujace:

J/o:f(o):Oa J/1:f(1):19 J’2:f(3):29 y3:f(6):()'

Mozna pokazac, ze wielomian interpolacyjny Lagrange’a przyjmuje
postac:

_x3_11x2+17x
90 90 15

W (x)=



“]JJ Wzor interpolacyjny Lagrange’a -
przykiad

funkcja f(x)

wielomian
interpolacyjny W;(x)

X1 17x
9 90 15

-15 4

-20 4

-25 4

-15 -10 -5 0 5 10 15

Wielomian interpolacyjny ,przybliza” funkcje f(x) tylko pomiedzy
skrajnymi weztami, tzn. w przedziale [0,6].

Im mniejsze odlegtosci miedzy weztami, tym lepsze przyblizenie
uzyskujemy

V] € [\ M E



“]JJ Oszacowanie btedu wzoru
interpolacyjnego

Z jaka doktadnosciag wielomian interpolacyjny W,.(x) przybliza
funkcje f(x) w pozostatych punktach lezgcych wewnatrz przedziatu
<a, b>?

Zaktadamy, ze funkcja f(x) w rozpatrywanym przedziale <a, b>
ma pochodne do rzedu (n+1) wigcznie.

sup | (x)

() =W, (x)| < ’C““”’(;H)! ~ HO (x—x,)

-

zalezy od wyboru weztow interpolacji

V] € \ nis



@DIJ-JI Interpolacja za pomocqa funkcji sklejanych-spline

Motywacja
Wady interpolacji wielomianowej:
Pogorszenie wynikow interpolacji przy zwiekszaniu liczby weztow.

Przykfad: f(x)= ‘ x‘
Zjawisko Rungego (przyktad zle uwarunkowanego zadania):

Interpolacja wielomianami wysokich stopni przy statych odlegtosciach
weztdw prowadzi do powaznych odchylen od interpolowanej funkcji
zwtaszcza na koncach przedziatu. Interpolacja na srodkowych
czesciach przedziatu jest natomiast bardzo dobra i uzyteczna

1
1+ 25x2

Przykitad: f(x)=



MMJJ Interpolacja wielomianowa szczegodlnych funkcji
AGH

f(x) =4

1.2 . A—

— f{x)=Ixl

— Wix)=x"2
—— 4 stopien
— 10 stopien

0.8

0.6/

0.4

0.2




1F
0.5
0 ( — 5 stopien
— 12 stopien
s | O:stopicn
— f{x)=1/(1+25x2)
-0.5
| | ' | '
0 -0.5 0 0.5



M]JJ Interpolacja za pomoca liniowych
AGH funkcji sklejanych

Majqc dane punkty:
(X905 0)s (X5 V1 )see (X5 Vit )5 (X5 )

prowadzimy linie proste pomiedzy punktami.

y
A

(x}- y .~3)

(0. Yo)




“]JJ Interpolacja za pomoca liniowych
funkcji sklejanych

J ()~ /(%)

J(x)—f(x)
L Xy =X )
Y

nachylenie prostej
pomiedzy weztami

A
[ )

JSx)—f(x)

Xy =X

J(x)=f(x)+

(x—Xx;) Xo S x <X

J ()= f(x)+

(x—x,) X <x<x,

J ()= f(x,)+

(x_xn—l) X



“]JJ Interpolacja kwadratowa za pomoca
funkcji sklejanych

M

AGH
Majqc dane punkty: (xo,yo), (xl,yl),...(xn_l,yn_l), (xn,yn)

zapisujemy rozne funkcje kwadratowe pomiedzy kazda parg
punktow.

A
' V!

2
/—_;x +hx+e,
L ]

= I-x:'e—lr Fa1!

% + A X+ 7% ol

ford
MJT

2 %t +hx+e,

(2.3

o Vo d




“]JJ Interpolacja kwadratowa za pomoca
funkcji sklejanych

AGH
f(x)=a,x*+bx+c Xg SXS X
f(x)=a,x* +byx+c, X Sx<x,
f(x)=a,x*+bx+c, Xy SXSX,

Znalez¢ wspétczynniki  d;, bi 5 C; i1=12,...n

Mamy 3n niewiadomych czyli potrzebujemy 3n rownan




“]JJ Interpolacja kwadratowa za pomoca
funkcji sklejanych

M

AGH

Kazda parabola przechodzi przez dwa sasiednie punkty,
czyli mamy 2n rownan

2
S (xg) =aixy” +bxy+¢

2
S (x)=ax;” +bx; +¢

2
f(x)=a;x; " +bx;_+¢

l

2
f(x)=ax;” +bx; +c

2
f(xn—l) — anxn—l + bnxn—l + Cn

2
J(x,)=a,x,” +b,x, +c,



“]JJ Interpolacja kwadratowa za pomoca
funkcji sklejanych

M

AGH

Dodatkowe warunki otrzymujemy zadajac ciggtosci
pierwszych pochodnych w n-1 wewnetrznych punktach
weztowych:

2
ax +bx+c /> ) 2a,x+b,
dia /(x) 2 2a,x+b
a,x“+byx+c, T X+ D,
a zatem 7y -
2611)(,'1 + bl - 2a2x1 + b2 /——;iape-Za,x+b,
L e Ve

{%a:¥a/

2an—1xn—1 + bn—l — 2anxn—l + bn




“]JJ Interpolacja kwadratowa za pomoca
funkcji sklejanych

M

AGH
Prowadzi to do n-1 rownan postaci: 2a,x, +b, —2a,x, —b, =0

2a,%x, +b, —2a;x, —b; =0

120

2a, x, +b, —2a,x, ,—b, =0

n

Catkowita liczba rownan wynosi 2n+(n-1)=3n-1

Potrzebne jedno rownanie moze przyjac posta¢ np. a; =0

Pierwsza funkcja sklejana jest liniowa.




Il

Tabela 1 Predkosc¢ v jako funkcja czasu t

1000

t(s) v(m/s) . .
0 0 = ]| e dane
5600- PY
10 227.04 ; .
15 362.78 5 .
2 200- o
20 517.35 .
22.5 602.97 o1 ©
30 901.67 © 5 10 15 20 25 30
czas t(s)

Znalezc¢ predkos¢ w chwili t=16 s stosujgc metode interpolacji
za pomocg kwadratowych funkcji sklejanych



Il corwintll

=a,t’+b,t+c,, 10<t<I15
:a3t2+b3t+c3, 15<¢t<20

=a,t’ +bt+c,, 20<1<225

=ai’ +bit+c,, 225<t<30




mmJJ Kazda funkcja sklejana przechodzi przez
AGH dwa sasiednie punkty

V(t):a1t2+b1t+cla 0<r<10

1000

<]
o
o

=)
o
o
N 1 N 1
[

e dane

' 4,(0)% +b,(0)+c, =0
.
4, (10)? +5,(10) + ¢, = 227.04

predkosc v(m/s)
»
o
o
o

N
[=]
o o
1 N 1

czas t(s)



. o) ) B
t(s) v(m/s) a,(10)" +b,(10)+c, =227.04
0 0 a,(15)° +b,(15)+c, =362.78

10 227.04 a.(15)> + b, (15) + ¢, = 362.78
362.78
;(5) 5?7.;5 a;(20)° +b5(20) + ¢, = 517.35

22.5 | 602.97 a,(20)° +b,(20)+c, =517.35
30 N1.67 | 4,(22.5)* +b,(22.5) +¢, =602.97

Jest 10 réwnan, 15 as(22.5)° +b5(22.5)+ ¢, =602.97

poszukiwanych

wspotczynnikow as (30)2 + b5 (30) T Cs = 901.67




“]JJ Zadanie ciggtosci pochodnych

v(t)=a,t> +bt+c,, 0<i<10

2
=a,t” +b,t+c,, 10<¢<15

%(altz +bt+c, )

(Zalt +b, )‘t:m = (Zazt +b, )‘

t=10

= %(aztz +D,t + cz)

t=10

2a,(10)+b, =2a,(10)+b,
20a,+b,-20a, -b, =0

t=10




MMJJ Zadanie ciaglosci pochod h-cd
s agdanie ciagtosci pochodnych - ¢

dla t=10s 2a,(10) +b, —2a,(10)-b, =0

dla t=15s 2a,(15)+b, —2a,(15)—-b, =0
dlat=20s  2a;(20)+b; —2a,(20)-b, =0
dlat=22.5s 2a,(22.5)+b, —2a,(22.5)—b;, =0

4 dodatkowe rownania

ostatnie rownanie g, =0




15 niewiadomych

y

owhan na

y

Ostateczny ukiad 15 r

227.04

227.04

362.78

362.78

517.35

517.35

602.97

602.97

901.67

S O O O O

¢

a,

¢y

ds

bs

C3

ay

0 b

0
0

0

0
100

100 10 1

0
0

1
1

10
15

0 O

0 0 225

0| b,

0
0
0

1
1

0

1
1

15

0 0 225
0 0 400 20

0

0
0

0
400
0 0 506.25 225

20

0

1

0

0

0 506.25 225

0

30

900

-1

0
0
0
—45
0

0
0
0
0
0

-1
1
0
0

-30

0
0
0 0 40
0
0

-1
1

—-20
30
0
0
0

0
0
0
0
0

1
0
0
0
0

20
0
0
0
1




Wartosci wspotczynnikow

AGH
i a D, C;
1 0 22.704 0
2 0.8888 4.928 88.88
3 -0.1356 35.66 -141.61
4 1.6048 -33.956 554.55
5 0.20889 28.86 -152.13

Prosze sprawdzi¢ czy podane wartosci sq prawidtowe




“]JJ Ostateczne rozwigzanie

v(t) =22.704¢, 0<¢r<10
=(.8888¢” +4.928¢ + 88.88, 10<£<15
=—0.1356¢" +35.66¢t —141.61, 15<¢<20

=1.6048:> —33.9561 + 554.55, ~ 20=<1<22.5
=0.20889:% +28.86 —152.13,  22.5st=<30

1000

Velocity (m/s)

[\
o
o

Time(s)




MMJ Predkos¢ w okreslonym punkcie
AGH E g

a) Predkos¢ w chwili t=16s
v(t) =22.704¢, 0<¢t<10
=(0.8888¢” +4.9287+88.88, 10=z7<15

=—0.1356¢" +35.66t —141.61,° 15<¢ <20

=1.6048¢* —33.956¢ +554.55, 20<¢<22.5
=0.20889¢° +28.86¢ —152.13, 22.5<¢<30

v(16)=-0.1356(16)° +35.66(16)—141.61
=394.24 m/s

Jako zadanie domowe, prosze porownac obliczong wartosc
predkosci z wartoscig otrzymang za pomocg interpolacji
wielomianowej

V] € \ nis



@]]]IJJ Przyspieszenie w okreslonym punkcie

b) Przyspieszeniew t=16s

v(t) = 22.704¢, 0<¢t<10

= (0.8888 ¢* +4.928¢+88.88, 10<¢<15
= —0.1356¢ +35.66¢t —141.61, 15<¢<20

=1.6048t° —33.956¢ +554.55,20<¢t<22.5
=0.20889¢> + 28.86t —152.13, 22.5<t<30

d

a(l6)=—v
(16) 7

(t)‘ =16



‘L@!JJ Przyspieszenie w okreslonym punkcie

Funkcja kwadratowa sklejana prawdziwa w punkcie t=16s jest
dana jako

v(t)=—-0.1356 1> +35.66¢ —141.61, 15<¢<20

a(t) = %(—0.135&2 +35.66t —141.61)

=—0.2712¢ +35.66,

a(16) =—-0.2712(16) +35.66 =31.321m/s>

Jako zadanie domowe, prosze porownac obliczong wartosc
przyspieszenia z wartoscig otrzymang za pomocg interpolacji
wielomianowej



M]JJ Droga z profilu predkosci

AGH

C) Znalez¢ droge przebytag przez rakiete od t=11s do t=16s.
v(t) = 22.7041, 0<r<10
= (0.88887° +4.928¢ + 88.88, 10<t <15

=—0.1356¢> +35.66¢t —141.61, 15<¢<20

=1.6048¢% —33.956t +554.55, 20<¢<22.5
=0.20889¢> +28.86r —152.13,  22.5<¢<30

S(16)-S(11)= lfv(t)dt

11



Droga z profilu predkosci

v(t)=10.8888¢” +4.928¢+88.88, 10<s<15
=—0.1356¢> + 35.66¢ — 141 .61, 15<1<20

16 15

S(16)—-S(11)= j v(t)dt = j v(2)dt + j v(t)dt

11 11

15
= I(O.8888t2 +4.928¢ + 88.88)dt
11

16
+ j(—o.1356t2 +35.66t—141.61)dt =1595.9 m
15

Jako zadanie domowe, prosze porownac obliczong wartosc
przebytej odlegtosci z wartoscig otrzymang za pomocq
interpolacji wielomianowej

V] € \ nis



sup | £ (x)

n

()=, ()] < 25222 TG =x)
(n+1)! o
Przyjmujemy oznaczenia: M . = sup ‘f(”“)(x)‘
xe<a,b>

7

Kres gorny modutu (n+1)-szej pochodnej funkcji f(x) na przedziale
<a,b>

,(x) = (x—x,)(x = x)-(x—x,)



f(x) - W(X)| o @, ()

Przyktad: +1)!

Oceni¢, z jakg dokfadnoscig mozna obliczy¢ wartosc¢ In 100,5 przy
uzyciu wzoru interpolacyjnego Lagrange’a, jezeli dane sq wartosci:
In 100, In 101, In 102, In 103

f(x)=1In(x), n =3, a=100, b =103, f<4> (x) = —x—64
M,= su ) (x
* xe<100€03>‘f ( )‘ 1004
In 100,51 (100,5) < —2—-0,5-0,5-1,5-2,5 = 2,344-10°



M]JJ Optymalny dobor weztow interpolacji
AGH

UGRIASE ";1),-

@, (x)

Wielkos¢ btedu zalezy od wyboru weztow interpolacji poprzez w,,.
Na M,,; hie mamy wptywu.

Jak wybrac wezty interpolacji x;, aby: sup ‘a)n (x)‘

xe<a,b>

miato jak najmniejszgq wartosc

Zagadnienie zostato sformutowane przez rosyjskiego matematyka
P.L. Czebyszewa jako zagadnienie znajdowania wielomianu
algebraicznego najlepiej przyblizajgcego zero na zadanym
przedziale.

V] € [\ 1nis A r=le



] o

Wielomiany Czebyszewa T (x) — COS(n A7C COS x)
(pierwszego rodzaju): n

Mozna pokazac, ze wielomian T,(x) jest identyczny z pewnym
wielomianem algebraicznym ,,zawezonym” do przedziatu <-1,1>.

Ty(x) =1
1. (x)=cos(arccosx)=x
T,(x) = cos(2arccos x) = 2x° —1

T,(x) = cos(3arccos x) = 4x> —3x

wzdr rekurencyjny T,(x)=2xT,_(x)—T, ,(x)



] o

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sq rozwigzaniem
rownania rozniczkowego:

d T (x) dT (x)

(1-x%) —X +n’T (x)=0

dx

Definiuje sie je poprzez wzor Rodriguesa:

V1=-x> d" 5 \i-1/2
2n -1l dx’ [(1—x)f ]

T,(x)=(-1)

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sq ortogonalne w
przedziale <-1,1> z wagq:

1

l—x

w(x) = =



M]JJ Optymalny dobor weztow interpolacji
AGH

Kazdy wielomian Czebyszewa stopnia n ma n roznych pierwiastkow w

unktach:
P om+1

2n

x, = cos( m), m=0,1,2,...,n—1

zawartych miedzy -1i +1
Wspotczynnik przy najwyzszej potedze w T,(x) jest rowny 211,

Szukamy wielomianu, ktory przy najwyzszej potedze ma
wspotczynnik rowny jednosci

T () =25 Ty () = (=5 )= %) (3,

gdzie x.,(m=0, 1, 2, ..., n) sq pierwiastkami wielomianu T,



M]JJ Optymalny dobor weztow interpolacji
AGH

Wyrazenie: sup

xe<a,b>

@, (x)

w przedziale <-1,1> ma najmniejszg wartosc dla wielomianu:

0,0 =25 Ty () = (=X )63 (8-,

) 1
woOwcCzas: sup |, (x)\ — An
xe<-1,1> 2

Jezeli w przedziale <-1,1> za wezty interpolacji przyjmiemy zera
wielomianu Czebyszewa, to

Mn+1
f(x) =W, (x)| < 2 (n 1 1)



M]JJ Optymalny dobor weztow interpolacji
AGH

W dowolnym przedziale <a,b> oszacowanie btedu wynosi:

Mn+1 (b B a)n+1

YOS R TR

przy wyborze weztow

X, 1 (b—az)(:oszm+1
2 2n+2

)+ (b+ a)}, m=0,1,2,....n

Nowe wezty X, hie sq rozmieszczone w rownych odstepach lecz
sq zageszczone przy koncach przedziatu.

x:l[(b—a)z+(b+a)]
Proste transformacje liniowe sprowadzajq 2
X z przedziatu <a,b> do z nalezgcego do

<-1,1> (2x—b—a)

Z =
b—a

V] € \ 11C A K1d C



“]JJ Podsumowanie interpolacji

M

AGH

Przeczytac i przeanalizowac rozdziat 1.2.8 Uwagi koncowe,
Z.Fortuna, B.Macukow, J.Wgsowski, Metody numeryczne

Whnioski:

1. Przy obliczaniu wartosci wielomianu interpolacyjnego w
jednym lub kilku punktach problem wyboru postaci wzoru
interpolacyjnego nie jest istotny.

2. Rodzaj wybranego wzoru i rozmieszczenie weztdw ma wptyw
jedynie na btad obliczen.

3. O czasochtonnosci obliczen decyduje liczba mnozen i dzielen.

dla wielomianu Lagrange’a stanowi to n2+4n+2

dla wielomianu Newtona 1/2 n2+3/2 n



