
AM1 wykład 3



Ciągłość funkcji

Def. Mówimy, że funkcja 𝑓 𝑥 jest ciągła w punkcie 𝑥0, gdy spełnione są następujące trzy warunki
a) 𝑓 𝑥 jest określona w 𝑥0
b) istnieje lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥)

c) lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥0)



Własności funkcji ciągłych

Twierdzenie. Niech 𝑓(𝑥) będzie ciągła na przedziale 𝑎, 𝑏 oraz 𝑓 𝑎 ≤ 𝜏 ≤ 𝑓(𝑏). Wówczas 
∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏 : 𝑓 𝑐 = 𝜏.

Twierdzenie. Funkcja ciągła na odcinku domkniętym przyjmuje w punktach tego odcinka wartość 
największą i najmniejszą.

Twierdzenie. Jeżeli istnieje granica właściwa lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝑔 i funkcja h jest ciągła w punkcie g, 

to
lim
𝑥→𝑥0

ℎ 𝑓 𝑥 = ℎ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)



Pochodna funkcji

Def. Pochodną funkcji f w punkcie 𝑥0 nazywamy właściwą granicę (o ile istnieje)

lim
ℎ→0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ
.

Pochodną oznaczamy 𝑓′ 𝑥0 , 𝑦′ 𝑥0 ,
𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑥0 ,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥0 .



Interpretacja geometryczna

𝛼
𝑥0

𝑓 Równanie stycznej do f:
𝑦 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)



Interpretacja fizyczna

Prędkość średnia:  𝑣ś𝑟 =
Δ𝑠

Δ𝑡

Prędkość chwilowa:   𝑣(𝑡0) = lim
ℎ→0

𝑠 𝑡0+ℎ −𝑠(𝑡0)

ℎ
= 𝑠′ 𝑡0 .



Wzory podstawowe.

a) 𝑦 = 𝑐 ֜ 𝑦′ = 0

b) 𝑦 = 𝑥𝑎 ֜ 𝑦′= 𝑎𝑥𝑎−1

c) 𝑦 = 𝑎𝑥 ֜ 𝑦′= 𝑎𝑥 ln 𝑎

d) 𝑦 = log𝑎 𝑥 ֜ 𝑦′=
log𝑎 𝑒

𝑥

e) 𝑦 = sin 𝑥 ֜ 𝑦′= cos 𝑥

f) 𝑦 = cos 𝑥 ֜ 𝑦′= −sin 𝑥

g) 𝑦 = tg 𝑥 ֜ 𝑦′ =
1

cos2 𝑥

h) 𝑦 = ctg 𝑥 ֜ 𝑦′ =
−1

sin2 𝑥

i) 𝑦 = arcsin 𝑥 ֜ 𝑦′ =
1

1−𝑥2

j) 𝑦 = arccos 𝑥 ֜ 𝑦′=
−1

1−𝑥2

k) 𝑦 = arctg 𝑥 ֜ 𝑦′ =
1

1+𝑥2

l) 𝑦 = arcctg 𝑥 ֜ 𝑦′ =
−1

1+𝑥2



Twierdzenie (o działaniach arytmetycznych na pochodnych)

Jeżeli istnieją pochodne 𝑓′(𝑥) i 𝑔′(𝑥), to

a) 𝑎𝑓 ± 𝑏𝑔 ′ 𝑥 = 𝑎𝑓′ 𝑥 + 𝑏𝑔′ 𝑥
b) 𝑓 ⋅ 𝑔 ′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 ⋅ 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ⋅ 𝑔′ 𝑥

c)
𝑓

𝑔

′
𝑥 =

𝑓′ 𝑥 𝑔 𝑥 −𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥) 2

przy dodatkowym założeniu 𝑔 𝑥 ≠ 0.



Twierdzenie (o pochodnej funkcji złożonej)

Jeżeli 𝑓 ma pochodną w punkcie 𝑥 oraz ℎ ma pochodną w punkcie 𝑓(𝑥), to ℎ°𝑓 ma pochodną 
w punkcie 𝑥, przy czym

ℎ°𝑓 ′ 𝑥 = ℎ′ 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓′ 𝑥 .

Pochodna logarytmiczna.






