AM1 wyktad 4



Ekstrema

Def. Funkcja f ma w punkcie x, maksimum (minimum) lokalne jesli

36 > 0Vx € (xg — 8, x0 + 6): fxg) = f(x) (f(xo) < f(x)).

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.
Jesli stabe nieréwnosci zastgpimy silnymi, to otrzymamy definicje ekstremow lokalnych wtasciwych.



Twierdzenie (warunek konieczny (Fermat 1601-1665))
Jesli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne i ma w tym punkcie pochodng, to

f'(x0) = 0.

Twierdzenie (warunek wystarczajacy)
Jezeli funkcja f jest ciggta w punkcie x, oraz istnieje § > 0 takie ze
f'(x) >0 dla x€ (xy—8,xp)
oraz
f'(x) <0 dla x € (xy,xy+6),
to f ma w xg maksimum lokalne wtasciwe (warunek dla minimum lokalnego jest
analogiczny).



Twierdzenie (Reguta de I'Hospitala — Jan Bernoulli 1696)
Jezeli

1. Dziedziny funkgji 5 [ 5 zawierajg pewne otoczenie punktu x,
2. a) lim f(x) = limg(x) =0 lub
X=X X=X
b) lim f(x), lim g(x) € {—o0, +0}
X=X X=X

3. Istnieje granica (skonczona lub nie) lim 2,8,
X=X

lim ACD) = lim S ()
x-x0 g(x)  xox0g'(X)

to

Uwaga. Reguta de I'Hospitala zachodzi rowniez dla granic jednostronnych, jaki dla x,; = Foo0.



Def. Prostg y = ax + b nazywamy asymptotg ukosng krzywej
y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim [f(x) —ax—b] =0 (as.ukos$na lewostronna)

X—>—00
lub

xlirf [f(x) —ax—b] =0 (as.uko$na prawostronna)
Twierdzenie.
Jedliy = ax + b jest asymptotg ukosng dla y = f(x), to

M) o

a= xl—1>rJ_PooT oraz b= xl_l)IinOO[f(x) — ax].



Oblicz granice
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a)y = xex,
b) v = xarctg x — x,
c)y = x - arcctgx,

d}}r:xlne+e).

-

P

Wryznacz ekstrema funkceji
a)y = x> —5x*+5x%+1,
b _ x?tx-1

) V= x2-x+1"

c)y = 4x? — 10x + 5arctg 2 x,
dyy=(x—1) Vx2

e)y =x’e ¥,

fyy = G)x,x > 0,
g) f(x) =x-In*2x,
h)y = —

Inx’

i) f(x) =3cos2x + 2cos?x + 4x

3. Znalezé asymptoty krzywych
1



