
AM1 wykład 10
Zastosowania geometryczne całki oznaczonej



1. Pola figur płaskich 

a) Pole trapezu krzywoliniowego

a b

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)

𝑥

𝑦
𝑃 = න

𝑎

𝑏

𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥 𝑑𝑥



1. Pola figur płaskich 

b) Pole pod wykresem krzywej zadanej parametrycznie

𝑥 = 𝑥 𝑡
𝑦 = 𝑦(𝑡)

𝑡 ∈ 𝑡1, 𝑡2

𝑥

𝑦

𝑃 = ±න
𝑡1

𝑡2

𝑦(𝑡) ⋅ 𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡



1. Pola figur płaskich 

c) Pole wycinka krzywoliniowego

𝜙 ∈ 𝜙1, 𝜙2

𝑥

𝑦

𝑃 =
1

2
න
𝜙1

𝜙2

𝑟2 𝜙 𝑑𝜙
𝑟 = 𝑟(𝜙)

Uwaga! Często przydatne przejście na współrzędne biegunowe: ቊ
𝑥 = 𝑟 cos𝜙
𝑦 = 𝑟 sin𝜙



2.   Długość krzywej

𝑙 = න
𝑡1

𝑡2

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2𝑑𝑡

𝑙 = න
𝑎

𝑏

𝑦′ 𝑡 2 + 1𝑑𝑥

𝑙 = න
𝜙1

𝜙2

𝑟 𝜙 2 + 𝑟′ 𝜙 2𝑑𝜙



𝑦 = 𝑓(𝑥)

a b

3. Objętość i pole figury obrotowej

𝑉 = 𝜋න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

𝑃 = 2𝜋න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 1 + 𝑓′ 𝑥 2𝑑𝑥




