AM1 wyktad 11

Catki niewtasciwe, szeregi liczbowe



Definicja 1: Catka niewtasciwa Riemanna | rodzaju w przedziale [a, +00) lub

(_Ooab]

Niech f : [a, —I—oo) — IR bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemmana na kazdym z przedziatéw domknietych [a, 3], gdzie
a < [. Catka niewtasciwag Riemanna I rodzaju Funkcji f nazywamy granice

ﬁ]_j}iﬂoo ff(m)dm

i oznaczamy ja symbolem
+oo

[ f(z)dz

a

Jezeli powyzZsza granica istnieje i jest skoficzona, to méwimy, ze catka niewtasciwa f;rm f(:c)dmjest zbiezna, natomiast

jezeli granica ta nie istnieje lub jest niewtasciwa, to méwimy, ze catka niewtasciwa f:m f(;r:)da:jest rozbiezna.



Definicja 2: Catka niewtasciwa Riemanna | rodzaju w zbiorze liczb rzeczywistych

Niech f : R — IR bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemanna w kazdym przedziale domknietym [a, 3] zawartym w R.
Catke niewtasciwa Riemanna | rodzaju funkgji f w R definujemy jako

00 a +0o0
[ f(z)dz = [ f(z)dz+ [ f(x)dz,
—0 — 0 (L
gdzie a jest dowolnie wybranym punktem z IR. Jezeli obie catki w powyzszej sumie sa zbiezne, to méwimy, ze catka
+co . . . . a o g . . . . . P . +oo .
f_m f(:I:)d:I:Jest zbiezna. Gdy ktéras z tych catek nie istnieje lub jest rozbiezna, to méwimy, ze catka f_m f(m)da: jest
rozbiezna.



Definicja 3: Catka niewtasciwa Riemanna Il rodzaju w przedziale [a, b) lub (a, b]

Niech (f : [@,b) — R) bedzie Funkcja catkowalna w sensie Riemmana na kazdym z przedziatéw domknietych [a, 3], przy
czym (a < B< b). Zatézmy, ze funkcja (f) jest nieograniczona w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu (b) Catka
niewtasciwg Riemanna Il rodzaju funkgcji (f) nazywamy granice

Jim [ f(e)ie

i oznaczamy ja symbolem

[ f(z)dz.

a

Jezeli powyzsza granica istnieje i jest skonczona, to méwimy, ze catka niewtasciwa fﬂ f(;t:)d;!: jest zbiezna, natomiast jezeli

granica ta nie istnieje lub jest niewtasciwa, to méwimy, ze catka niewtasciwa fab f(a:)da: jest rozbiezna.



Definicja 4: Catka niewtasciwa Riemanna Il rodzaju w przedziale (a, b)

Niech (f : ((1, b) — R) bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemmana na kazdym z przedziatéw domknietych [a, ;3} , Przy
czym (a <a<pB< b). Zatézmy, ze funkcja (f) jest nieograniczona w pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu (a)

oraz
w pewnym lewostronnym sgsiedztwie punktu (b) Catke niewtasciwa Riemanna Il rodzaju funkgji (f) w (a., b) definiujemy

jako
b c b
[ f(z)dz = [ f(z)dz + [ f(z)dz,

gdzie (c) jest dowolnie wybranym punktem z ((a, b)) Jezeli obie catki po prawej stronie powyzszej réwnosci sa zbiezne, to

mowimy, ze catka (fab f(a:)d:r) jest zbiezna. Gdy ktéras z tych catek nie istnieje lub jest rozbiezna, to méwimy, ze catka

niewtasciwa (fﬂb f(x)dzx) jest rozbiezna.



Definicja.
Zatézmy, ze (a,,) jest ciggiem liczbowym nieskonczonym. Szeregiem nieskonniczonym o wyrazie
0golnym a,, nazywamy wyrazenie

(0]

Zan=a1+a2+'“

n=1
Sume S,, = X ax Nazywamy sumg czesciowq szeregu Y. dy,.
Méwimy, ze )7~ a,, jest zbiezny jesli istnieje skoriczona granica S = lim S,,.

n—>00

Liczbe S nazywamy sumgq szeregu ).;’—, a,, i zapisujemy Y>>, a, = S.



Twierdzenie (o dziataniach arytmetycznych dla szeregdéw zbieznych)
Jezeli }.;7-; a, jest zbiezny do suma a oraz ), b, jest zbiezny do sumy b, to

Z(an+bn) —a+b
n=1

oraz

Zc-anzc-a Vc € R.

n=1

Twierdzenie (warunek konieczny zbieznosci szeregu).
Jesli )71 a, jest zbiezny, to lim a, = 0.

n—>co



Twierdzenie 1: Kryterium poréwnawcze

Jezeliistnieje liczba naturalna nyg taka, ze dla wszystkich wyrazéw ciggéw (an) i (bn) o indeksach wiekszych od nyp
zachodza nieréwnosci 0 < a,, < by, to ze zbieznosci szeregu ) > | by, wynika zbieznos¢ szeregu ) " | a,,az

v s o0 . v . oz o0 i o
rozbieznosci szeregu Y " | @, wynika rozbieznos¢ szeregu » > | by, .

Twierdzenie 1: Kryterium d'Alemberta

Jezeli dla indekséw n wiekszych od pewnej liczby g € N.. wyrazy szeregu Ele A, S3
dodatnie oraz istnieje granica im > — g,todla g € [0,1) szereg Y >° . a,, jest

N—00
zbiezny,adla g € (1,00) szereg Y -~ | @y, jest rozbiezny.




[

Obliczy¢ calki:
e dx
a) |

1 xlnx’ ]j—m\.r “+4x+8

c]f xe *dx

Oblicz pole figury zawarte] miedzy krzywymi r = é orazr = ﬁ gdzie ¢ €

Zbada¢ zbieznos¢ szeregow
7M(nl)2

a) Yin=1""m > b) Ln=1 _tani,c)zﬂﬂ:
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