
AM1 wykład 5



Pochodne wyższych rzędów

Def. Dla 𝑛 ≥ 2, 𝑛 -ta pochodna funkcji w punkcie 𝑥0 jest definiowana 

𝑓(𝑛) 𝑥0 = 𝑓(𝑛−1)
′
𝑥0 .



Interpretacja geometryczna

𝑓 jest wypukła w 𝑥0 𝑓 jest wklęsła w 𝑥0



𝑓 ma w 𝑥0 punkt przegięcia

Twierdzenie. Jeżeli funkcja 𝑓 ma pierwszą pochodną w pewnym otoczeniu punktu 𝑥0 oraz 
istnieje 𝑓′′ 𝑥0 , to 

𝑓′′ 𝑥0 > 0 ֜ 𝑓 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑤𝑦𝑝𝑢𝑘ł𝑎 𝑤 𝑥0,

𝑓′′ 𝑥0 < 0 ֜ 𝑓 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑤𝑘𝑙ę𝑠ł𝑎 𝑤 𝑥0.



Interpretacja fizyczna

• przyspieszenie: 𝑎 𝑡0 = lim
ℎ→0

𝑣 𝑡0+ℎ −𝑣(𝑡0)

ℎ
= 𝑣′ 𝑡0 = 𝑠′ 𝑡0

′ = 𝑠′′(𝑡0)

• zryw: 𝑠′′′(𝑡0)

Twierdzenie (drugi warunek wystarczający istnienia ekstremum)
Jeżeli funkcja 𝑓 ma w pewnym otoczeniu punktu 𝑥0 drugą pochodną, która jest ciągła 
w punkcie 𝑥0, a ponadto 𝑓′ 𝑥0 = 0, to 

𝑓′′ 𝑥0 < 0 ֜ 𝑓 𝑚𝑎 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙𝑛𝑒 𝑤 𝑥0,

𝑓′′ 𝑥0 > 0 ֜ 𝑓 𝑚𝑎 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙𝑛𝑒 𝑤 𝑥0.



Przebieg zmienności funkcji.

1. Dziedzina, punkty przecięcia z osiami.
2. Asymptoty lub granice na końcach przedziałów określoności.
3. Monotoniczność i ekstrema.
4. Wypukłość, wklęsłość, punkty przegięcia.
5. Wykres.



Różniczka funkcji.

Def. Różniczką funkcji 𝑓 w punkcie 𝑥0 i dla przyrostu Δ𝑥 zmiennej niezależnej 𝑥 nazywamy 
iloczyn

𝑓′ 𝑥0 ⋅ Δ𝑥.
Różniczkę oznaczamy 𝑑𝑓(𝑥0) lub krótko 𝑑𝑓, 𝑑𝑦.
Ponieważ 𝑑𝑥 𝑥0 ≡ Δ𝑥, spełniona jest równość

𝑑𝑓 𝑥0 = 𝑓′ 𝑥0 ⋅ 𝑑𝑥





Wzór Taylora.

Twierdzenie (wzór Taylora z resztą Lagrange’a).
Jeżeli funkcja 𝑓 ma ciągłe pochodne do rzędu 𝑛 włącznie na przedziale domkniętym o końcach
𝑥0 i 𝑥 (na końcach przedziału pochodne jednostronne) oraz ma pochodną rzędu 𝑛 + 1
wewnątrz tego przedziału, to istnieje taki punkt 𝑐, leżący pomiędzy 𝑥 i 𝑥0, że

𝑓 𝑥 = 

𝑘=0

𝑛
𝑓(𝑘) 𝑥0

𝑘!
𝑥 − 𝑥0

𝑘 + 𝑟𝑛(𝑥, 𝑥0)

przy czym

𝑟𝑛 𝑥, 𝑥0 =
𝑓(𝑛+1) 𝑐

𝑛 + 1 !
𝑥 − 𝑥0

𝑛+1.

W przypadku 𝑥0 = 0, wzór Taylora nazywamy wzorem MacLaurina.




