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Def. Niech 𝐷𝑓 ⊃ [𝑎, 𝑏] oraz niech będzie dany podział odcinka [𝑎, 𝑏] na 𝑛 podprzedziałów 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏.
Całką oznaczoną Riemanna na przedziale [𝑎, 𝑏] nazywamy granicę (o ile istnieje) 

න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = lim
𝛿𝑛→0



𝑘=1

𝑛

𝑓 𝜉𝑘 Δ𝑥𝑘

gdzie 
Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1
𝛿𝑛 = max

1≤𝑘≤𝑛
Δ𝑥𝑘

𝜉𝑘 ∈ 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 .

(*)

Jeśli istnieje całka (*), to mówimy, że 𝑓 jest 𝑹-całkowalna (lub krótko całkowalna) na przedziale [𝑎, 𝑏].



Interpretacja geometryczna: pole pod wykresem funkcji nieujemnej.

𝑓(𝜉𝑘)

𝜉𝑘 𝑥𝑘𝑥𝑘−1𝑥1 𝑥2𝑎 𝑏

න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = lim
𝛿𝑛→0



𝑘=1

𝑛

𝑓 𝜉𝑘 Δ𝑥𝑘

Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1
𝛿𝑛 = max

1≤𝑘≤𝑛
Δ𝑥𝑘

𝜉𝑘 ∈ 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 .



Twierdzenie. Funkcja ciągła na przedziale domkniętym jest całkowalna na tym przedziale. 

Twierdzenie (własności całki)

1. 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑎

𝑏
𝑔 𝑥 𝑑𝑥

2. 𝑎
𝑏
𝑐 ⋅ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐 ⋅ 𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

3. 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑎=

𝑚
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑚

𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 gdzie 𝑚 ∈ (𝑎, 𝑏)

4. 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑏−

𝑎
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 .



Def. Funkcję 𝐹 nazywamy funkcją pierwotną funkcji 𝑓 na przedziale 𝑋 jeżeli 
∀𝑥 ∈ 𝑋: 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 .

Uwaga. Funkcja pierwotna jest wyznaczona z dokładnością do stałej.



Twierdzenie (I twierdzenie główne rachunku całkowego)
Jeżeli 𝑓 jest całkowalna na przedziale [𝑎, 𝑏] i 𝛼 ∈ [𝑎, 𝑏], to funkcja 

𝐹 𝑥 = න
𝛼

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 , 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 ,

spełnia
𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 .

Czyli
𝑑

𝑑𝑥
න
𝛼

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓 𝑥 .



Twierdzenie (II twierdzenie główne rachunku całkowego)
Jeżeli 𝑓 jest ciągła na przedziale [𝑎, 𝑏], a 𝐹 jest jakąkolwiek pierwotną dla 𝑓 na tym przedziale, to

න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 .


