AM?2 wyktad 1

Funkcje wielu zmiennych, granica, pochodne czgstkowe



Def. (zbiezno$¢é ciggu w R™)
Mowimy, ze cigg punktéw (Py) w przestrzeni R™ jest zbiezny do punktu P, i piszemy P, = P,
wtedy i tylko wtedy gdy

lim d(Pk,Po) =0

k—oo

(d(Py, Py) oznacza odlegtosé P, od Py).

Def. (granica)
Liczbe g nazywamy granica funkcji f (P) w punkcie P, jesli dla kazdego ciggu punktéw (Py), Pr # Py,
Pk—)P():)f(Pk)—)g

Piszemy
gggof (P)=g.

Def. (ciggtosc)
Funkcja f(P) jest ciggta w punkcie P, wtedy i tylko wtedy, gdy
lim £(P) = f(Po)-
—Fo



Def. (pochodne czgstkowe)
Granice wtasciwg

i f(xo + h,y0) — f(x0,¥0)
im

(przypadek funkcji 2 zmiennych)

h—-0 h
X0+ R v, Zo) — f(X0, Vo, Z
}lin(} f(xo Yo 0’1 [ (X0, Y0, 20) (przypadek funkcji 3 zmiennych)

nazywamy pochodng czgstkowa funkcji f wzgledem zmiennej x w punkcie Py = (xq,yo) lub
Py = (x, Vo, 29) i 0znaczamy symbolem
af

E(PO)'

(Inne oznaczenie f,.(Py)).

Analogicznie definiujemy % dla funkcji wielu zmiennych f (x4, ..., x,).
l



Def. (pochodne czgstkowe Il rzedu)

?f 9 <6f>

6xj6xi B 6x] axi

Def. (klasa C™)
Mowimy, ze funkcja f jest klasy C™ w pewnym obszarze D € R"™, jesli ma ciggte pochodne do

rzedu n wtgcznie w kazdym punkcie tego obszaru. Piszemy
f € C™(D).

Twierdzenie (Schwarza — o réwnosci pochodnych mieszanych)
Jesli funkcja f € C?(D), D € R™, to w kazdym punkcie D zachodzi

a (of\ @ [of
ax]- (6x,-> B axi (6x1> -




Def. Niech f (x4, ..., x,,) bedzie klasy C! w pewnym otoczeniu punktu P, € R™. Gradientem f w P,
nazywamy wektor

d d
gradf (Py) = 2L (Po), . 3= (B

Def. (pochodna kierunkowa)
Niech bedzie dana poétprosta [:

P=Py+t-7, t >0, lv| = 1.
Pochodng kierunkowg f wzgledem v w P, nazywamy iloczyn skalarny

0
O (Po) = gradf (Py) -



1. Obliczy¢ granice 2. Obliczy¢ pochodne czgstkowe pierwszego 1 drugiego rzedu

2
a) lim ": yz
(x.y)—(0,0) x=+Y Vx
a) z = arctgm,
2
b) lim —=2
) (x.y)}=(0.,0) x3+y3 b) u = 3x2}, 1 yzexz
¢ lim  —> _xhy
(x.y)=(0.0) 2x2+y* c)u=—=
. 3. Obliczy¢ pochodng kierunkows funkcji f(x,v) = x? + y? w punkcie P, = (1,1) w
d) e 1 kierunku pélprostej wyznaczonej przez wektor v = [—3,4].

li _—
(xw}lﬂm} x2+y?



