
AM2 wykład 1
Funkcje wielu zmiennych, granica, pochodne cząstkowe



Def. (zbieżność ciągu w 𝑅𝑛 )
Mówimy, że ciąg punktów (𝑃𝑘) w przestrzeni 𝑹𝑛 jest zbieżny do punktu 𝑃0 i piszemy 𝑃𝑘 → 𝑃0
wtedy i tylko wtedy gdy

lim
𝑘→∞

𝑑(𝑃𝑘 , 𝑃0) = 0

(𝑑(𝑃𝑘 , 𝑃0) oznacza odległość 𝑃𝑘 od 𝑃0).

Def. (granica)
Liczbę 𝑔 nazywamy granicą funkcji 𝑓(𝑃) w punkcie 𝑃0 jeśli dla każdego ciągu punktów (𝑃𝑘), 𝑃𝑘 ≠ 𝑃0,

𝑃𝑘 → 𝑃0֜ 𝑓 𝑃𝑘 → 𝑔.

Piszemy 
lim
𝑃→𝑃0

𝑓 𝑃 = 𝑔.

Def. (ciągłość)
Funkcja 𝑓 𝑃 jest ciągła w punkcie 𝑃0 wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
𝑃→𝑃0

𝑓 𝑃 = 𝑓 𝑃0 .



Def. (pochodne cząstkowe)
Granicę właściwą

𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + 𝒉, 𝒚𝟎 − 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

𝒉
(𝑝𝑟𝑧𝑦𝑝𝑎𝑑𝑒𝑘 𝑓𝑢𝑛𝑘𝑐𝑗𝑖 2 𝑧𝑚𝑖𝑒𝑛𝑛𝑦𝑐ℎ)

𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + 𝒉, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎 − 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎)

𝒉
(𝑝𝑟𝑧𝑦𝑝𝑎𝑑𝑒𝑘 𝑓𝑢𝑛𝑘𝑐𝑗𝑖 3 𝑧𝑚𝑖𝑒𝑛𝑛𝑦𝑐ℎ)

nazywamy pochodną cząstkową funkcji 𝑓 względem zmiennej 𝑥 w punkcie 𝑃0 = 𝑥0, 𝑦0 lub 
𝑃0 = 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 i oznaczamy symbolem 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
𝑷𝟎 .

(Inne oznaczenie 𝑓𝑥 𝑃0 ).

Analogicznie definiujemy 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
dla funkcji wielu zmiennych 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛).



Def. (pochodne cząstkowe II rzędu)

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝒋𝝏𝒙𝒊
=

𝝏

𝝏𝒙𝒋

𝝏𝒇

𝝏𝒙𝒊
.

Twierdzenie (Schwarza – o równości pochodnych mieszanych)
Jeśli funkcja 𝑓 ∈ 𝐶2 𝐷 , 𝐷 ⊆ 𝑹𝑛, to w każdym punkcie 𝐷 zachodzi

𝝏

𝝏𝒙𝒋

𝝏𝒇

𝝏𝒙𝒊
=

𝝏

𝝏𝒙𝒊

𝝏𝒇

𝝏𝒙𝒋
.

Def. (klasa 𝐶𝑛)
Mówimy, że funkcja 𝑓 jest klasy 𝐶𝑛 w pewnym obszarze 𝐷 ⊆ 𝑹𝑛, jeśli ma ciągłe pochodne do 
rzędu 𝑛 włącznie w każdym punkcie tego obszaru. Piszemy 

𝑓 ∈ 𝐶𝑛 𝐷 .



Def. Niech 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) będzie klasy 𝐶1 w pewnym otoczeniu punktu 𝑃0 ∈ 𝑹𝑛. Gradientem 𝑓 w 𝑃0
nazywamy wektor 

grad𝑓 𝑃0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 , … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑃0) .

Def. (pochodna kierunkowa)
Niech będzie dana półprosta 𝑙:

𝑃 = 𝑃0 + 𝑡 ⋅ Ԧ𝑣, 𝑡 ≥ 0, Ԧ𝑣 = 1.
Pochodną kierunkową 𝑓 względem Ԧ𝑣 w 𝑃0 nazywamy iloczyn skalarny 

𝜕𝑓

𝜕𝑙
𝑃0 = grad𝑓 𝑃0 ° Ԧ𝑣.




