
AM2 – wykład 2
Ekstrema lokalne



Def. Mówimy, że 𝑓(𝑃) ma w 𝑃0 maksimum (minimum) lokalne jeśli 

∃ 𝑆-sąsiedztwo 𝑃0 ∀𝑃 ∈ 𝑆: 𝑓 𝑃 ≤ 𝑓(𝑃0) 𝑓 𝑃 ≥ 𝑓 𝑃0 .

Maksima i minima nazywamy ekstremami. Jeśli słabe nierówności w definicji zastąpimy silnymi, 
to otrzymamy definicje ekstremów właściwych.

Twierdzenie (warunek konieczny)
Jeśli 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ma w 𝑃0 pochodne cząstkowe I rzędu i ma w tym punkcie ekstremum, to

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 = 0,

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑃0 = 0,… ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝑃0 = 0.



Def. Hesjanem funkcji klasy 𝐶2 w punkcie 𝑃0 nazywamy macierz



Def. Niech 𝑀 będzie macierzą kwadratową, a 𝑀1, … ,𝑀𝑛 jej minorami głównymi. Wówczas  𝑀 jest 
a) dodatnio określona jeśli 

𝑀𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛,
b) ujemnie określona jeśli

−1 𝑖𝑀𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛.

dodatnio określona

ujemnie określona

nieokreślona, jeśli „łamie” każdy z dwóch 
schematów (0 może być zarówno „+” jak i „-”)

Innymi słowy



Twierdzenie. (warunek wystarczający istnienia ekstremów).

Jeśli 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) jest klasy 𝐶2 w pewnym otoczeniu punktu 𝑃0, a ponadto 
1.

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 = 0,

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑃0 = 0,… ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝑃0 = 0

2.
𝐻 𝑃0 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑜𝑑𝑎𝑡𝑛𝑖𝑜 𝑢𝑗𝑒𝑚𝑛𝑖𝑒 𝑜𝑘𝑟𝑒ś𝑙𝑜𝑛𝑦,

to 𝑓 ma w 𝑃0 minimum (maksimum) lokalne właściwe. Jeśli 𝐻 𝑃0 jest nieokreślony, to ekstremum w 
𝑃0 nie istnieje. 




