
AM2 wykład 4
Różniczkowalność, macierze Jacobiego



Def. (różniczkowalność)

Niech istnieją pochodne cząstkowe 
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 , … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑃0). Funkcję 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 nazywamy różniczkowalną

w 𝑃0 wtedy i tylko wtedy gdy

Δ𝑓 𝑃0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 ⋅ Δ𝑥1 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝑃0 ⋅ Δ𝑥𝑛 + 𝑜(𝜌)

gdzie

Δ𝑓 𝑃0 = 𝑓 𝑃0 + Δ𝑥1, … , Δ𝑥𝑛 − 𝑓 𝑃0 oraz 𝜌 = Δ𝑥1
2 +⋯+ Δ𝑥𝑛

2.

Twierdzenie.

Jeżeli funkcja 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ma w pewnym otoczeniu 𝑄 punktu 𝑃0 pochodne cząstkowe
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
, 

które są ciągłe w  𝑃0, to 𝑓 jest różniczkowalna w 𝑃0.



Interpretacja geometryczna.
Różniczkowalność funkcji 𝑓(𝑥, 𝑦) w punkcie (𝑥0, 𝑦0) oznacza, że istnieje płaszczyzna styczna (nie pionowa) 

do wykresu tej funkcji w punkcie 𝑥0, 𝑦0, 𝑓 𝑥0, 𝑦0 . Równanie tej płaszczyzny to

𝑧 − 𝑓 𝑥0, 𝑦0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑥0, 𝑦0 𝑥 − 𝑥0 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑥0, 𝑦0 𝑦 − 𝑦0 .

Def. Różniczka zupełna

𝑑𝑓 𝑃0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑃0 ⋅ 𝑑𝑥1 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝑃0 ⋅ 𝑑𝑥𝑛.



Def. (macierz Jacobiego)
Niech 𝑓: 𝑅𝑛 ⊃ 𝑈 → 𝑅𝑚, 𝑓 = 𝑓1, … , 𝑓𝑚 . Macierzą Jacobiego funkcji 𝑓 nazywamy macierz

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

…
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑛

.

Jeśli 𝑚 = 𝑛, to wyznacznik macierzy Jacobiego nazywamy jakobianem funkcji 𝑓 i oznaczamy 
𝐷(𝑓1, … , 𝑓𝑚)

𝐷(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
.
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𝑢, 𝑣 =
1

2
𝑥 + 𝑦 ,

1

2
𝑥 − 𝑦
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𝑥, 𝑦 = (𝑟 cos𝜙 , 𝑟 sin𝜙)




