Szereg Fouriera c.d

Twierdzenie Dirichleta, postac¢ zespolona, widma



Uwaga! (cenna bo zmniejsza ilos¢ obliczen o potowe)

a) Dla funkcji parzystejb,, =0,n=1,2, ...
b) Dla funkcji nieparzystej, a,, = 0,n = 0,1,2, ...



Def. Funkcja f spetnia warunki Dirichleta w przedziale [a,b ], jesli
a) jest przedziatami monotoniczna

b) w punktach skokowej nieciggtosci xy: f(xy) = %(f(xg) + f(xaL))
c) fl@) = f(b) =5 (f@") +f(b)

Twierdzenie. Jesli funkcja f(x) spetnia warunki Dirichleta w przedziale [a, b] to w kazdym punkcie
tego przedziatu wartosci funkcji i jej szeregu Fouriera sg sobie rowne.
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wykres funkcji y = sgn(x) wykres szeregu (dla rozwiniecia w [-1,1])

W porownaniu z wykresem funkcji, szereg jest oczywiscie okresowy, oraz moze roznic sie od funkcji
tam gdzie nie jest ciggty (zauwazmy, ze wartosci w punktach nieciggtosci lezg doktadnie w posrodku
granicy lewostronnej i prawostronnej)



SZEREGI FOURIERA — postac zespolona

Postac zespolona szeregu Fouriera dla funkcji f(x), x € [a, b] to szereg postaci
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n=—co

gdzie 21 = b — a, a wspotczynniki ¢,, nalezy obliczy¢ ze wzoru
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(przy czym obliczajgc catke, jednostke urojong ,,i” traktujemy jak zwykig liczbe)



Przyktad. Rozwinac funkcje f(x) = sgn(x) w zespolony szereg Fouriera w przedziale [—1,1].

Rozwigzanie.
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Whtasciwie jest policzone, ale nie mozemy tego zostawi¢ w takiej postaci! Kontynuujemy korzystajac z
witasnosci liczb zespolonych

= %(1 — (cos(nm) + i sin(nm)) — (cos(—nm) + isin(—nm)) + 1) =

Teraz poniewaz sin(nm) = sin(—nm) = 0, a cosinus jest funkcjg parzystg, otrzymujemy

= ;—;(2 — 2 cos(nm)) = n—?z;(l — cos(nm)) =

Wreszcie, co warto zapamietaé, cos(nm) = (—1)", a wiec

o 0 gdy n parzyste
=2 1- (-1 = {_4[- (1

gdy n nieparzyste

nm



Zostato ¢g
co = [ (=Dydx + [ 1dx =0 (2)

Po wyliczeniu wspoétczynnikow wstawiamy do wzoru na rozwiniecie
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Z tym, ze duzo lepiej bedzie to wyglgdac jesli uzyjemy faktu, ze dla n parzystych wspotczynniki sie
zeruja. Zatem przyjmujacn = 2k — 1 (czyli tylko n nieparzyste) mamy

= —4i
sgn(x) —~ Z (Zk — l)ﬂ.eI(ZR 1)mx
k=—oo
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Widmo amplitudowe to
Ap = ey

(modut z liczby zespolonej).

Widmo fazowe

arg(c,,) Im(c,) #0
0 ch =0
msgn(n) c, < 0.

$n



Przyktad c.d. Przypominam, ze w rozwazanym przyktadzie byto 4 An
{ 0 gdy n parzyste
C, = 4 —4i :
— gdy n nieparzyste
Zatem
0 gdy n parzyste 1 1 | I I Nl =
An = “—41' 4 d ) ; n
= n nieparzyste.
- - gay parzy
Co do widma fazowego, zauwazmy, ze dla n nieparzystych c,, jest ,czysto” urojony. Lezy wiec na osi
OY. Zatem
e alboarg(c,) = —m/2, jesli czes¢ urojona < 0 (czyli n > 0) fi

e alboarg(c,) = n/2, jesli czes¢ urojona > 0 (czylin < 0).
Ostatecznie

—m/2 gdyn > 0 1inieparzyste
¢, =1 m/2 gdyn < 0inieparzyste | I I

0 gdy n parzyste
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Na poprzednim wykfadzie otrzymalismy rozwiniecie (w przedziale =[-1,1]):
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sgn(x) = Z E(l — (—1)™) sin(nmx)

n=1

Podstawiajgc do powyzszego wzoru x = %i zauwazajac, ze dla n parzystych wyrazy sie zerujg, oraz, ze

sin(%) = +1 ), otrzymujemy:

Czyli

Podobnie mozna obliczy¢ wiele innych nieskonczonych sum, np. stynny wynik Eulera z 1735 roku (w
tym wypadku dla funkcji y = x?)

(problem ten pozostawat wczesniej nierozwigzany przez blisko 100 lat, z tym, ze Euler uzyt w sprytny
sposob szeregu Taylora — wtedy szeregow Fouriera jeszcze nie wynaleziono).



e e e ZADANIA ~——mmmemmmmemmme e e

1. Rozwin w zespolony szereg Fouriera funkcje
_(2—x x€(02)
) f(“")‘{ 1 x€{02}
oraz spetniajacg f(x) = f(x + 2) dla kazdego x € R,

b) f(x)=Ix|,x € [-m, ],
0,x<0

c) f(x)= {1 r>o0 W przedziale [-2,2]

1 xe(=21)
d fx)=4{ 0 x€(12)
1/2 x€{-21,2}

Podaj i narysuj widmo amplitudowe i fazowe.




