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Rownania rozniczkowe liniowe rzedu n o statych wspotczynnikach
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Tworzymy tak zwane rownanie charakterystyczne

M4+ a, e+ aqr+ag=0



Uktad fundamentalny rozwiagzan

Kazdemu pierwiastkowi  powyzszego rownania przyporzadkowujemy zbiér funkcji w nastepujgcy
sposob:

a) Jeslir jest rzeczywisty krotnosci k, to zostaje mu przyporzadkowany zbior
{'E_,?'x xet™ xk—le?'x'}

b) Jeslir = o+ ip (pierwiastki zespolone zawsze wystepujg parami ze swoim sprzezeniem, lecz
tutaj bedziemy brac ) jest krotnosci k, to zostaje mu
przyporzadkowany zbior

{e™* cos Bx, e™* sin Bx , xe®™ cos Bx, xe™® sin Px , ..., x¥Le™ cos Bx , x¥ e sin Bx}



Twierdzenie. RORJ jest kombinacjg liniowg wszystkich funkcji z fundamentalnego uktadu rozwigzan.

Przyktad 1. Rozwiaz
y@+y" =y —=y=0
Rozwigzanie. Rownanie charakterystyczne, to
rB+r¢—r—1=0,
r+1*@r—-1)=0.

Ma pierwiastki

r=-1: krotnos¢ 2
ktéremu odpowiada zbior
{e ™, xe "}
oraz
r=1: krotnosc1
ktéremu odpowiada jedna funkcja
{e*}

Zatem

ROR] y = Cle_x-l-sze?_x +C?,E.’x.

Przyktad 2. Rozwiaz

yB®) —2y" +y" -2y =0.

Rozwigzanie. Rownanie charakterystyczne, to
r=2rf+r—-2=0*+1D@r—-2)=0.
Ma pierwiastki
r = =+i: krotnosc 1
ktéremu odpowiada zbior
{e%% cos 1x,e% sin 1x} = {cos x,sin x}
oraz
r=2: krotnosc 1
ktéremu odpowiada jedna funkcja
{e?}
Zatem RORJ:

RORJ: y = C; cos x + C, sinx + Cze?*.



y® +a, yO@ D+t ay +agy = F(x)

Najpierw (etap I) znajdujemy RORJ.

Etap Il — znajdujemy RSRN stosujgc metode przewidywan

Twierdzenie.

RORN = RORJ + RSRN.



Przyktad 3. Rozwiaz Przyktad 4. Rozwigz

YO +y" -y —y=x"+1 y® +y" =y —y=3e>

Rozwigzanie. Przewidujemy RSRN postaci: Rozwigzanie. Przewidujemy RSRN postaci

y = ax? + bx + c. RSEN: 2

y = ae
T
craz Zatem
r_ no__ (3) —
y = 2ax +b,y =2a,y =0 yr — Zaez.x) yn — 40_6,22:’ y(3] — 8(16,29:.
i wstawiamy do rownania, otrzymujac )
Po wstawieniu do rownania
0+2a—2ax—b—ax?—bx—c=x%+1.
Bae®™ + 4qe?* — 2ae®* — qe?* = 3e%*

Stad
1
Stad a = = czyli
—ax*— 2a+b)x+2a—b—c=x*+1. wWa=zcvi
1
Zatem RSRN: y 2582:&'
—a =
—2a—b=0 Ostatecznie
2a—b—c=1 .
czylia = —1,b = 2,¢c = =5, a wiec RORN:y = Cye ™ + Cyxe ™ + C3e* +§ezx.

RSRN: y=—-x%*4+2x-5
Ostatecznie

RORN: y=Cie ™+ Cyxe ™™+ C3e¥ —x?+ 2x —5.



Przyktad 5. Rozwigz
y3) 49" —y' —y = sin2x
Rozwigzanie. Przewidujemy RSRN postaci:

RSRN: y=asin2x+ bcos2x



Metoda eliminacji: (na przyktadzie) Znajdz funkcje x(t), y(t) spetniajgce

{x’=x+y
y'=x+y+sint

Rozwigzanie.

yzxf_x:y.f:xu_xr
Wstawiamy do drugiego rownania

x"—x"=x+x"—x+sint

i otrzymujemy rownanie zwyczajne |l stopnia, do ktérego stosujemy wczesniej poznane metody.



1. Rozwigzac rownania rozniczkowe liniowe metodg przewidywan:
a) y —3y —2y=x?

b)y =3y + 5y = 2cosx + sinx,

c) v'+y = x+sin2x,

" ’ 1 ! 1
dy +y =2xe*, y(0)=3y(0) =3
2. Rozwiagz uktady rownan

a) gt
d—:’:+4x+3y=2t

dy .
a-i—Sy-i—z—O

b) {4 _ -
) - y+z=0
y(0) =2(0) =1

x'=y+z

c) y' =z+x
27" =x +e*t



