Catka podwojna

Zamiana zmiennych i zastosowania geometryczne



Twierdzenie (o zamianie zmiennych): Jezeli

a) Odwzorowanie A3 (u,v) - (x(u, v),y(u, v)) € D przeksztatca wzajemnie
jednoznacznie wnetrze obszaru A na wnetrze obszaru D

b) Pochodne czgstkowe x,, x,, Yy, ¥, Sa ciagte

c) f jestciggtaw D
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Przyktad. Oblicz ffD(x + y)dxdy gdzie D jest zadany nierownosciami: —4 <2x —y <1, —-1<x+y <5.

Rozwigzanie. Zadanie mozna zrobi¢ bez zamiany zmiennych, ale opisanie obszaru D jest wtedy ktopotliwe.
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Wobec tego, z twierdzenia o zamianie zmiennych,
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Wspoétrzedne biegunowe EEy A
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Zastosowania geometryczne

Objetosc bryty
Objetosc bryty pomigdzy wykresami funkcji z, (x,y) (powierzchnia gérna bryty) i z;(x, y) (powierzchnia dolna)
ktorej rzutem na ptaszczyzne Oxy jest obszar D wyraza sie wzorem:

V= !f (zg(x, y) — z4(x,y))dxdy.

Pole obszaru plaskiego
Pole obszaru plaskiego D w plaszczyznie Oxy mozna obliczyc korzystajac z nastepujacego wzoru:

‘D‘ :ff dxdy .
D

Pole plata powierzchniowego
Pole plata powierzchniowego S, ktory jest wycinkiem powierzchni o rownaniu
otrzymanym dla (x.y)< D wyraza si¢ wzorem:
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Zadania.

1. Oblicz f, (x + 2y)dxdy na obszarze D zadanym nieréwnoéciami: 1 < 2x +y < 3,2 < x — 2y < 4.

2. Oblicz ffD ex2+3’2dxdy gdzie D jest wycinkiem kota x? + y? < 4 lezgcym ponad prostymiy = —x iy = x.

3. Oblicz [f x* dxdy jesli D to obszar lezacy w | ¢wiartce uktadu wspétrzednych i ograniczony przez krzywe x* +y* = 1, x* + y* = 4,
y=0,y =x.

4. Oblicz [f y dxdy jedli D jest ograniczony krzywa x* + y* + 2y = 0.

ad

Obliczy¢ objetosé bryly ograniczone;

a) powterzchmamix 4y 4z = 10,x% + }-’2 =4,x=0y=0z=0

b) paraboloida z = x? + ¥? (od dolu) oraz sfera x* + v + z? = 2 (od gory).
¢) powierzchniami: x* + y? + z2 = R® oraz x* + y? = Rx.

d) powierzchmami z = Sarctanf,z =0,{x2+y?= Zarctaany = 0.

6. Obliczye pole powierzchm
a) tej cze$ci walca x? + z? = a?, ktora z niego wycina walec x% + y? = a.
b) jaka ze sfery x% + y* + z% = R? wycina walec x* + y? = Rx_
c) bryly az = xy lezacej wewnatrz walea (x? + v2)? = 2a’xy.
d) tej czefei sfery x2 + y? + 22 = R?, ktorej punkty (x, y, z) maja wspolrzedna z > a, gdziea = 0.



