Wyktad

Catka krzywoliniowa



Niech L bedzie krzywa regularng w przestrzeni 3-wymiarowej R>. Catka krzywoliniowa nieskierowana
(I rodzaju) z funkcji f(x,y, z), to wyrazenie

ff(x, v, z)dl

L

Twierdzenie. Niech
x = x(t)
y=y(), t€lab] (1)
z = z(t)

bedzie parametryzacjg krzywej L. Wowczas

[fyndl= [ f(x@®),y®),2(0)/Ix OF + Y OF + [ (O] dt (2)




Przyktad.1. Oblicz fo dl, gdzie L jest tukiem paraboli y = x? od punktu (1,1) do punktu (2,4).

Rozwigzanie. Nie mamy parametryzacji krzywej L, ale to nie problem:

x=t
L: {y _ 2 te[L2].

Terazx' = 1,y" = 2t i wstawiamy do (2) (akurat mamy przypadek krzywej ptaskiej, wiec pomijamy
U'Z”}

2
fxdi:f tv1+4t?dt =
L 1

W tym momencie mamy ,.zwyktg” catke pojedyncza, ktéra jednakze trzeba bedzie doliczyc.



Krzywej L mozna nadac kierunek

tuk skierowany Krzywa zamknieta skierowana



Niech AB bedzie tukiem (krzywa) regularnym skierowanym w przestrzeni 3-wymiarowej R3. Catka
krzywoliniowa skierowana (Il rodzaju) po tuku AB, to wyrazenie

f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
AB

Lub, w przypadku krzywej zamknietej,

jg P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
L

Uwaga. [ Pdx + Qdy + Rdz = — [ Pdx + Qdy + Rdz



Twierdzenie. Niech
x = x(t)
{y =y(t), t €la,b]
z = z(t)

bedzie parametryzacja krzywej L zgodna z kierunkiem tuku AB. Wéwczas

f P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
AB

= [, (P(x(®, (@), (1) (©) + Q(x(D), ¥(®), 2())y' (1) + R(x(1), (1), 2(D))Z (1)) dt (3)



Przyktad. Niech AB bedzie fukiem zadanym przez x = cost,y =sint,z =t, t € [0,2m] skierowanym
od A = (1,0,0) do B = (1,0,2m). Oblicz

3@ xdx + ydy + zdz.

AB
Rozwigzanie.
2m L
jgxdx+ydy + zdz =j (cost - (—sint) +sint-cost+t-1)dt = Etz = 2m?2,
AB 0 0



Twierdzenie (Greena — dotyczy krzywe]j ptaskiej zamknietej)

Niech krzywa L, zamknieta, regularna oraz zorientowana przeciwnie do ruchu wskazowek zegara,
bedzie brzegiem obszaru D c R?, oraz niech funkcje P i Q beda klasy C1(D). Wéweczas

aQ adpP
fﬁPd.x+Qdy= f a—gdxdy
D



Przyktad 1. Obliczyc fLy3dx — x3dy gdzie L jest okregiem x? + y? = 1 zorientowanym zgodnie z

ruchem wskazowek zegara.

Rozwigzanie. Mozna jak najbardziej parametryzowac okrag i obliczac catke metoda poznang na
poprzednim wyktadzie, ale lepiej bedzie wykorzystac wzoér Greena

fy3 dx — x3dy = — ﬂ’ (—3x% = 3y*)dxdy = -+
L D

W tym momencie mamy do rozwigzania catke podwodjng, dla ktorej mozemy stosowac wszystkie
poznane do tej pory metody.



1. Oblicz catke krzywoliniowa nieskierowana:
a) fL mdl jesli L jest krzywa zadang parametryczniex = t,y = t%/2,z = t3>/3 dla
0<t<1l
b) [ x?dl gdzie L jest tukiem okregu x* + y? = 4 lezagcym w | ¢wiartce uktadu
wspoétrzednych.

c) fL yzizz dl gdzie L jest odcinkiem taczgcym A(-1,1,2) i B(1,1,5).

2. Oblicz catke krzywoliniowg skierowana:
a) J ydx+zdy + xdz jesli L jest krzywa zadang parametryczniex = t,y = t%,z = t*
dla0 <t < 1 skierowang od punktu (1,1,1) do punktu (0,0,0).

2 2
b) fL —vydx + xdy gdzie L jest tukiem elipsy% + % = 1 skierowanym przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara (czylix = acost,y = bsint,t € [0,2m]).
o) J‘L#J:@gdzie L jest brzegiem kwadratu ABCD, A(1,0), B(2,1), C(1,2), D(0,1)

skierowanym zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.



Stosujgc wzor Greena oblicz catke krzywoliniowg skierowana:
2 2
a) @L —ydx + xdy gdzie L jest tukiem elipsy% + 3:—2 = 1 skierowanym przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara.
—ydx+xdy . . .
b) SGLT gdzie L jest brzegiem kwadratu ABCD, A(1,0), B(2,1), C(1,2), D(0,1)

skierowanym zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
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Obliczy¢
2

X
;—Zyzdx + > dy
L

—1<3x—2y<2

1<2x+y<3 zorlientowanym

gdzie L jest brzegiem rownolegloboku {

przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.



