
Wykład 8

• Całka krzywoliniowa skierowana c.d.

• Szeregi Fouriera



Def. Wyrażenie 
𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

nazywamy różniczką zupełną, jeżeli istnieje funkcja 𝑈(𝑥, 𝑦), taka że 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 oraz 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 .

Uwaga. Na to aby wyrażenie 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 było różniczką zupełną potrzeba i wystarcza, aby 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑥, 𝑦 =

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑥, 𝑦 .

Twierdzenie. (niezależność od drogi całkowania)
Niech 𝐷 będzie obszarem jednospójnym płaskim, a funkcje 𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄(𝑥, 𝑦) klasy 𝐶1 w obszarze 𝐷. 
Jeżeli łuk ෢𝐴𝐵 zawiera się w 𝐷 oraz zależność (*) zachodzi w każdym punkcie 𝐷, to 

න

෢𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑈 𝐵 − 𝑈 𝐴 .

(*)



Rozwiązanie. 
Podano tylko początek i koniec łuku - sprawdźmy zatem, że całka rzeczywiście nie zależy od drogi. 

𝑄 = 𝑥 + 2𝑦 ,    𝑃 = 𝑦 + 2𝑥 ֜
𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 1 =

𝜕𝑃

𝜕𝑦
,    

zatem (*) zachodzi. Trzeba więc znaleźć funkcję 𝑈 𝑥, 𝑦 taką jak w definicji.





Def.



=
1

𝑛𝜋
1 − −1 𝑛 − ( −1 𝑛 − 1) =

2

𝑛𝜋
1 − −1 𝑛 .

Na koniec



b) (1−,2−)׬
(3,0)

𝑥4 + 4𝑥𝑦3 𝑑𝑥 + 6𝑥2𝑦2 − 5𝑦4 𝑑𝑦.

Zadanie 1. Sprawdź, że funkcje podcałkowe stanowią różniczkę zupełną, a następnie oblicz całki 


