Wyktad 8

 Catka krzywoliniowa skierowana c.d.
* Szeregi Fouriera



Def. Wyrazenie
P(x,y)dx + Q(x,y)dy

nazywamy rozniczkg zupetng, jezeli istnieje funkcja U(x, y), taka ze Z—Z = P(x,y) oraz Z—Z = Q(x,vy).

Uwaga. Na to aby wyrazenie P(x, y)dx + Q(x, y)dy byto rézniczkg zupetng potrzeba i wystarcza, aby
% ) =L, y) *
7 oY) = 3y X, ).

Twierdzenie. (niezaleznos¢ od drogi catkowania)
Niech D bedzie obszarem jednospdjnym ptaskim, a funkcje P(x,y), Q(x, y) klasy C! w obszarze D.
Jezeli tuk AB zawiera sie w D oraz zalezno$¢ (*) zachodzi w kazdym punkcie D, to

J Pdx + Qdy = U(B) — U(A).

AB



(24)
Przyktad. 1. Oblicz f (y + 2x)dx + (x + 2y)dy.

11

Rozwigzanie.
Podano tylko poczatek i koniec tuku - sprawdzmy zatem, Zze catka rzeczywiscie nie zalezy od drogi.
_ _ 90 _ 4 _9P
Q=(x+2y), P=(@+2x) = %= 1=5

zatem (*) zachodzi. Trzeba wiec znalezé funkcje U(x, y) taka jak w definicji.
o au _
Poniewaz 2% =Y + 2x, to
U=U(x,y)=[(y+2x)dx =xy+x%+c(y). (1)

Wykorzystamy teraz drugi warunek g—i = (@, ale nieco inaczej, gdyz juz wiemy troche wiecej jak moze

wygladac U, patrz (1). Zatem

aU_a( +xi+c(y)=x+c +2
3 = oy xy+x“+c(y))=x+c'(y)=x+2y.
Stad

C'(y)=2y:~c(y)=f2ydy=y2+c.
Zatem

U=xy+x*+y*+c.

Podstawiajgc punkty (1,1) i (2,4) otrzymujemy ostatecznie (2.9
y+2x)dx+(x+2y)dy=U(24)—-U(1,1)=2-4+2°+4*—-(1-1+1%+1%) = 25.

(1,1



W interpretacji fizycznej, gdy sita F = (P(x,y), Q(x,y)]
spetnia warunek (*), to funkcje Ufx,y) nazywamy potencjatem.

Zatem jesli sita ma potencjat, to praca nie zalezy od drogi catkowania.
Fizycy méwia tez o polu sit w obszarze D, i ze praca w polu potencjalnym
nie zalezy od drogi.



SZEREGI FOURIERA

Def. Szereg Fouriera dla funkcji f(x), x € [a, b] to szereg postaci

Fo~ 2+ Z an €03 () + busin ()

gdzie 2| = b — a, a wspodtczynniki nalezy obliczy¢ ze wzordw

I‘ITTX)

By lf f(xe) cos dx, =104,2, ...

nrrx) dx, =12

f f(x) sm



Przyktad. Rozwingc funkcje f(x) = sgn(x) w zespolony szereg Fouriera w przedziale [—1,1].

Rozwigzanie. (przedziaty symetryczne wystepujg najczesciej). tatwo widaé, ze [ = 1. A wiec

0 1

cos(nmx) dx + f cos(nmx) dx =...
0

1
ap = f_lf(x) cos(nmx) dx = —f

-1

(musimy rozbi¢ na dwie catki bo f(x) = —1, dla x € [-1,0) oraz f(x) =1,dla x € (0,1] -

punktem O sie nie przejmujemy)

i, 0 S 1 0
— —Esm(nnx)‘_l +Esm(nnx)|0 =

Poniewaz dzielimy przez n, ay (n = 0) musimy obliczy¢ osobno

ao = [, f(x)dx = [ (~Ddx + [, 1dx =0

Na koniec

0 1

sin(nmx) dx + f

0

b, = f_llf(x) sin(nmx) dx = —f

-1

= L(1 — (D" = ((-D"-1) = iﬂ - (=D".
nm nm

(1)

(2)

. 1 0 1 1
sin(nmx) dx = Ecos(mrx) LT Ecos(nnx) ;

ot

b .’1
[
(<]

N

“

y = sgn(x)



Zadanie 1. Sprawdz, ze funkcje podcatkowe stanowig rézniczke zupetng, a nastepnie oblicz catki

J-(E ,8) xdx+ydy

(1,0) w2iy? wzdtuz drogi nie przechodzacej przez poczatek uktadu wspaotrzednych,

b) f((szo) 1)(x‘* + 4xy3)dx + (6x%y? — 5y*)dy.

Zadanie 2. Rozwin w szereg trygonometryczny Fouriera funkcje. Narysuj wykres szeregu.

2) f() = x|, x € [-m,7],
b) f(x) =x,x €[0,1],

0,x <0
1, x =0

c) f(x) = { w przedziale [-2,2]

’



