
PD wykład 4



Twierdzenie. (!) 
Niech 𝑋 ⊆ 𝑹𝑛 będzie zbiorem skończonym oraz 𝑐 ∈ 𝑹𝑛. Wówczas

max 𝑐𝑇𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 = max 𝑐𝑇𝑥: 𝑥 ∈ conv 𝑋



𝑋 = 𝑥1, … , 𝑥 𝐸 σ𝑒⊃𝑣 𝑥𝑒 ≤ 1, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑜𝑟𝑎𝑧 𝑥𝑒 ∈ 0,1 , 𝑒 ∈ 𝐸

max

𝑒∈𝐸

𝑥𝑒



𝑒⊃𝑣

𝑥𝑒 ≤ 1, 𝑣 ∈ 𝑉

𝑥𝑒 ∈ {0,1}

Problem maksymalnego skojarzenia w grafie



Twierdzenie (Edmonds 1965)

Niech 𝐺 = (𝑉, 𝐸) będzie grafem zwykłym. Powłoka wypukła wektorów charakterystycznych 

wszystkich skojarzeń grafu jest opisana następującymi nierównościami

0 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1 𝑒 ∈ 𝐸



𝑒⊃𝑣

𝑥𝑒 ≤ 1 𝑣 ∈ 𝑉



𝑒⊂𝑈

𝑥𝑒 ≤
𝑈 − 1

2
𝑈 ⊂ 𝑉, 𝑈 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2



Def. Nierówność 𝑎𝑇𝑥 ≤ 𝑏 nazywamy dodatkowym ograniczeniem dla zbioru X jeśli jest 
spełniona dla każdego elementu 𝑥 ∈ 𝑋.

Generowanie dodatkowych ograniczeń (poprawianie sformułowań)



Def. Podzbiór 𝐶 ⊂ {1,… , 𝑛} nazywamy pokryciem 𝑋, jeśli 



𝑗∈𝐶

𝑎𝑗 > 𝑏.

Obserwacja.Nierówność



𝑗∈𝐶

𝑥𝑗 ≤ 𝐶 − 1

jest dodatkowym ograniczeniem dla zbioru X.

Niech 

𝑋 = {𝑥:

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏, 𝑥𝑗 ∈ 0,1 , 𝑎𝑗 ≥ 0}



Niech 𝐸 𝐶 = 𝐶 ∪ {𝑖: 𝑎𝑖 ≥ 𝑎𝑗 𝑑𝑙𝑎 𝑘𝑎ż𝑑𝑒𝑔𝑜 𝑗 ∈ 𝐶}

Obserwacja.Nierówność



𝑗∈𝐸(𝐶)

𝑥𝑗 ≤ 𝐶 − 1

jest dodatkowym ograniczeniem dla zbioru X.



Procedura liftingu. 

Należy znaleźć maksymalne wartości 𝛼𝑗 dla 𝑗 ∈ 𝑁 ∖ 𝐶, dla których 



𝑖∈𝐶

𝑥𝑖 + 

𝑗∈𝑁∖𝐶

𝛼𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝐶 − 1

jest dodatkowym ograniczeniem.



Procedura liftingu. 

Niech 𝑗1, … , 𝑗𝑟 będzie uporządkowaniem 𝑁 ∖ 𝐶.
Krok 𝒕: mamy ograniczenie 



𝑖∈𝐶

𝑥𝑖 +

𝑘=1

𝑡−1

𝛼𝑗𝑘 𝑥𝑗𝑘 ≤ 𝐶 − 1.

Aby obliczyć największą wartość 𝛼𝑗𝑡, należy rozwiązać 0-1 problem plecakowy 

𝜉𝑡 = max

𝑖∈𝐶

𝑥𝑖 +

𝑘=1

𝑡−1

𝛼𝑗𝑘 𝑥𝑗𝑘



𝑖∈𝐶

𝑎𝑖𝑥𝑖 +

𝑘=1

𝑡−1

𝑎𝑗𝑘 𝑥𝑗𝑘 ≤ 𝑏 − 𝑎𝑗𝑡

𝑥 ∈ 0,1 𝐶 +𝑡−1

Podstaw 
𝛼𝑗𝑡 = 𝐶 − 1 − 𝜉𝑡.



Inne przykłady.

Niech 

𝑋 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑍𝑛: 

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏 .

Wówczas 



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑗 𝑥𝑗 ≤ ⌊𝑏⌋

jest dodatkowym ograniczeniem dla X.


