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Niech 𝑐 ∈ 𝑹𝑛, 𝐴 ∈ 𝑹𝑚,𝑛, 𝑏 ∈ 𝑹𝑚

ሽ𝐼𝑃 𝑧 = ma x{ 𝑐𝑇𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝒁𝑛

Ograniczenia na funkcję celu

1. Ograniczenia dolne 
• poprzez każde rozwiązanie dopuszczalne (algorytmy heurystyczne)

2.   Ograniczenia górne
• dualność
• relaksacje



Def. Dwa problemy 
(P) 𝑧 = max{𝑐 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋ሽ
(D) 𝑤 = min{𝑓 𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑌ሽ

tworzą słabą parę dualną jeśli 
∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌: 𝑐 𝑥 ≤ 𝑤 𝑦 .

Jeśli ponadto 𝑧 = 𝑤, to mówimy, że (P) i (D) tworzą silną parę dualną.

Uwaga. Każde dopuszczalne rozwiązanie problemu dualnego stanowi ograniczenie górne 
dla funkcji celu problemu prymalnego. 

Problem (P) nazywamy prymalnym, a (D) dualnym.



Przykład. 
(P)       𝑧 = max

𝑀⊆𝐸(𝐺)
{ 𝑀 :𝑀 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑘𝑜𝑗𝑎𝑟𝑧𝑒𝑛𝑖𝑒𝑚 𝑤 𝐺ሽ

(D)      𝑤 = min
𝑅⊆𝑉(𝐺)

{ 𝑅 : 𝑅 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑜ł𝑘𝑜𝑤𝑦𝑚 𝑝𝑜𝑘𝑟𝑦𝑐𝑖𝑒𝑚 𝑤 𝐺ሽ



Twierdzenie o dualności.
Niech 𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚, 𝑐 ∈ 𝑅𝑛. Niech 𝑃 = 𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0 , 𝑄 = 𝑦: 𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐, 𝑦 ≥ 0 .
Wówczas

a) 𝑥 ∈ 𝑃, 𝑦 ∈ 𝑄 ֜ 𝑐𝑇𝑥 ≤ 𝑏𝑇𝑦 (słaba dualność)
b) 𝑃 ≠ ∅, 𝑄 ≠ ∅֜max 𝑐𝑇𝑥: 𝑥 ∈ 𝑃 = min{𝑏𝑇𝑦: 𝑦 ∈ 𝑄ሽ (silna dualność)

Wniosek. Problemy programowania liniowego 
ሽ𝑃 𝑧 = max {𝑐𝑇𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0

oraz
𝐷 𝑤 = min{𝑏𝑇𝑦: 𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐, 𝑦 ≥ 0ሽ

tworzą silną parę dualną. 



Twierdzenie o dualności.
Niech 𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚, 𝑐 ∈ 𝑅𝑛. Niech 𝑃 = 𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0 , 𝑄 = 𝑦: 𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐, 𝑦 ≥ 0 .
Wówczas

a) 𝑥 ∈ 𝑃, 𝑦 ∈ 𝑄 ֜ 𝑐𝑇𝑥 ≤ 𝑏𝑇𝑦 (słaba dualność)
b) 𝑃 ≠ ∅, 𝑄 ≠ ∅֜max 𝑐𝑇𝑥: 𝑥 ∈ 𝑃 = min{𝑏𝑇𝑦: 𝑦 ∈ 𝑄ሽ (silna dualność)

Wniosek! Problem całkowitoliczbowy 
ሽ𝐼𝑃 𝑧 = max {𝑐𝑇𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝒁𝑛

oraz problem liniowy 
𝐿𝑃 𝑤 = min{𝑏𝑇𝑦: 𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐, 𝑦 ≥ 0ሽ

tworzą słabą parę dualną. Czyli 
𝑧 ≤ 𝑤.


