Symulacja przeptywu ciepta dla wybranych warunkéw badanego uktadu

I Czesc teoretyczna

Ciepto jest formg przekazywana energii, ktdra jest spowodowana réznicg temperatur (inng forma
przekazywania energii jest praca).
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Rysunek 1. Przeptyw ciepta nastepuje w kierunku zmniejszania sie temperatury.

Mozna wyrdznic¢ trzy podstawowe mechanizmy transportu (wymiany) ciepta:

PRZEWODZENIE — Przekazywanie energii od jednej czgstki do drugiej, za posrednictwem ruchu
drgajacego tych czastek. Proces ten trwa dopdty, dopdki temperatura ciata nie zostanie wyréwnana
w catej rozpatrywane] objetosci. Dotyczy to bezposredniego kontaktu ciata z ciatem, czesci ciata z
ciatem. dominuje w ciatach statych (w metalach gtéwnie poprzez gaz elektronowy, moga by¢ tez
drgania sieci).

PROMIENIOWANIE — przekazywanie ciepta w postaci energii promieniowania, ktérego natura jest
taka sama jak energii Swietlnej. Energia cieplna przeksztatca sie w energie promieniowania, przebywa
okreslong przestrzen z predkoscig $wiatta, aby w innym miejscu przeksztatci¢ sie catkowicie lub
czesciowo w energie cieplna.

KONWEKCJA (WNIKANIE) — wigze sie z ruchem konwekcyjnym gazdw lub cieczy, wywotanym badz
réznicg gestosci (réznicg temperatur), badz przez wymuszenie czynnikami zewnetrznymi.

W przemysle ruch ciepta zachodzi réwnoczesnie dwoma lub trzema sposobami, najczesciej odbywa
sie przez przewodzenie i konwekcje. Mechanizm transportu cieptfa tgczacy wymienione sposoby
ruchu ciepta nazywa sie PRZENIKANIEM CIEPLA.

Podczas rozwigzywania zagadniert wymiany ciepta najczesciej stosujemy prawo addytywnosci, ktdre
zaktada niezaleznos$¢ ww. rodzajow wymiany ciepta.

Oznacza to, ze obliczone ilosci energii cieplnej zwigzanych z przewodzeniem, unoszeniem i
promieniowaniem niezaleznie sie sumuje.



Podstawowe pojecia:

Pole temperatur — zbior wartosci temperatur w poszczegolnych punktach rozpatrywane;j
przestrzeni.

Ustalona wymiana ciepta — pole temperatur nie zmienia sie w czasie.
T=f(xy,z)

Nieustalona wymiana ciepta — pole temperatur zmienia sie w czasie (t) np. ogrzewanie lub
chtodzenie stalowych elementéw (hartowanie)

T=f(xy,z1)

W wiekszosci proceséw po pewnym okresie nieustalonej wymiany ciepta uktad dgzy do stanu
rownowagi cieplnej, ktory charakteryzuje sie statym rozktadem temperatur

Powierzchnia izotermiczna — zbiér punktow w przestrzeni o jednakowych temperaturach.

Strumien ciepta (natezenie przeptywu ciepta lub moc ciepta):
* d
q="12 [I/s] = [W]
dr

Strumien ciepfta dla przypadku ustalonego (stosunek ciepta Q do czasu trwania wymiany tej ilosci
ciepta):

=const.

q=1
T

Gestos¢ strumienia ciepta — strumien odniesiony do jednostki powierzchni [W/m?]. Gestos¢
strumienia ciepta jest wektorem skierowanym prostopadle do powierzchni izotermicznej w kierunku
spadku temperatury.
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Rysunek 2. Gestos¢ strumienia ciepta jest wektorem skierowanym prostopadle do powierzchni izotermicznej w kierunku
spadku temperatury.



Wprowadzenie do przewodnictwa ciepta

Prawo Bio-Fouriera:

,Wektor gestosci strumienia ciepta w przewodnictwie danego punktu ciata rownomiernie
nagrzanego, w danym momencie czasu — jest wprost proporcjonalny do wektora gradientu
temperatury”.

dla przypadku 1D
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Gdzie:

ay”’ — gestosé strumienia ciepta [W/m?] w kierunku x,

gx — strumien cieptfa [W],

k —wspotczynnik proporcjonalnosci (wsp. przewodzenia ciepta) zalezy od temperatury i jest

podawany w literaturze dla okreslonego zakresu temperatur wzglednie Scisle okreslonej
temperatury. Jest to dana materiatowa, cecha charakterystyczna osrodka, substancji [W/(m*K)].

Podobnie dla innych kierunkéw:
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Tak wiec ogélnie:
N

q=-k gradT  [W/m?]

gdzie: gradT=§T+Ei+§E
ox oy oz



Tabela 1. Wartosci wspoétczynnika przewodzenia ciepta (k) dla réznych materiatéw (w temperaturze pokojowej)

Matarial K, Wim - "C*

Diamond 2300
Silver 429
Copper 401
Gold 317
Aluminurm 237
[ron 20.2
Mercury (1) 8.54
Glass 0.78
Brick 0.72
Water (1) 0.613
Hurman skin 0.37
Wood (oak) 0.17
Helium (g) 0,152
Soft rubber 0.13
Glass fiber 0.043
Air () 0.026
Urethane, rigid foam 0.026
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Rysunek 3. Wartosci wspétczynnika k, dla r6znych materiatow
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Rysunek 4. Zaleznos¢ wspotczynnika k od temperatury.

Rownanie przewodzenia ciepta

Pozwala na wyznaczenie pola temperatur w ciele.

Wyprowadzajgc rownanie przewodzenia ciepta skorzystamy z zasady zachowania energii.
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Rysunek 5. Zasada zachowania energii

E;, —energia dostarczona do objetosci kontrolnej,
E"out — energia opuszczajgca objetos¢ kontrolng,

E"g — energia wygenerowana (jadrowa, reakcja chemiczna itp.),

Es; —energia zmagazynowana.

Ein + Eg - Eout = Est



Rysunek 6. Jednostkowa objetos¢

llos¢ ciepta wchodzaca i wychodzaca z jednostkowe] objetosci mozna rozpatrywac osobno dla
kazdego kierunku x,y,z. Aby wyznaczy¢ g,.4¢x mozemy wyrazenie rozwing¢ w szereg Taylora pomijajgc
wyrazy wyzszego rzedu. Tak wiec dla kazdego kierunku x,y,z zachodzi:

Tx+dx = qx T —dx (2)
Qy+dy = 4y + _dy (3)
Qz+dz = 4z + _dZ (4)

Wracajgc do rownania zachowania energii

Ein + Eg - Eout = Est

Gdzie:
n=0qx +qy + 4, (5)
Eout Qx+dx + qy+dy + qz+dz (6)
Eg = gdxdydz, q¢-ilo$¢energii wygenerowanej na jednostke objetosci [W/m?], (7)
: aT
Ese = pey dedydz (8)

Wstawiajgc do (1) zaleznosci (5), (6), (7), (8) otrzymamy:

. aT
qx +qy +q, + qdxdydz — qxiax + Qy+dy t 9z+dz = PCp dedydz (9)

Podstawiajac za qx1ax, Qy+dys Ay+ay + dz+az 2aleznosci (2), (3), (4) otrzymamy:



a
qdxdydz + % dx + ai; dy + % dz = pcy Z—: dxdydz (10)

Korzystajgc z prawa Fouriera mozemy za q, gy, 9, podstawi¢ odpowiednio:

- _ or

g, = —k dydz P (11)
- _ or

qy = —k dxdz 3y (12)
- _ or

q; = —k dxdy - (13)

Wstawiajac te zaleznosci do réwnania (10) otrzymamy réwnanie na przewodzenie ciepta:

0 oT d oT 5]
(k5 + o (k5) + 5

Gdzie:

X,¥,X —wspotrzedne,

k — wspodtczynnik przewodnictwa [W/m*K],
T — temperatura [K],

q —wewnetrzne Zrédto ciepta [W/m?3],

p - gestosc [kg/ m’],

¢p — pojemnosc cieplna [J/kg*K],

T —czas [s].

Zakfadajac ciato izotropowe k = const. Otrzymamy:
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Otrzymane réwnanie pozwala na wyliczenie rozktadu temperatur (zalezne od czasu).

Aby rozwigzac to réwnanie rézniczkowe, potrzebne sg warunki brzegowe dla kazdej wspétrzednej,

oraz w przypadku rozwigzywania zagadnienia z czasem warunki poczgtkowe.



Warunki brzegowe

Warunek poczatkowy definiuje stan uktadu w chwili poczatkowej. Stan musi by¢ znany w
kazdym punkcie przestrzennym.

Warunki brzegowe opisuja zachowanie si¢ funkcji na brzegu obszaru. Wyréznia si¢ trzy
rodzaje warunkow brzegowych :

warunek brzegowy pierwszego rodzaju (DIRICHLETA) — znany jest rozktad temperatury we
wszystkich punktach powierzchni ciata (Ts).
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Rysunek 7. Przyktad warunku brzegowego | rodzaju

warunki brzegowe drugiego rodzaju (NEUMANA) — znany jest rozktad gestosci strumieni ciepta q,
we wszystkich punktach powierzchni ciata, nie znana jest temperatura Scianki Ts, inaczej mdéwiac
znany jest strumien na powierzchni (Prawo Fouriera).
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Rysunek 8. Przyktad warunku brzegowego Il rodzaju.



Przypadek specjalny: izolowana powierzchnia:
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Rysunek 9. Specjalny przypadek warunku Il rodzaju

warunki brzegowe trzeciego rodzaju — dana jest temperatura ptynu Tp otaczajgcego ciato state
oraz wspotczynnik przejmowania ciepta, nie znana jest temperatura powierzchni $cianki Ts,
(konwekcja).
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Rysunek 10. Warunek brzegowy Il rodzaju




Stata temperatura powierzchni

no,.n=T,

Staty strumien na powierzchni
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Rysunek 11. Geometryczna interpretacja warunkoéw brzegowych

1l. Cel ¢wiczenia

,Rozwigzanie numeryczne rownania rézniczkowego na przewodzenie ciepta.”

Wsréd metod wykorzystywanych do numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych
czastkowych wyroznia si¢ trzy grupy metod. Sa to:

e metoda réznic skonczonych (ang. Finite Differences)
e metoda elementow skonczonych (ang. Finite Element Method)
e metoda objgtosci skonczonych (ang. Finite Volume Method)



Metody te roznia si¢ migdzy soba do$¢ znacznie, natomiast maja wspolna cechg
polegajaca na tym, ze moga zosta¢ zdefiniowane w oparciu o dyskretyzacjg obszaru.
Dyskretyzacja, inaczej moéwiac podziat obszaru na siatkg obliczeniowa (siatke
dyskretyzacji), ang. mesh, grid) jest baza, w oparciu o ktora konstruuje si¢ dyskretny
odpowiednik oryginalnego réwnania. W zalezno$ci od metody uzyskuje si¢ rozne
sformutowania dyskretne, r6zne sa tez wymogi zwiazane z dyskretyzacja — natomiast tym
co taczy jest fakt, ze dyskretyzacja oznacza podziat obszaru obliczeniowego na ‘mate’
podobszary. Okreslenia ‘dyskretyzacja’, ‘dyskretny model’, ‘dyskretne rozwiazanie’
podkreslaja fakt odej$cia od oryginalnego rownania oraz jego doktadnego rozwiazywania na
rzecz wyznaczenia rozwiazania przyblizonego w skonczonej liczbie punktéw. Dyskretyzacja
ma ogromny wplyw na jako$¢ rozwiazania przyblizonego. W przypadku korzystania z
gotowych kodow komputerowych, to wtasnie dyskretyzacja obszaru stanowi jedno z
gléwnych zadan osoby korzystajacej z modelu. W przypadku zadan o ztozonej geometrii,
nawet z pomoca specjalnego oprogramowania, moze by¢ to zadaniem bardzo
pracochtonnym.

Dla bardzo ograniczonej klasy zagadnien istnieja rozwiazania analityczne. Najczesciej moga
by¢ one otrzymane przy wielu zalozZeniach upraszczajacych dotyczacych regularnego ksztattu
obszaru, ‘prostych’ warunkow brzegowych, zatozenia o jednorodnosci, rozwazaniu zadania
jednowymiarowego. Bez wzgledu na te ograniczenia ewentualna mozliwo$¢ odwotania si¢

0 rozwiazania analitycznego jest bardzo cenna w procesie weryfikacji rozwiazania
przyblizonego.

Podstawy metody réznic skornczonych

Istota tej metody polega na zamianie operatorow rozniczkowych na odpowiednie operatory
roznicowe, okreslone na dyskretnym zbiorze punktoéw izolowanych; zbiér ten nazywamy
siatka, a jego elementy weztami. Dzigki takiej aproksymacji funkeji 1 jej pochodnych,
wyjsciowe zagadnienie brzegowe zostaje sprowadzone do uktadu réwnan algebraicznych, w
ktoérych niewiadomymi sa dyskretne wartosci funkcji

Dyskretyzacja (podzial obszaru) :

W przypadku zadan jednowymiarowych bez wzgledu na stosowana metode numeryczna
wybor jest niewielki: obszar obliczeniowy, jakim w przypadku 1D jest odcinek, dzieli si¢ na
matle odcinki. Réznice pojawiaja si¢ w zadaniach dwu- i trojwymiarowych. Metoda rdznic
skonczonych wyrdznia si¢ wsrdd pozostalych metod stosunkowo malg elastycznos$cia
dopuszczalnych dyskretyzacji. W 2D elementami (w kontek$cie metody réznic skonczonych
czgsto mowi si¢ o komérkach (ang. cell) sa prostokaty, zas w przypadku 3D —
sze$ciosciany. Ten wymog regularno$ci sprawia, ze odwzorowanie obszaréw o ztozonym
ksztalcie nie jest sprawa prosta.

Zastapieniu pochodnych wystepujacych w rownaniu ich dyskretnymi odpowiednikami,
nazywanymi ilorazami r6Znicowymi :



Pochodne zamieniamy na rdznice.

d—fZHrHJ_\ flx+Ax)—Fflx—Ax)

=0 .
dx 2Ax

Gorny iloraz ré6znicowy:
‘f(“x_()+d“-)_‘f(‘¥())
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—————Centralny iloraz réznicowy:
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2Ax

Dolny iloraz roznicowy:
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Rysunek 12. Sposéb konstruowania ilorazéw réznicowych

d*f (x)

2 ), uzyskujemy wykorzystujac ilorazy na

Pochodne wyzszego rzedu (np.
pochodne nizszych rzedow.

f(x+Ax)=f(xg) f(xg)— flx,—4x)
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Fx+AxI2)—f'(x,—Ax/2)
Ax

l

Flxg+Ax) =20 (x )+ flx,—Ax)
(Ax)

frilxg)=~

frxg)~

Rysunek 13. Konstruowanie ilorazéw réznicowych wyzszego stopnia



Jak to sie ma do przewodzenia ciepta??

0*T 90*T 0*T ¢ 10T
+ + +=-—=——=
0x? 0dy* 0z®> k aort

Dla przypadku stacjonarnego przypadku 1D powyzsze réwnanie ma postac:

d’T | 8 _

d.r2+k 0

Wstawiajgc ilorazy réznicowe otrzymujemy:

T.r.':—l B 2:Irr.'r + T:.'HI + Sm
Ax? k

Gdzie m to jest numer kolejnego wezta.

=0, m=1,2.3,....M—1

Plane wall

Rysunek 14. Schemat formutowania réwnan przy uzyciu metody réznic skoriczonych

Tak wiec aby wyliczy¢ temperature w punkcie m = 1, nalezy zna¢ jej warto$¢ w punkcie m = 0 (w.
brzegowy) oraz w m = 2. Analogicznie aby obliczy¢ temperature w punkcie m = 2, wykorzystujemy
wartosci w punkcie m =1 i m = 3. Znajgc warunek brzegowy w m =M im =0, otrzymamy tyle
rownan co niewiadomych a zatem mozemy obliczy¢ temperature we wszystkich weztach.

Podobnie dla przypadku 2D:
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Rysunek 15. Obliczanie temperatury w weztach dla przypadku 2D.



lll. Przebieg ¢wiczenia

Warunki rozpatrywanego uktadu (geometria, warunki brzegowe i poczgtkowe, ilos¢ weztéw)
zostang podane przez prowadzgcego ¢wiczenie. Obliczenia temperatury w zadanych punktach
weztowych nalezy przeprowadzi¢ w programie Microsoft Excel.

IV. Opracowanie wynikow

W sprawozdaniu nalezy umiescié, krotki wstep teoretyczny, oraz w formie graficznej (tabele,
wykresy), wyniki wykonanych obliczen. Nalezy zamiescic¢ zaleznos$¢ temperatury od geometrii
(wymiar x (1D), x,y (2D) oraz od czasu (w przypadku zaganien niestacjonarnych).
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