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Rozdzial 1

Podstawowe struktury algebraiczne

1.1. Dzialania wewnetrzne

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dowolng funkcje h : X x X — X nazywamy dziataniem
wewnetrznym w zbiorze X. Dzialanie wewnetrzne, jak kazda funkcje, mozemy okresla¢ na wiele
sposobdéw:

e stownie: w grupie studentéw jednej z krakowskich uczelni uczeszczajacych regularnie na wyktad
z algebery liniowej (zakladamy, ze jest to zbiér niepusty) wprowadzamy dzialanie, ktére z pary
elementéw wybiera element starszy (decyduje numer PESEL);

e graficznie: aby zdefiniowaé funkcje h : N x N — N wystarczy w uktadzie Oxyz zaznaczy¢ stosowne
kropki;

e tabelg dzialan: w zbiorze X = {&, 8,74} wprowadzamy dzialanie h:

309 |30 80
AL E S
> %X

AR 2K =

na przyklad: h (#,X) = &; h (X, &) =X
e wzorem: h:R xR > (z,y) - max{z,y} € R.

1.1.1. Wlasnos$ci dzialan wewnetrznych
Niech h bedzie dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X.

Definicja 1.1. Element e € X spelniajocy warunek
Ve e X h(e,x) =h(xz,e) == (1.1)

nazywamy elementem neutralnym dziatania h.

Zakladajac, ze w zbiorze X dla pewnego dziatania wewnetrznego h istniejg dwa elementy neutralne
e1 i eo, mamy:
€1 = h (61,62) = €9.

Stad wynika nastepujace

Twierdzenie 1.1. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.



1.2. Grupy, pierscienie, ciata

Definicja 1.2. Dzialanie wewnetrzne h: X x X — X nazywamy dziataniem lacznym, jezeli
Va,y,z € X h(z,h(y,z)) =h(h(z,y),z). (1.2)
Definicja 1.3. Dzialanie wewnetrzne h : X x X — X nazywamy dzialaniem przemiennym, jezeli
Vae,y € X h(z,y) =h(y,z). (1.3)
Niech h: X x X — X bedzie dzialaniem wewnetrznym o elemencie neutralnym e.
Definicja 1.4. Jezeli dla elementu x € X istnieje element T € X spelniajgcy warunek
h(z,z) =h(xz,T) =e,

to element X nazywamy elementem symetrycznym dla elementu z wzgledem dziatania h.

Zaltézmy, ze T1, T2 sa dwoma elementami symetrycznymi dla elementu x wzgledem dziatania tacz-
nego (!) h o elemencie neutralnym e. Wéwczas

F1=h(e,q1) = h(h(F2,2),51) = h (Fa, h (2,71)) = h (Fa, €) = To,

skad wynika nastepujace

Twierdzenie 1.2. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest lgczne oraz posiada element neutralny, to kazdy
element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Przyktad 1.1. W zbiorze X = {a, b, c} wprowadzamy dzialanie h okreslone ponizszq tabelg:

QS|
ISEESEES RS

oIS e e
ISEESH RN e

Latwo stwierdzié, Ze dziatanie h posiada element neutralny e = a. Poniewaz elementy b oraz ¢ posiadajg
po dwa elementy odwrotne, ktorymi sq b oraz c:

h(b,b) = h(b,c) = h(c,b) = h(c,c) = e = a,
zatem, na podstawie twierdzenia 1.2, dziatanie to nie jest {gczne. Istotnie,
¢ = h(h(b,b), ) # h(b, h(b,c)) = b.

Przyktad 1.2. Rozwaimy ponownie grupe krakowskich studentow uczeszczajgeych na wyktad z algebry
lintowej. Latwo sprawdzié, Ze wprowadzone w tym zbiorze dzialanie jest tgczne © przemienne. Elemen-
tem mneutralnym wzgledem tego dzialania jest najmiodszy element, 1. ....cocoviiiiiiiiiiiiiiniiniinini. ;
jest on jednoczesnie jedynym elementem, ktory posiada element symetryczny — jest nim on sam.

1.2. Grupy, pierscienie, ciala
Niech G bedzie dowolnym zbiorem niepustym.

Definicja 1.5. Pare (G, h) nazywamy grupa, jezeli:

(a) dzialanie h jest wewnetrzne, tj. h: G x G — G;

(b) dzialanie h jest tgczne;

(¢) dzialanie h posiada element neutralny;

(d) kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dziatania h w G.

Jezeli dzialanie h jest przemienne, to grupe (G,h) nazywamy grupa abelowa (przemienng).



1.2. Grupy, pierscienie, ciata

Przyktad 1.3. KazZda z ponizszych struktur jest grupg:

a) zbidr liczb calkowitych z dzialaniem dodawania liczb; elementem neutralnym jest e = 0, elementem
symetrycznym dla dowolnej liczby z € Z jest liczba z = —z nazywana w tym przypadku elementem
przeciwnym;

b) zbior liczb rzeczywistych bez zera z dzialaniem mnozenia liczb; elementem neutralnym jest e = 1,
elementem symetrycznym dla dowolnej liczby v € R\ {0} jest liczba 7 = 1/r nazywana w tym
przypadku elementem odwrotnym;

¢) (Zmy+modm) , gdzie, dla ustalonej liczby naturalnej m, Zy,, = {0,1,...,m — 1} oraz dla a,b € Zy,

(@4 0)0am (czyt. a+b modulo m) to reszta z dzielenia a + b przez m, np.
(2+5)mods = Tmods = 1.
Elementem neutralnym wzgledem dziatania +yoqm jest e = 0; elementem symetrycznym jest

n=m—n dlan € Zy,\ {0} oraz 0 = 0;

d) (B(X),o0), tj. zbior bijekcji okreslonych na niepustym zbiorze X o wartosciach w X, z dzialaniem
skladania odwzorowar: (fog)(x) = f(g(x)), dla x € X. Elementem neutralnym jest funkcja
identycznosé idx : X 3 x — x € X; elementem symetrycznym dla bijekcji f jest funkcja do niej
odwrotna =Y, ktora réwniez jest bijekcjq; zob. wyktad z analizy matematyczne;.

Grupy z punktow a), b) i c¢) sq abelowe; grupa z punktu d), w przypadku, gdy zbior X liczy wiecej niz
dwa elementy, nie jest abelowa.

Niech teraz h; i ho beda dwoma dzialaniami wewnetrznymi w niepustym zbiorze G.
Definicja 1.6. Strukture (G, h1, he) nazywamy cialem, jezeli:

e (G, hy) jest grupg abelowq, tj.

a) dzialanie hy jest lgczne;

b) dzialanie hy posiada w G element neutralny e;;

¢) kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dzialania hi;
) dzialanie hy jest przemienne;

G\{e1},he) jest grupg abelowq, tj.

) dzialanie ho jest lgczne;

) dzialanie hy posiada w G\ {e1} element neutralny;

) kazdy element G\ {e1} posiada element symetryczny wzgledem dzialania ha;
) dzialanie ho jest przemienne;

e dziatanie hy jest rozdzielne wzgledem dziatania hy, tzn.

Ve,y,z € G ha (x,h1 (y,2)) = hy (he (z,y) , ha (2, 2)). (1.4)

Strukture (G, h1, he), ktdra spelnia wszystkie warunki definicji 1.6, za wyjatkiem warunku (g) na-
zywamy pierscieniem.

Zauwazmy, ze oznaczajac dziatanie hy przez ,,+”, a dzialanie hg przez -7, tzn.:
hi(e,y) =z+y,  ha(wy) =2y,
warunek (1.4) przyjmuje dobrze znana postaé:
Ve,y,z € G z-(y+z)=x-y+ax-z
Przykltad 1.4. Niech m(R) oznacza zbior wszystkich wielomiandw o wspélezynnikach rzeczywistych:
m(R) = {x—>anx"+an_1x"_1+...+a1x+a0:ai eR (izO,...,n),nEN}.

Latwo sprawdzié, Ze struktura (m(R), +,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia
wielomiandw, jest pierscieniem; warunek g) nie jest spelniony, gdyz odwrotnosé wielomianu na ogél
nie jest wielomianem (kiedy jest?).



Przyktad 1.5. Kazda z ponizszych struktur jest cialem (éwiczenie):

o (R,+,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia liczb;

o (Q[r],+,-), gdzier € R\Q oraz Q[r] = {z+ry:z,y € Q}, a + oraz - to naturalne dzialania
dodawania i mnozenia liczb;

o (L(R),+,0), gdzie L(R) ={f:R>x —ax € R:a € Q} oraz + i o to naturalne dzialania do-
dawania oraz sktadania funkcji.

Przyklad 1.6. Na zakoriczenie wykazemy, Ze zbior R? z dzialaniami dodawania i mnozenia okreslo-
nymi ponizej:

(z1,y1) + (z2,92) := (1 + 22,91 + ¥2),
(x1,91) - (z2,92) = (z122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

rowniez jest cialem. Warunki a) oraz d) definicji 1.6 sq oczywistymi konsekwencjami lgcznosci oraz
przemiennosci dodawania liczb; warunki €), g) oraz rozdzielno$é - wzgledem + sprawdzamy bezposred-
nimi prostymi rachunkami. Wprost z definicji dzialania + wynika, ze e = (0,0) jest jego elementem
neutralnym, natomiast elementem symetrycznym (w przypadku dzialania oznaczanego + nazywany
elementem przeciwnym) dla elementu (x,y) jest (—x,—y). Rozwigzujgc uklad réwnar

{xel—y@:x

Tex +yep =y
ze wzgledu na niewiadome ey, es, znajdziemy element neutralny e. = (e1,es) dla dzialania -. Po
prostych rachunkach otrzymujemy e. = (1,0) . Podobnie, rozwigzujec uklad réwnan

xr —yy =1

xy +yr =0

ze wzgledu na niewiadome T,y znajdziemy element symetryczny (T,y) (w przypadku dzialania ozna-
czanego - nazywany elementem odwrotnym) dla dowolnego niezerowego elementu (x,y). Po prostych

rachunkach otrzymujemy:
Jo x —y
)= <fv2+y2’ z? +y2> '




Rozdzial 2

Liczby zespolone

Zbiér C = R? 7 dziataniami + oraz - okreslonymi ponizej:
(z1,91) + (22, 92) := (31 + 22,91 + ¥2) , (2.1)
(z1,91) - (22, y2) := (122 — Y1y2, T1Y2 + T2Y1)

jest cialem (zob. przyklad 1.6, str. 7); jest to tzw. ciato liczb zespolonych. Przypomnijmy, ze
elementem neutralnym dla dodawania jest 0 = (0,0), dla mnozenia 1 = (1,0) . Elementem przeciwnym
dla elementu (x,y) jest (—x,—y), elementem odwrotnym dla dowolnego niezerowego elementu (z,y)

jest
T4 +yc Tt +y

Dowolny element z = (z,y) € C mozemy interpretowaé jako punkt (wektor) ptaszczyzny R?. Poniewaz

z= (:c,y) = (:U>O) + (an) = (.%',0) ’ (170) + (y,O) : (07 1) (2'3)

zatem, utozsamiajac liczbe zespolona (x,0) z liczba rzeczywista = oraz przyjmujac oznaczenie
i = (0,1), uwzgledniajac réwnoséé (2.3), otrzymujemy postaé kanoniczng (dwumienna) liczby ze-
spolonej

Z =T +1y;

z = Re(z) nazywamy czescia rzeczywista, y = Im (2) czescia urojona liczby zespolonej z. Dwie
liczby zespolone sa réowne, jezeli maja réwne czesci rzeczywiste oraz czesci urojone. Liczbe i = (0,1)
nazywamy jednostka urojong. Zauwazmy, ze

i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Postaé kanoniczna liczby zespolonej umozliwia dodawanie i mnozenie liczb zespolonych tak samo jak
wielomianéw, tzn. podobny do podobnego (w przypadku dodawania):

21+ 290 = x1 +iy1 + w2 +iy2 = (1 + 22) +i(y1 + y2)
oraz kazdy przez kazdy (w przypadku mnozenia):
21+ 29 = (21 +iy1) (2 +iy2) = w122 + w1y + igize + Pyrya = .
i dalej, uwzgledniajac warunek % = —1,
e =T1T2 — Y1y2 + i (@Y + Y122) -

Poréwnaj te wyniki ze wzorami (2.1) oraz (2.2).



2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej

2.1. Sprzezenie, modul oraz argument liczby zespolonej

7 kazda liczba zespolong z = x + iy mozemy stowarzyszy¢ liczbe zespolona z = = — iy nazywana
sprzezeniem liczby z, oraz nieujemna liczbe rzeczywista |z| = v/ + y? nazywang modutem liczby
zespolone;j.
2.1.1. WtasnoSci sprzezenia oraz modutu liczby zespolonej
Niech z, 21, z0 € C; wowczas:

o 2+ZzZ=2Re(z),z—zZ=2iIlm(z);

N 4 _71_(1)
® 2122 =2Z21" %2, ; —2:7
2 2

. 2
o z-zZ=|z|";
21

_ lal,

o |21 2] = |21] |22, =l

o |21+ 22| < |z + |22f.

Niech z = z + iy bedzie dowolng niezerowa liczba zespolona. Wéwczas
. x .Y -
z=x+ 1y =|z| m+zm = |z| (cosa + isina), (2.4)

gdzie kat o = arg(z), nazywany argumentem liczby zespolonej, wyznaczamy rozwiazujac uklad
réwnan

X
COSQx = —
||
oy
SImo = —
2]

Mozna latwo wykazaé, ze w dowolnym przedziale postaci [r, r + 27) lub (r, r 4+ 27| (r € R) uklad ten
ma doktadnie jedno rozwiazanie, a dowolne dwa jego rozwiazania réznia sie o catkowity wielokrotnosé
27. Ten z argumentéw liczby zespolonej, ktéry lezy w przedziale (—m, 7| nazywamy argumentem
gléwnym i oznaczamy Arg (z).

A
Im

T S — Z=x+1y
\;» i
o
Y i
S |

0| “a= Argz i x =
T Re
—1iy ; Z=r—1yYy

Wykres 1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej, jej modutu, sprzezenia oraz argumentu.

! Drzielenie przez liczbe zespolong z rozumiemy jako mnozenie przez liczbe 2z *.



2.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Przyktad 2.1. Dla liczby z = 1 — i mamy: Re(1 —i) = 1, Im (1 —4) = —1, [1 —i| = V2. Aby
wyznaczyé argument liczby 1 — ¢ musimy rozwigzac uklad rownan

1 V2
cosq = — = ——
V2 o2
, -1 N
SN = —= = —_—
V2 2

Jego rozwigzaniem jest kazda z liczb —7% + 2km (k

m

Z), zatem Arg (1 —i) = —75. Ostatecznie

1—i=+2 <cos (—%) + ¢ sin (—%)) .
2.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej
Znajac modul |z| oraz argument « liczby zespolonej z mozemy zapisaé¢ ja w postaci
z = |z| (cosa + isin o)

nazywanej postacia trygonometryczna liczby zespolonej. Dwie niezerowe liczby zespolone sg réwne
jezeli maja réwne moduly i argumenty gltéwne (ich argumenty moga sie natomiast r6znié¢ o catkowita
wielokrotno$é 27). Liczba 0 jest jedyna liczba zespolona jednoznacznie okre$lona przez jej modul.

2.2.1. Mnozenie oraz dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci
trygonometrycznej

Niech z; = |z1| (cosaq + isinay) oraz za = 22| (cos az + isin ag). Wowczas:

2129 = |z1| (cos a1 + isinaq) |22 (cos ag + i sin o)

= |21] |22] ((cos a1 cos ag — sin aq sin ag) + 7 (cos v sin aig + sin g cos az))
oraz dla zo # 0

21 |z1|(cosar +isinag)  [z1] (cosag +isinay) (cos az — isinag)

2y |z2|(cosas +isinag) |z |cos avg + i sin g

e . . . .
= ﬁ ((cos ag cos g + sin oy sin ) + 7 (sin g cos ag — cos g sinaw)) .
)

Stad, po zastosowaniu wzorow

cos (a1 £ i) = cos ag cos g F sin g sin ag

sin (a1 £ ) = sin v cos ag = sin ag cos ag

otrzymujemy prosty przepis na iloczyn oraz iloraz liczb zespolonych zapisanych w postaci trygonome-

trycznej:

a) z122 = |21 22| (cos (a1 + o) +isin (ag + ag));

b) S }Zl; (cos (ag — ag) +isin (g — ), gdzie z9 # 0.
Z9 Z9

Ze wzorow tych wynikaja nastepujace wtasnosci argumentu iloczynu oraz argumentu ilorazu liczb
zespolonych:

o arg(z129) = argz; + arg zo + 2km, dla k € Z;

e arg ) = arg zy — arg zo + 2kmw, dla k € Z;
22

ponadto, poniewaz Arg (z-Z) =0,

o argz= —argz+ 2km, dla k € Z.
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

2.2.2. Wzoér de Moivre’a

Ze wzoru na iloczyn liczb zespolonych wyrazonych w postaci trygonometrycznej wynika, ze
(cos o+ isina)? = cos 2a + i sin 20

Zalezno$¢ te mozna w prosty sposéb uogdlnié¢ uzyskujac tzw. wzoér de Moivre’a (prosty dowod
indukcyjny pozostawiam jako ¢wiczenie):
(cosa +isina)” = cos (na) + isin (na) , dlan € Z.
Przyktad 2.2. Aby obliczyé wartosé wyrazenia
A9

(-1 —/3i)

(—1+4)*
wygodnie jest jego licznik i mianownik sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej, a nastepnie zastoso-

wacé do nich wzor de Moivre’a.
Niech z1 = —1 — iV/3 oraz z9 = —1 +i. Wiwczas

1 Ve

COS(xp = —— cCoOSQ9y = ——
2 2 2
oraz
. V3 . V2
SMmo] = ——— sinag = —
2 2

Zatem Arg (z1) = —2m/3 oraz Arg (z2) = 3n /4. Mamy wiec:

oy (les(Fe) v ()

(~1+i)" <\/§ (cosiﬂ+isinz7r>>4

stosujgc teraz wzor de Moivre’a, otrzymujemy

9 (cos (=67 1 8in (—67
T s ((22 ((6056372 1isin g’m; ) = 27 (cos (—97) + isin (~97)) = —2".

2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Niech n € N bedzie ustalona liczbg naturalna, a ¢ € C ustalona liczba zespolona. Rozwazmy
nastepujace réwnanie
2" =c. (2.5)
Kazda liczbe zespolona z dla ktérej réwnanie (2.5) jest prawdziwe nazywaé bedziemy jego rozwia-
zaniem. Celem naszym bedzie podanie przepisu pozwalajacego znajdywaé (wszystkie) rozwiazania
réwnania (2.5).
Zapiszmy szukane rozwiazanie z oraz zadana liczbe ¢ w postaci trygonometrycznej:

z = |z|] (cosa +isina), ¢ =|e| (cosy +isinvy),

a nastepnie podstawmy je do réwnania (2.5). Po zastosowaniu wzoru de Moivre’a otrzymujemy réw-
nanie
|2|" (cos na + i sinna) = |¢| (cosy + isin7y),

z ktérego natychmiast wynika, ze
|2|" = |¢| oraz no=~vy+2kn, keZ
lub réwnowaznie:

2k
|z| = {/|c| oraz a= u, kel
n

11



2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Twierdzenie 2.1. Jezeli ¢ € C\ {0} oraz n € N to réwnanie 2" = ¢ posiada n rézZnych rozwigzan
20, - -5, 2n—1 postaci

2k 2k
2z = V|| <cos ¥t 2kT + ¢sin W‘7T> , (2.6)
n

n
dla k=0,...,n—1; v € argc.

Uwaga Dla ¢ € C zapis {/c oznacza zbiér (!) wszystkich liczb zespolonych, ktérych n—ta potega to c;
jest to wiec zbidr rozwigzan rownania z" = c, tj.

%:{ZO,...,ZTL,]_},

gdzie liczby zj okresla wzor (2.6). Ten sam zapis stosuje sie réwniez do funkcji pierwiastkowej

ViR 2z = VT eR,.

W tych dwdch przypadkach ten sam zapis ma zastosowanie do réznych obiektow: w pierwszym przy-
padku oznacza zbiér, w drugim liczbe.

2.3.1. Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej
Uzytecznym przepisem na rozwiazania rownania (2.5) jest réwniez, wynikajaca ze wzoru (2.6), formuta

2 2
2k = Zh_1 (cosﬂ—i—isinW), k=1,...,n (2.7)
n n

w ktérej zo jest jednym z rozwiazan réwnania (2.5). Wynika z niej, ze liczba zespolona (wektor
plaszczyzny zespolonej) z; powstaje w wyniku obrotu zp o kat 27 /n; podobnie z3 to wynik obrotu
z1 o ten sam kat. Ogolnie, 21 powstaje z obrotu zx o kat 27/n. Innymi stowy, liczby zo, ..., 2zn—1
bedace rozwigzaniami réwnania 2" = c¢ stanowia wierzchotki n—kata foremnego wpisanego w koto
0 promieniu r = ’\L/H .

A

Im

27r+ L. 2
Z1 = COS — 81N —
! 5 5

47 L 4w
29 :cos? + s1in —

5 .

cos 6 4 s 6m
Z3 = — 7S1n —
3 5 5

8 L. 8w
24 = COS — 4+ 181N —

5 )

Wykres 2. Interpretacja geometryczna rozwiazaf réwnania z° = 1.
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2.4. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Przyktad 2.3. Rozwaimy réwnanie 23 = 1 —i. Aby znaleZé jego rozwigzania postuiymy sie wzorem
(2.6). Poniewaz |c| = |1 —i| = /2 oraz v = Arg (1 — i) = —m/4 (z0b. przyklad 2.1), mamy

2 T
2:0:\675 CcoS 74 + 7sin ?4 Z%(cos%—isin%>,
T 7
—— 427 ——+ 27
z1:\6/§ cos%—l—isin% 2\6/§<—Sin%—|—icoslﬂ—2),
T T
—— +4r —— +dr 11—
20 = V2 008743 +isin743 zxyi(—cosg—isin%): \3@1

Przyktad 2.4. Wykorzystujgc wyliczong w poprzednim przykiadzie wartosé pierwiastka zo oraz stosu-
jac wzor (2.7), obliczymy jawne wartosci pozostalych dwdch pierwiastkéw. Otrzymujemy odpowiednio:

20 = 2 cos21+7jsin2—7r —ﬂ(—cosz—i-isini>—ﬂ l—zﬁ =
0 3 3) 2 3 3/ 2 \2 2 )

_ 1B 1-V3

Y Y5

B 1B\ 14 L V3) _1-V3 143
Z1 — 22 = = 2\3/5 Z2\3/§.

i
2 2
Przyktad 2.5. Rozwaimy réwnanie 2*|z| = —Z. Jego rozwigzan poszukamy w postaci trygonome-
trycznej z = r (cosa + isina) . Mamy
24 |z| = 1P (cos 4a + i sin 4a)

—Z = (cosm+isinm) - r(cos(—a)+isin(—a)) =r(cos(m — a) +isin (7 — a)).

Poréwnujgc moduly oraz argumenty tych liczb otrzymujemy uklad rownan

P =r
da=nm—a+2kmr, keZ "’

ktorego rozwigzaniem jest r € {0,1} oraz a € {£7/5,£3w/5, 7} . Ostatecznie, rozwigzaniem wyjscio-

wego rownania sq¢ liczby
3 3
{—1,0,(:0375r + isin%,cos gﬂ- + ¢ sin ;} .

2.4. Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Wychodzac od postaci trygonometrycznej liczby zespolonej
z = |z| (cosa + isin a)
oraz uwzgledniajac wzér (ktérego uzasadnienie wymaga znajomosci szeregdéw potegowych)
e =cosa+isina (dla a€R)
otrzymujemy tzw. posta¢ wykltadniczg liczby zespolonej:

z=re",

13



w ktérej r > 0 to modul, a a € R argument liczby zespolonej z. Dwie liczby zespolone z; = e oraz
zo = 1roe'™®? zapisane w postaci wykltadniczej sa réwne, jezeli maja te same moduly, a ich argumenty
roznig sie o caltkowita wielokrotnoéé 2w, tj.

71" = ree!™®? &y = 1o oraz a1 = ag + 2k,

Ciekawostka Zapisujac liczbe —1 w postaci wykladniczej otrzymujemy zwarty wzor laczacy pieé
najwazniejszych stalych matematycznych: 0 (element neutralny dodawania), 1 (element neutralny
mnozenia), i, € oraz m

€™ +1=0.

Przez wielu, wzér ten jest uznawany za najpickniejszy wzor matematyki.

2.5. Logarytm oraz potegi zespolone*

Jak wynika z powyzszych rozwazan, dla liczby zespolonej z = = + iy, gdzie z,y € R mamy
e” = e = ¢% (cosy 4 isiny) .

Powyzsze rozszerzenie definicji funkcji wyktadniczej na zbidr liczb zespolonych umozliwia zdefiniowanie
logarytmu dla argumentu zespolonego: dla z,w € C

logz=w<& z=c¢€".

Dla z # 0 mamy

. |Z|eza _ ln\z|6zo¢ _ eln|z\+wz

skad wynika, ze
logz=1In|z| +iArgz +i2km, ke€Z.

Funkcje
Logz =1In|z| +iArgz
nazywamy galezig gtéwna logarytmu.
Przyktad 2.6. Mamy
. . LT . 1 T
Log(l) =0, Log(e)=1, Log(—1)=/1m, Log(i) = ig Log(1+1i) = §ln2 + i

Powyzsze rozszerzenie definicji logarytmu na liczby zespolone umozliwia zdefiniowanie poteg ze-
spolonych liczb zespolonych:

LW .— ewlogz’

gdzie z,w € C oraz z # 0.
Przyktad 2.7. Mamy

ii _ eilogi _ ei(Logi+i2k7r) _ 6—5—2k7r’ dla ke

oraz

= Cos (g+k7r + 7sin <g+k7r) = 43.



Rozdzial 3

Wielomiany — podstawowe wiadomosci

Funkcje postaci

f(8)=ans" +an_15""* +...+a1s +ao, (3.1)
gdzien € Nya; e R(i=0,...,n), a, # 0 nazywamy wielomianem rzeczywistym stopnia n; jezeli
wspolezynniki a; (i = 0,...,n) przyjmuja wartosci zespolone, to funkcje te nazywamy wielomianem

zespolonym. Stopien wielomianu f oznaczamy jako deg f (ang. degree).

3.1. Miejsca zerowe wielomianu

Kazda liczbe sp € C dla ktérej f (sg) = 0 nazywamy miejscem zerowym (zerem, pierwiastkiem)
wielomianu f. Latwo wykazaé, ze kazdy wielomian rzeczywisty nieparzystego stopnia ma co najmniej
jeden pierwiastek rzeczywisty. Prawdziwe jest réwniez, duzo trudniejsze do wykazania, nastepujace

Twierdzenie 3.1 (podstawowe twierdzenie algebry, Gauss 1799).
Kazdy wielomian (zespolony) dodatniego stopnia ma miejsce zerowe.

Twierdzenie to w polaczeniu z ponizszym twierdzeniem (tzw. twierdzeniem Bézouta; nie jest
ono autorstwa Bézouta, ale pod taka nazwa jest znane) odgrywa kluczowa role w wielu dzialach
matematyki.

Twierdzenie 3.2 (twierdzenie Bézouta).
Jezeli sy jest pierwiastkiem wielomianu f oraz deg f > 0, to wielomian ten dzieli si¢ bez reszty
przez wielomian s — s — Sg, tJ.

f(s)=(s—s0)g(s),
gdzie g jest pewnym wielomianem stopnia deg f — 1.

Moéwimy, ze liczba sg jest pierwiastkiem k—krotnym (k > 1) wielomianu f jezeli wielomian ten
jest podzielny (bez reszty) przez wielomian s — (s — so)k, ale nie jest podzielny przez wielomian
s— (s— so)kﬂ. Wykorzystujac pochodne, warunki te mozemy rownowaznie wyrazi¢ jako

f(s0)=f(s0) = f"(s0) = .. = f* D (s0) =0,  f¥) (s0) £0.
Przyklad 3.1. Wyznaczymy te wartosci parametru a > 0, dla ktérych wielomian
o(x) =23 —92° + (a+27)z — a® — 3a — 27

ma pierwiastk:s wielokrotne.
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3.1. Miejsca zerowe wielomianu

Poniewaz
¢ () =32 — 18z +a+27=3(z—3)* +a,

zatem dla a > 0 wielomian @, jako ciggla funkcja rosngca spelniajgca warunek
o(x) > —c0 (z— —00) oraz p(x) = 400 (z— +00)

posiada dokladnie jeden rzeczywisty pierwiastek; musi zatem postadaé rowniez dwa pojedyncze pier-
wiastki nierzeczywiste. Z kolei, dla a = 0 mamy

o (x) = 2% — 922 + 270 — 27 = (z — 3),
czyli p posiada jeden pierwiastek o = 3 o krotnosci k = 3.

3.1.1. Pierwiastki wielomianéw o wspélczynnikach caltkowitych

Przypusémy, ze wspélczynniki wielomianu f (s) = aps™ + ... 4+ a1s + ap sa liczbami catkowitymi.
Latwo wowczas stwierdzié, ze liczba caltkowita sg # 0 jest jego pierwiastkiem wtedy i tylko wtedy, gdy

so(ansg 1 + ...+t agssy + CL1) = qayp. (32)

Poniewaz liczba ays(™ Ly 4 azsp + a1 jest catkowita, zatem warunek (3.2) oznacza, ze so jest

dzielnikiem wyrazu ag. Wynika stad nastepujace

Stwierdzenie 3.3. Pierwiastkow calkowitych wielomianu o wspdlczynnikach catkowitych nalezy po-
szukiwac jedynie wsrod dzielnikow jego wyrazu wolnego.

Liczba wymierna sg = m/k (zakladamy tu, ze liczby m,k sa nieskracalne, tj. nie posiadaja
nietrywialnego wspdlnego dzielnika) jest pierwiastkiem f wtedy i tylko wtedy, gdy

() o (5o =
(079 k‘ an—1 k‘ alk ag = U,

lub réwnowaznie
anm™ + an_1m™ k4 ...+ amk™ ! + apk™ =0
Wynika stad, ze
aok™ = —m (anm”_1 +an_1m" 2k + ...+ alk:"_l) (3.3)
oraz
apm” = —k(an,lm”_l + . 4 amk"? + agk"_l). (3.4)
Poniewaz m nie dzieli k" zatem z warunku (3.3) wynika, ze m jest dzielnikiem ag; podobnie z warunku

(3.4) wynika, ze k jest dzielnikiem a,,.

Stwierdzenie 3.4. Jezeli liczba p/q, gdzie p,q € Z (q # 0) sq liczbami nieskracalnymi, jest pier-
wiastkiem wielomianu o wspotczynnikach catkowitych, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a q jest
dzielnikiem wspolczynnika wiodgcego.

7 podstawowego twierdzenia algebry oraz z twierdzenia Bézout wynika, ze kazdy wielomian stop-
nia n > 0 ma dokltadnie n pierwiastkéw (liczac z krotnosciami); oznaczajac te pierwiastki przez

S1,...,8n, wielomian (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej
f(s)=an(s—s1) (5= 8n). (3.5)
Przyklad 3.2. Rozwazmy wielomian f (s) = s* + 1. Jego pierwiastkami sq liczby
__Q_Q,.S__Q+@S_@_£” V2 V2,
0 2 27t T T2 Py T 2 v g T

postac iloczynowa wielomianu f to

f(s)= (—1—\[—1—\2[)(+ﬁ—ﬂi><s—\é§+\é§i><x—\/§—ﬂi>.
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3.2. Wzory Viete'a

Jezeli f jest wielomianem rzeczywistym, to dla dowolnej liczby s € C mamy f (s) = f (5); ozna-
cza to miedzy innymi, ze jezeli liczba zespolona jest zerem wielomianu rzeczywistego, to liczba do
niej sprzezona rowniez. 7 twierdzenia Bézout wynika wiec, ze jezeli sg jest zespolonym nierzeczywi-
stym pierwiastkiem wielomianu f to wielomian ten dzieli sie bez reszty przez tréjamian kwadratowy
(s —s0) (s —59) = 52 — 2Re (s0) s + |so|%:

f(s) = (s = 2Re(s0) s + |50l g (5).

gdzie g jest pewnym wielomianem, takim ze degg = deg f — 2.

W przypadku gdy wielomian (3.1) jest rzeczywisty, kazde dwa czynniki jego rozkladu (3.5) za-
wierajace pierwiastki parami sprzezone, tj. s — s; oraz s — 5;, moga zosta¢ wymnozone. Otrzymamy
wowcezas rozktad dowolnego wielomianu rzeczywistego na iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia
pierwszego oraz tréjmianéw kwadratowych nierozkladalnych (tzn. o ujemnym wyr6zniku):

f(s)=an(s— Sl)ll (s — Sm)lm (52 +ais + /Bl)kl Tt (52 + Qs+ 57")]% )

gdzie s, e R (i=1,....m); a;, /iR (i=1,...,r);deg f=lL+...+ln+2(ki+ ...+ k).

Przyktad 3.3. Rozwaimy ponownie wielomian f(s) = s* + 1. Rozklad tego wielomianu na iloczyn
wielomiandw rzeczywistych stopnia co najwyzej dwa uzyskamy z jego postaci iloczynowes:

fls)=s'+1

V2 V2, V2 V2, V2 V2, V2 V2,
+7+7 S5+ — — ——1 3——4—— §————1
2 2 2 2 2
= (52+\/§s+1> <32—\/§s+1>.
2. Wzory Viete’a
Niech f bedzie wielomianem (rzeczywistym lub zespolonym) stopnia n > 1 postaci
f(s)=ans"+an_18" ' +.. . +ais+ag=a,(s—51)---(5—5,).

Ponizsze wzory Viete’a ustalaja zwiazki pomiedzy wspolczynnikami wielomianu f, a jego pierwiast-
kami:

QAp—
( R -
Gnp,
ap—2
§1S2 + -+ 818, + 8283+ -+ 828, + -+ Sp—15n, = .
n
a
5182 ... 8y, = (—1)”—0
Gnp,
Przyktad 3.4. Rozwaimy uklad réwnan
r+y—z=-1
zy—xz—yz=1
zyz =1
Wprowadzajgc pomocniczg niewiadomqg w = —z otrzymugjemy ukiad réwnowazny postaci

r+y+w=-1
zy+rzwtyw=1 |,
zyw = —1
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3.3. Réwnania algebraiczne

ktdrego rozwigzaniami, na podstawie wzoréw Viéte’a, sq pierwiastki wielomianu s — s> + s> 4+ s + 1.
Poniewaz

S+ +s+1=5"(s+1)+s+1=(s+1)(s+1)=(s+i)(s—i)(s+1),
zatem poszukiwang tréjkq rozwigzan (x,y,w) jest kazdy z elementow:
(—1,4,—1), (-1, —i,i), (¢, —i,—1), (—i,i,—1), (i, —1,—1), (=i, —1,7) .
Uwzgledniajgc, ze z = —w, rozwigzania (x,y, z) wyjSciowego ukladu tworzq ponizsze trojki:

(—1,4,4),(—-1,—i,—1), (4, —13,1), (—4,4,1), (¢, —1,4), (=i, —1, —7).

3.3. Rownania algebraiczne

Réwnanie postaci
anx™ + ap_12" '+ .+ ax+ ap, =0, ap,#0 (3.6)

nazywamy rownaniem algebraicznym stopnia n. Zauwazmy, ze réwnanie (3.6) jest uogdlnieniem
réwnania 2" = ¢, ktérego rozwiazanie bylo tredcia poprzedniego wyklady (zob. podrozdzial 2.3).
Poniewaz lewa strone réwnania (3.6) mozna sprowadzié¢ do postaci iloczynowej (3.5), wnioskujemy, ze
réwnanie (3.6) ma n rozwiazan (liczonych z krotnosciami).

3.3.1. Réwnania algebraiczne stopnia pierwszego

Dla n =1 jedynym rozwiazaniem réwnania (3.6) jest xg = —ag/a;.
3.3.2. Réwnania algebraiczne stopnia drugiego
Dla n = 2 lewa strone réwanania (3.6) mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej

2 2 2 2
a a a ay — 4asa
a2$2+a1$+a0:a2 x_}_il f71+a02a2 $+71 f1720.
2ao 4ao 2a9 dag

W przypadku, gdy wyréinik A = a? — 4asag jest rzeczywisty i nieujemny, rozwiazania réwnania (3.6)
mozemy wyrazi¢ w postaci

—a1 — \/a% — 4dasay —ai1 + +/ % — 4dasay

a
I = T9 =
2a2 ’ 2a2

Jezeli wyréznik A = a? — 4asag jest ujemny rozwiazania te przyjmuja postaé

—aq — 1\/4dasag — a% —aq + 1\/4asag — a%

= 2&2 ’ 2= 2a2
W ogélnym przypadku, przyjmujac /A = {4, —6} mamy
—a; — 0 —ay1 + 0
r=— Tg= ——.
! 2(12 ’ 2 2(12

Przyktad 3.5. Wyznaczymy pierwiastki wielomianu f (2) = 2% + (2 + i)z + 2i.
Poniewaz
A=(2+i) -8 =34,

zatem musimy wyznaczyé liczbe zespolong 6, dla ktdorej 6> = 3 — 4i. Przyjmujgc § = x + iy, gdzie
x,y € R, otrzymujemy
3—4i=(z+iy)* =z — y* + 2ixy.

Sted 2% — y? = 3 oraz xy = —2. Zauwwaimy, Ze z réwnosci 3 — 4i = (x + iy)? wynika

5=13 —4i| = |(z +1iy)? = 2* + >
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3.3. Réwnania algebraiczne

Otrzymujemy zatem dwie zalezno$ci

z ktorych, pod dodania stronami, wynika x = —2 lub x = 2, a po odjeciu stronami, y = —1 luby = 1.

Poniewaz ry < 0, zatem
VA =V3—4i={-6,0}={-2+1i,2—i}.

Ostatecznie, poszukiwane miejsca zerowe wielomianu f to

—2—-1+2—1 . —2—-1—-2+1 9
1 2 ) 2 2

3.3.3. Réwnania algebraiczne stopnia trzeciego

Aby uzyskaé¢ ogblne wzory na rozwiazania rownania algebraicznego stopnia trzeciego wygodnie jest
przyjacé, nie tracac ogdlnosci, ze az = 1:

23+ aga? + a1z + ag = 0. (3.7)
Dokonujac podstawienia
_g_ 2
T=y-— 3

réwnanie (3.7) przeksztalcamy do postaci

as\ 3 as\ 2 a
- o) el §) e (o §)
3. 3a1—a3  Yarag — 27ag — 2a3
3 — o7 ) (3.8)
L 3a1 — a% 9arag — 27agy — 2a§ . , .
Przyjmujac p = 3 ,q = 57 otrzymujemy rownanie
Y +yp—q=0, (3.9)

ktére, po dokonaniu kolejnego podstawienia y = z — 3£, prowadzi do réwnania
z

1
(23)2 —q2° — 2*7}73 =0,

ktore jest réwnaniem algebraicznym stopnia drugiego wzgledem niewiadomej w = 23

1
2 3
—quw — —p® =0.

Réwnanie to potrafimy juz rozwiazaé uzyskujac poszukiwane rozwiazania dowolnego rownania alge-
braicznego stopnia trzeciego — tzw. wzory Cardano.

Przyktad 3.6. Wyznaczymy pierwiastki wielomianu f (z) = 2> — 622 + 182 — 18. Dokonujgc podsta-
wienia r =Y + 2 otrzymujemy

0=Ff(y+2)=w+2>-6(y+2)°>+18(y+2)—18
=y + 6y + 2.

2
Poniewaz p = 6, g = —2, zatem wprowadzajgc kolejng zamiane zmiennych y = z — —, otrzymujemy
z

2\* 2
0:<z—> +6<z—>+2:z:3—83+2
z z z

=273 (26 +223 — 8) .
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3.3. Réwnania algebraiczne

Oznacza to, ze pierwiastki wyjsSciowego wielomianu znajdziemy wyznaczajge zera wielomianuy
2z — 254 223 — 8. Podstawiajoc w = 23 otrzymujemy

0=w?42w—-8=(w+1)>—9=(w—-2)(w+4),

skqd
22-2=0 v 2 4+4=0.

Mamy kolejno
0=2"—2= (2= ¥2) (224 V22 + ¥a)
= (z—%) (ZJF;%”;M) <z+;\3f—z‘; 3\3/1)
0:z3+4:(z+%> (zz—x‘”’/inr\"/E)

:(z+w)( 4_F)(_f+1ﬁ>

Dla kazdego z szesciu wyznaczonych powyzej pierwiastkéow z wyliczamy kolejno wartosciy = z —2/z,
a nastepnie x =y + 2. Otrzymujemy sze$c¢ pierwiastkow

1 1 1 1

_ - Vi+2, m2,3:2w_2€/§+2ii(2w\/§+2w\/§>,
1 1 1 1

o= V3 Vi, x5,6=2w—2%+2ﬂ(2%¢5+2w¢§>.

Zavwaimy na koniec, Ze pierwiastki x1,Ta, x3 rowne sg¢ odpowienio pierwiastkom x4, x5, xg. Poniewaz
wyjsciowy wielomian byl stopnia trzeciego wiec jego trzy réine miejsca zerowe to T, T, T3.
3.3.4. Réwnania algebraiczne stopnia czwartego

Przyjmijmy, nie tracac ogélnosci, ze ag = 1, tj.

2+ asz® + asx® + a1z + ag = 0. (3.10)

a
Dokonujac podstawienia z =y — 13 réwnanie (3.10) przeksztalcamy do postaci zredukowane;

v+t +qy+r =0, (3.11)
gdzie
p=ar— oad,
15 1
4= 303~ 50203 +ai,
3 4 1 9 1
T = —2—56a3 + 1—6a2a3 - Zalag + ap.

Roéwnanie (3.11) przepisujemy w postaci réwnowaznej
v 20 0" =yt —qy —r 417,
a nastepnie
2

(W +p) =p* —qy—r+p".

Stad, dla dowolnego o, mamy
2 2
(V+p+w) = +p)" +2u0 (v +p) + 5 (3.12)
=pyt —qyu—r+0*+2y (v’ +p) + ¥
=(p+2y0)v* —qu+ (P* — 7+ 2pyo + ) -
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Dobierzmy teraz yy w ten sposdb, aby wielomian

y = (p+2y0)y* — qy + (p* — 7 + 2pyo + ¥3)

posiadal jeden pierwiastek podwdjny, tj. aby

A(yo) = ¢ —4(p+2y0) (p* — 7+ 2pyo + ¥3) = 0. (3.13)

Réwnanie (3.13) jest réwnaniem stopnia trzeciego, ktore potrafimy juz rozwiaza¢ otrzymujac poszu-
kiwana warto$¢ yo. Dla tej wartosci, réwnanie (3.12) przyjmuje postaé

2
2 2 q
Yy +p+y) =2+ 2y <y——> ;
( )= ) 2(p + 2yo)
z ktoéra umiemy sobie juz poradzié.
Ogdlne wzory (uzyskane przez Ferrari, opublikowane przez Cardano w Artis Magnae w 1545 r.)
pozwalajace wyznaczaé analityczng postaé¢ dowolnego réwnania stopnia czwartego sa bardzo ztozone.

3.3.5. Réwnania algebraiczne stopnia n > 5

Dla réownan algebraicznych stopnia n > 5 wykazano, ze podanie ogdlnych wzoréw na ich roz-
wigzania wykorzystujacych wylacznie dziatania dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie oraz
pierwiastkowanie nie jest mozliwe (prace Abela, Ruffiniego, Galois’a).

Ciekawostka Liczba bedaca rozwiazaniem réwnania algebraicznego o catkowitych wspotczynnikach
nazywana jest liczba algebraiczng. Na przyklad /2, jako rozwiazanie réwnania s3> — 2 = 0,
jest liczba algebraiczna; z kolei liczby w, e czy 2V2 pie sa liczbami algebraicznymi (dowody ich
niealgebraicznoéci sa bardzo trudne). Zbiér wszystkich liczb algebraicznych (jest ich przeliczalnie
wiele), z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia liczb, tworzy cialo.

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE N '!'»(f":" L A I
MATICI, PHILOSOPHI, AC MEDICI, C -P RNIC[‘ O
.A R T I S M A G NfE, RINENSIS DEREVOLVTIONL
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Bl tinxdie Decini: e e

{ Precterea tabulas expedicas luctlentastp addidie , ex quis

" bus eafdem fiotus ad quedals tempos Ma
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i fuca
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iamubichto dusbus,
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ad fpecian

5 . o, e bp« : o
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Najwazniejsze dziela naukowe renesansu: Artis Magnae H. Cardano (1545 r.), De revolutionibus orbium
coelestium M. Kopernika (1543 r.) oraz De humani corporis fabrica A. Wezaliusza (1555 r.).



Rozdzial 4

Przestrzenie liniowe

Niech X bedzie zbiorem niepustym.
Definicja 4.1. Trdjke (X, +, ®) nazywamy przestrzenia wektorowsq (liniowg) nad cialem F, jezeli:

(a) +: X x X — X jest dzialaniem wewnetrznym w X, takim Ze struktura (X, +) jest grupg abelowq;
(b) e:F x X — X jest dzialaniem zewnetrznym w X, takim ze réwnosci
~ ae(ety) =(aea)+(aey);
~ (a+Per=(aea)+(Ber);
 as(Ben)=(ap) e
- lex==x
zachodzg dla dowolnych x,y € X oraz o, 8 € F.
Elementy przestrzeni wektorowej nazywamy wektorami; elementy ciata nazywamy skalarami.
Przyklad 4.1. KazZda z ponizszych struktur jest rzeczywistq przestrzeniq wektorowq:
a) (R™, +,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania wektoréw oraz mnozenia wektora przez liczbe:
(1, sxn) + (Y1, Yn) = (T1+ Y1, T + Yn)
ae(zy,...,zy) = (ax1,...,axy,);

b) (C,+,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia liczb;
c) (F(A,R),+,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez liczbe.

Przyktad 4.2. Ponizsze struktury nie sq przestrzeniamsi wektorowyma:
a) (R™ +,e) z dzialaniami:

(1'17"'7$n)+(y13'-'7yn) = (xl"{'ylw"?xn"i'yn))
ae(xy,...,zy) = (ax1,0,...,0);

b) {f:R—=R: f(0) =1} z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez
liczbe.

Latwo wykazaé, ze w dowolnej przestrzeni wektorowej (X, +, @) prawdziwe sa nastepujace zalezno-
Sci:

Oex=0e0=0; aex=0=>a=0lubx=0; —(vex)=(—a)er=acae(-x),
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4.1. Podprzestrzen liniowa

dla dowolnych z € X, a € F.

Uwaga W powyzszych warunkach wystepuja dwa rézne zera — jedno to element neutralny dla doda-

wania w grupie (X, +), drugie to element neutralny dla dodawania w grupie (F, +) . Podobnie, znaki

»— wystepujace w ostatnim warunku to dwa rézne minusy — pierwszy oznacza element przeciwny dla

elementu grupy (X, +), drugi wskazuje element przeciwny w grupie (F, +).
4.1. Podprzestrzen liniowa

Niech (X, +,e) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F oraz niech Y C X.
Definicja 4.2. JezZeli zbior Y oraz dzialania + i e przestrzeni X spelniajg warunki:

(a) a,eF, z,yeY =>aex+foeycY;
(b) 0eY

to trajke (Y, +,®) nazywamy podprzestrzenia liniowa przestrzeni (X, +,e).

Latwo pokazac¢, ze kazda podprzestrzen liniowa Y przestrzeni liniowej X jest przestrzenig liniowg
z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X.

Przyktad 4.3. Niech ag,...,a, € R bedg dowolnymi ustalonymi liczbami. Zbior

n
{(wl,...,xn) eER™: Y apry = 0}
k=1
z naturalnymi dziataniami dodawania wektorow oraz mnozenia wektora przez liczbe jest podprzestrzeniq

lintowq przestrzeni lintowej z przyktadu 4.1.a.

Przyktad 4.4. Zbior {z € C: Rez + Imz = 0} z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia
liczb zespolonych jest podprzestrzenig liniowq przestrzeni liniowej z przykiadu 4.1.b.

Przyktad 4.5. Zbior {f € F(R,R) :Vx f(x) = f (—x)} z naturalnymi dzialaniami dodawania funk-
cji oraz mnozenia funkcji przez liczbe jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni liniowej z przykiadu 4.1.c
(dla A=TR).

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbiér pusty tworzy przestrzen liniowa, ale nie jest on podprzestrze-
nia liniowa zadnej przestrzeni.

Przykiad 4.6. Niech (X, +,e) bedzie niepustq przestrzeniq liniowq. Wowczas struktura ({0}, 4+, e)
jest najmniejszq (w sensie inkluzji) podprzestrzeniq liniowq przestrzeni (X, +,e) .
4.2. Liniowa niezaleznos¢ wektoréow

Niech (X, +,e) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatlem F.

Definicja 4.3. Mowimy, ze wektory vi,...,v, € X sq¢ liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych
skalarow av, . ..,a, € F zachodzi:
o+ ... +ta,=0=>a1=...=a, =0. (4.1)

Wektory, ktore nie sq liniowo niezalezne sqg liniowo zalezne.

Wyrazenie

a1v1 + ..+ oo,
nazywamy kombinacja liniowa wektoréw vy, ..., v,. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wekto-
row v1, ..., v, przestrzeni wektorowej X, tj. zbior

lin{vy,...,vn} = {

n
a;v; oy €F (i:1,...,n)}

=1
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4.3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni X (¢éwiczenie).
Zauwazmy, ze zaprzeczenie warunku (4.1), tj. liniowa zalezno$¢ wektoréw vy, ..., v,, oznacza, ze
przynajmniej jeden z tych wektoréw jest kombinacjg liniowg pozostatych.

Przyktad 4.7. Aby sprawdzié liniowq zaleznosé wektoréw
v = (1,0,-1),va = (—1,1,1),v3 = (3, -1, -3)
nalezy rozwigzaé, wynikajgce z warunku (4.1), réwnanie
a1 (1,0,—1) + a2 (—1,1,1) + a3 (3,—1,—-3) = (0,0,0)
ze wzgledu na niewiadome oy, o, as € R. Rownanie to prowadzi do ukladu réwnan

a1 —az+3a3 =0
Ozg—OngO s
—a1 +as —3a3 =0

ktorego rozwigzaniem jest: a; = —2t, as = ag = t (t € R). Oznacza to, Ze warunek (4.1) nie
jest spetniony, czyli badane wektory sq lintowo zalezne. Faktycznie, z postaci rozwigzania wynika, Ze
vy = 2U1 — V3.

4.3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Niech vy, ..., v, beda ustalonymi wektorami przestrzeni wektorowej X. Jezeli kazdy element prze-
strzeni X mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniows wektoréw vy, ..., v,, tzn. dla dowolnego y € X

Yy =oqv1 + ...+ aptp, (4.2)

dla pewnych a1,...,a, € R, to méwimy, ze wektory v1,...,v, generujg przestrzen X. Kazdy li-
niowo niezalezny ciag (istotna kolejnosé¢) wektoréw przestrzeni wektorowej X generujacy te przestrzen
nazywamy jej baza. Liczbe elementéow bazy przestrzeni wektorowej X oznaczamy dim X i nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej. Wspolczynniki ay, ..., o, wystepujace w réwnaniu (4.2) nazy-
wamy wspolrzednymi wektora y w bazie vy, ..., v,. Niezwykle wazne jest to, ze wspolrzedne te sa
wyznaczone w sposéb jednoznaczny. Aby to wykazaé przypusémy, ze wektor y postaci (4.2) mozna
réwniez zapisa¢ jako

y=p1v1+ ...+ Bpop. (4.3)

Pokazemy, ze wowczas o; = f; (i = 1,...,n). Z zaleznosci (4.2)-(4.3) otrzymujemy

0=aqv1+ ...+ apv, — (B1v1 + ... + Buvn)
= (a1 —B1)v1+ ...+ (an — Bn) Up.

Liniowa niezalezno$¢ wektoréw vy, . .., v, prowadzi do warunkéw o; — 3; =0 (i = 1,...,n).

Wtlasnosci bazy przestrzeni wektorowej:

(i) Kazda niepusta przestrzen wektorowa posiada baze.

(ii) Jezeli wektory vi,...,v, sq@ bazg pewnej przestrzeni liniowej, to dla dowolnych niezerowych ska-
larow aq, ..., a, wektory aqvy, ..., a,v, rownieZ sq baze tej przestrzeni.

(iii) Wszystkie bazy tej samej przestrzeni wektorowej sq réwnoliczne.

(iv) Wektory vi,...,v, n—wymiarowej przestrzeni liniowej sq jej bazq wtedy i tylko wtedy, gdy sq
wektorami liniowo niezaleznyma.

(v) Kazdy cigg wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze byé rozszerzony do jej
bazy.
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Przyklad 4.8. Rozwazmy rzeczywistq przestrzen liniowg (R™,+,e).  Dla dowolnego wektora
(x1,...,2,) € R" mamy:

(x1,...,2n) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ...+ (0,...,0,2,)
=21(1,0,...,0) + 22 (0,1,0,...,0) + ... + 2, (0,...,0,1),

zatem wektory ey = (1,0,...,0),ea = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) generujg przestrzen R™;
poniewaz wektory te sq rowniez liniowo niezaleine, wiec stanowig one baze przestrzeni R™— jest to tzw.
baza kanoniczna. Wniosek: dimR" = n.

Przykltad 4.9. Rozwaimy rzeczywistq przestrzen liniowg (C,+,e). Z postaci kanonicznej liczby ze-
spolonej wynika, Ze kazda liczba zespolona jest kombinacjq lintowq wektorow 1,1; wektory te sq lintowo
niezalezne, wiec stanowiq baze przestrzeni C. Wniosek: dim C =2.

Przyktad 4.10. Niech
Y:{(ﬁ,y,z) ER3:x+y—z:0,x+y+z:O}.

Latwo wykazaé, ze Y jest podprzestrzenig liniowq przestrzeni R3; wyznaczmy wiec jej baze. Rozwig-
zujgc uktad rownan wynikajocy z definicji przestrzeni Y, otrzymamy: x = t,y = —t,z = 0 (t € R).
Dowolny element przestrzeni Y ma wiec postac: (t,—t,0) =t (1,—1,0). Oznacza to, ze Y jest jedno-
wymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni R3, ktérej bazq jest wektor (1,—1,0).

Przykltad 4.11. Niech m,(R) oznacza zbior wielomiandw rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz n.
Latwo sprawdzié, zZe struktura (m,(R),+,e), gdzie + oraz & to naturalne dzialania dodawania funkcji
oraz mnozenia funkcji przez liczbe, jest rzeczywistq przestrzeniq wektorowq. Baze tej przestrzeni tworzg
jednomiany

=1, z—oz, z—o2X .. o™

mamy wiec: dimm,(R) =n+ 1.
Niech teraz, dla a € R,
Tn(R;a) = {w € m(R) : w(a) = 0}.

Latwo wykazaé, zZe mp,(R;a) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni mn,(R). Z twierdzenia Bézout
wynika, zZe dowolny element w € 7,(R;a) mozna zapisaé w postaci

w(z)=(r—a)g(x), (4.4)
dla pewnego g € m,_1(R). Poniewaz bazq m,_1(R) sq jednomiany 1,z,2%, ... a"!
(4.4), wielomian w jest kombinacjg liniowq wielomiandw

, zatem na podstawie

r—zr—a z—zr—a), z—o2(r—a), ... Tz (z—a);

Wielomiany te sq liniowo niezaleine, zatem stanowiq baze przestrzeni m,(R;a); stqd dim 7, (R;a) = n.

Cwiczenie Wyznacz baze przestrzeni m,(R;a) w przypadku, gdy a € C\R.



Rozdzial 5

Macierze

Funkcje, ktéra kazdej parze liczb naturalnych (i,7) (i =1,...,n;j = 1,...,m) przyporzadkowuje
dokladnie jedna liczbe a;; € F, gdzie F = R lub IF = C, nazywamy macierza (rzeczywista, gdy F = R,
zespolona w drugim przypadku). Macierze zapisujemy w postaci prostokatnych tablic:

aip a2 ... Qaim
a a . a

A= 21 22 2m : (51)
anl QAnp2 ... Gpm

bedziemy tez stosowa¢ uproszczona notacje A = [ay], ... Macierz (5.1) to macierz wymiaru n x m
— ma ona n wierszy (poziome) i m kolumn (pionowe). Zbiér macierzy wymiaru n X m o elementach
z ciala F bedziemy oznaczaé¢ F"*"™. Jezeli m = n to macierz nazywamy macierza kwadratowa
stopnia n. Macierz zerowa to macierz zlozona z samych zer: 0 = [0], ., . Macierz kwadratowa,
ktorej wszystkie elementy — za wyjatkiem byé moze tych stojacych na przekatnej — sg réwne zero
nazywamy macierzg diagonalna:

ail 0 0
. 0
diag (a11, .-, ann) =
: . 0
0 ... 0 apn

Macierz diagonalng z jedynkami na przekatnej nazywamy macierza jednostkowa (ozn. I lub I,
aby podkresli¢, ze jest to macierz wymiaru n X n):

1 0 0
I= 0

0

0 0 1

Jezeli wszystkie elementy macierzy kwadratowej stojace pod (nad) przekatna sa réwne zero to macierz
te nazywamy macierza trojkatna gérna (tréjkatng dolng). Macierze diagonalne sa jednocze$nie
tréjkatne gérne i trojkatne dolne.
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5.1. Dziatania na macierzach

5.1. Dzialania na macierzach

5.1.1. Dodawanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez skalar

W zbiorze macierzy F"*™ wprowadza si¢ naturalne dzialania dodawania macierzy oraz mnozenia
macierzy przez skalar:
o jezeli A= [ay], ..., B = [bi]
e dlaaeF: al = [aa;]

nxm O A+B= [aij + bij]nxm;

nxm'’

230+1—21_311
1 -2 1 0o 1 2| |1 -1 3

3 2 1 | 6 3
-1 0| | -3 0]
Zbidér macierzy prostokatnych ustalonego wymiaru (mozemy dodawaé tylko te macierze, ktére maja

ten sam wymiar) z dzialaniami zdefiniowanymi powyzej jest przestrzenia wektorowa nad cialem liczb
rzeczywistych.

Przyktad 5.1. Mamy

oraz

5.1.2. Mnozenie macierzy

Niech A = [a;;] € F***, B = [b;;] € F¥*™. Mozemy wéwezas zdefiniowaé macierz C' = [¢;;] € F™*™:
m . .
cij = > aigbyj, (i=1,...,n; j=1,....,m) (5.2)
k=1
bedaca iloczynem macierzy A i B; ozn. C = AB.

Uwaga Aby mozna bylo wyznaczyé macierz AB, liczba kolumn macierzy A musi by¢ réwna liczbie
wierszy macierzy B.

Przyktad 5.2. Mamy:

1 -2

I
-1 1

[2~1+3-2+0-(—1) 2:(=2)43-04+0-1
1:1-2-2+1-(=1) 1-(=2)+(=2)-0+1-1

-2 ]

1 -2 5 3 0 [1-24+(-2)-1 1-34(-2)-(-2) 1-0+(-2)-1
2 0 { ]— 2-240-1 2-34+0-(—2) 2-0+0-1
1

oraz

—1 b =21 -1-241-1 —1-34+1-(-2) -1-0+1-1
0 7 -2
= 4 6 0
-1 -5 1

Wtasnosci iloczynu macierzy:

Zakladamy, ze wymiary macierzy A, B,C' wystepujgcych w ponizszych warunkach sq takie, ze wszystkie
WYrazZenia majqg Sens.

(i) Dzialanie okreslone wzorem (5.2)
o jest lgczne: A(BC) = (AB)C;
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5.1. Dziatania na macierzach

o jest rozdzielne wzgledem dodawania: A(B + C) = AB + AC;
e w przestrzeni macierzy kwadratowych ustalonego wymiaru posiada element neutralny — jest nim
macierz jednostkowa;
(ii) nie jest przemienne, tj. na ogél: AB # BA.

Mozna réwniez tatwo wykazac, ze
(iii) AB=0+ A=0 lub B = 0;
(iv) AB=AC,A#+#0+ B=C.

Cwiczenie Do punktéw (ii)—(iv) podaé stosowne przyklady.
5.1.3. Macierz transponowana
Niech A = [a;j] € F**™ bedzie dowolna macierza. Macierz AT € F™*", gdzie
T

AT = [aij} = [aji],
nazywamy macierza transponowang. Kolumny (wiersze) macierzy A sa wiec wierszami (kolum-
nami) macierzy A7,
WtasnoSci operacji transponowania macierzy:

o (A+B)"=AT+ BT,
e (aA)T =aA” dla o eF;
(AB)" = BT AT gdzie A, B € F™ ",

5.1.4. Macierz sprzezona
Niech A = [a;j] € C"*™ bedzie dowolng macierza. Macierz A* € C™*" okreslona wzorem
A" = [ay]" = [aji],
nazywamy macierzg sprzezona.

Wtlasno$ci operacji sprzezenia macierzy:

e (A+ B)"=A*+ B*;
o (ad)"=ad* dlaaeC;
e (AB)" = B*A*, gdzie A, B € F"*".

Przyktad 5.3. Dia macierzy

1 -1 1 1+:¢ 1
A= 2 1 oraz B = -2 2 0
0o 3 3 2—1 -1
mamy
1 -2 3
AT—< 12 0> oraz B*=1| 1—1 2 241
-1 1 3
—1 0 -1
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5.2. Wyznacznik macierzy

5.2. Wyznacznik macierzy

5.2.1. Definicja aksjomatyczna
Niech F"*™ oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciala F = R lub F = C.
Definicja 5.1. Funkcje det : F"*" — T spelniajocg warunksi:

(i) dla macierzy kwadratowej A = [a;5] = [A1, ..., Ay, gdzie A; oznacza i—tq kolumne A, przeksztal-
cenie A;j — det [A1,..., A, (i=1,...,n) jest liniowe, tzn. dla o, B € F:

det [A1,...,ad; + BB, ..., Ap] = adet[A1,..., Ai, ..., Ay] + Bdet[A1,..., B, ..., Anl;
(ii) det jest funkcjq alternujgcq, tzn. dla A; = A; (dla wszystkich i # j):
det[A1,..., A, ... A, ... A, =0,
(iii) det (1) =1
nazywamy wyznacznikiem.
7 powyzszej definicji tatwo otrzymaé nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.1. Jezeli w macierzy kwadratowej zamienimy miejscami dwie kolumny (dwa wiersze), to
jej wyznacznik zmiens znak na przeciwny.

Dowdéd: Rozwazmy macierz powstala z macierzy A przez dodanie do jej i—tej oraz j—tej kolumny
odpowiednio kolumny j—tej oraz i—tej:

[, A+ A, A+ A, ]
Z warunku (ii) powyzszej definicji wynika
det[...,A;+Aj,..., A+ A;,..]=0.
Dodatkowo, z warunkow (i) oraz (ii):

O=det[...,A4; +A4;,..., A +A;,..]
=det[...,A;,...,Ai+Aj,.. ] +det[...,A;,... A+ A .. ]
=det[...,A;,..., A, ] +det[..., A, ... A .. ]+

+det[..., A, ..., A, .. J+det..., A5 ..., Ay ]
—det[.., Ay, Ay ] S det]. . Ay Ar L,

skad ostatecznie wynika réwnosé

det[...,Ai,...,A]’,...] = —det[...,Aj,...,Ai,...],
ktora konczy dowdd. [
Przyktad 5.4. Rozwazmy macierz A € R3*3 postaci
1 2 0
A= 2 0 =2
-1 1 1
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5.2. Wyznacznik macierzy

Na podstawie definicji 5.1 mamy

1 2 0 1 2 0 02 0 02 0
detA=| 2 0 -2|=/00 —-2|{+2]/1 0 —-2|—]0 0 -2
-1 1 1 01 1 0 1 1 11 1
11 0 10 0
=210 0 -2 |4+(0 0 -2 |+
00 1 01 1
01 0 00 O
+212/1 0 —-2|+]1 0 -2 +
00 1 0 1 1
01 0 00 O
-12{0 0 =2 |+|0 0 =2
1 0 1 11 1
110 1 10
=2(-2({0 0 1|4+]0 0 O +
0 00 0 0 1
1 00 1 00
-2{0 0 1|{4+(0 0 0|+
010 01 1
010 010
+41-2{1 0 1|41 0 O +
0 00 0 01
000 0 00
+21-2{1 0 1|41 0O +
010 0 1 1
010 010
-21-2{0 0 1|40 0 O +
1 00 1 01
0 00 000
—|-210 0 1(4+]0 0 O
110 11 1
1 00 010 010
=—2{0 0 1{4+4{1 0 0(+4/0 0 1
010 0 01 1 00
1 00 1 00 100
=201 0|—4/0 1 0|+4/0 1 0|=2.
0 0 1 0 0 1 0 01
Kolumny macierzy A € F™*" sg elementami przestrzeni F"; mozemy wiec wyrazié¢ je jako kombi-

nacje liniowe wektoréw bazy kononicznej ey, ..., ey:

n
A; = Zakiek, dlai=1,...,n.
k=1

Stad

n n n

(0) =
detA =det | 3 apy1€hys--os 3. Qi | = S o0 S g, pdet g, e ]
ki=1 kn=1 ki=1  kp=1
(i6)—(ii)
= Z sgn (0> As(1)1 " Go(n)ns
o€Sn
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5.2. Wyznacznik macierzy

gdzie S, to zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n} a sgn(o) to znak permutacji o, tj.
sgn (o) = (—1)?, gdzie s to liczba transpozycji (transpozycja to zamiana kolejno$ci dwoch elementéw)
tworzacych permutacje o.

Twierdzenie 5.2. Istnieje dokladnie jedna funkcja spelniajgca warunki (i)—(iit) definicji 5.1; funkcja

ta okreslona jest wzorem

det A = Z;g SEN (0) Ag(1)1** * Ao(n)n- (5.3)
oESK

Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego i € {1,...,n} : o (i) < i, to dla pewnego j € {1,...,n}: 0 (j) > J.
Stad oraz ze wzoru (5.3) wynika nastepujacy

Whniosek 5.3. Wyznacznik macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowr wyrazow z przekgtney.

5.2.2. Wtasno$ci wyznacznika macierzy
Dla dowolnych A, B € F**" « € F zachodzi

det A = det AT

det (AB) = det A - det B;

det () = o™ det A;

jezeli do ktdrego$ wiersza (kolumny) dodamy kombinacje liniowq pozostalych wierszy (kolumn) to
wyznacznik sie nie zmient;

e zamiana kolejnosci dwich wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

5.2.3. Metoda Laplace’a
Niech A = [a;] bedzie dowolna macierzg kwadratowa stopnia n.

Definicja 5.2. Minorem elementu a;; macierzy A = [a;;] nazywamy wyznacznik M;; macierzy kwa-
dratowej stopnia n — 1 utworzonej z macierzy A przez usuniecie z niej i—tego wiersza oraz j—tej
kolumny. Liczbe (—1)""7 M;; nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;;.

Twierdzenie 5.4 (Laplace). Dla dowolnej macierzy kwadratowej A = [a;j] stopnia n > 2:
n L
det A=Y (=1)""a;;M;; dla kazdego j =1,...,n
i=1

oraz .
det A= (=1)" a;My; dla kazdegoi=1,...,n.
j=1

Przyktad 5.5. Dla macierzy A € F2*2, ze wzoru (5.3) otrzymugjemy:

ail a2
a21  a22

det A = = 111022 — A21G12-

Przyktad 5.6. Dla macierzy A € F3*3 zastosujemy metode Laplace’a (do pierwszej kolumny). Mamy

i iz s 1+1 Q22 (23 2+1 a12 a3
+ +
det A= ag1 a2 ass :(—1) ai +(—1) a21 +
az2 ass as2 ass
aszy a32 a33
3+1 a12 a3
+<—1) asl
a2 Aa23

=011022033 — (11023032 — 021612033 1 (21013032 + A31012023 — (G31013022.

Ten sam wynik uzyskamy stosujgc tzw. schemat Sarrusa.
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5.3. Macierz odwrotna

=a11a22a33 + A12023a31 + a13a21a32+

— (31022013 — 432023011 — 433021012

Schemat 1. Metoda Sarrusa obliczania wyznacznika macierzy 3 x 3.

Ciekawostka Stosujac do macierzy kwadratowej stopnia n metode Laplace’a obliczania wyznacznika,
musimy obliczy¢ n wyznacznikéw macierzy stopnia n — 1; kazdy z tych wyznacznikéw wymaga z kolei
obliczenia n — 1 wyznacznikéw stopnia n — 2, itd. Obliczenie wyznacznika macierzy kwadratowej
stopnia n wymaga wiec obliczenia n!/2 wyznacznikéw macierzy kwadratowych stopnia 2; dla macierzy
stopnia n = 20 daje to ponad 10'® wyznacznikéw 2 x 2. Superkomputer wykonujacy 10'° operacji
zmiennopozycyjnych na sekunde potrzebowalby na obliczenie tego wyznacznika 50 minut. Z kolei,
siegajac po przedstawionag ponizej metode przeksztalcen elementarnych obliczymy ten wyznacznik
w czasie 10~s. Dla duzych n metoda Laplace’a jest wiec wysoce niepraktyczna.

5.2.4. Metoda przeksztalcen elementarnych

Metoda przeksztalcen elementarnych obliczania wyznacznika polega na przeksztalceniu danej ma-
cierzy do postaci trojkatnej. W przeksztalceniu tym wykorzystujemy jedynie tzw. operacje elemen-
tarne na wierszach macierzy:

e dodawanie do wybranego wiersza kombinacji liniowej pozostalych wierszy;
e zamiana kolejnosci wierszy.

Przyktad 5.7. Mamy:

2 3 1 w1— W1 2 3 1 w1— W1 2 3 1
1 2 4| wowe—3w |0 1/2 7/2 | wa— wy 0 1/2 7/2 |=35.
2 =2 1| wy3— wz—wq 0 -5 0 ws— w3+10we | 0 0 35

Metoda przeksztatcen elementarnych jest jedng z najbardziej efektywnych metod obliczania wyznacz-
nikéw macierzy. Jej numerycznie akceptowalna wersja wymaga wykonania tylko O(n?) operacji aryt-
metycznych!

5.3. Macierz odwrotna

Definicja 5.3. Macierz A € F™"*™ takq Ze det A # 0 nazywamy macierza nieosobliwa; w przeciw-
nym przypadku moéwimy, Ze A jest macierzg osobliwg.

Przypomnijmy, ze iloczyn macierzy jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze macierzy kwadratowych
stopnia n. Latwo sprawdzié, ze jest to rowniez dzialanie taczne, ktérego elementem neutralnym jest
macierz jednostkowa I,, stopnia n (dow6d przez bezposredni rachunek). Nasuwa sie wiec nastepujace
pytanie: Czy kazda macierz kwadratowa posiada element odwrotny (wzgledem mnozenia)?

Przyktad 5.8. Niech

11 _ | a1 a2
A[O 0] oraz B[a21 am].

Wowczas

|11 a1 a2 | | a1 +az ajp+a Lo
AB_|:0 0:||:a21 a22:|_|: 0 0 :|?é|:0 1:|'

Oznacza to, zZe nie dla kazdej macierzy istnieje element odwrotny.
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5.3. Macierz odwrotna

Definicja 5.4. JeZeli dla macierzy A € F™"*"™ jstnieje macierz X € F™*" taka Ze:
AX = XA=1,,

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia n, to macierz te nazywamy macierzg odwrotng do
macierzy A i oznaczamy A71.

Twierdzenie 5.5. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby macierz A € F™ " posiadala
macierz odwrotng jest warunek det A # 0.

Wtlasnosci operacji odwracania macierzy (A, B € F"*"):
o det (A7) =L

o (AN =4

e (ABY'=B"141

o (AN = (A7) ! oraz (A71)* = (a%)7L.

5.3.1. Algorytmy wyznaczania macierzy odwrotnej

Niech A = [a;;] € F™*™.

Metoda macierzy dopelnien algebraicznych
Ponizej przedstawimy algorytm wyznaczania macierzy A~! oparty na macierzy dopetnien algebra-
icznych.

Krok 1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, to macierz A™' nie istnieje; jezeli det A # 0, przecho-
dzimy do kroku drugiego.
Krok 2. Wyznaczamy macierz minoréw Ay = [M;j];

Krok 3. Wyznaczamy macierz dopelnien algebraicznych As = [(—1)i+j Mij} ;
Krok 4. Wyznaczamy macierz dotgczong adj(A) = AT
Krok 5. Wyznaczamy macierz A~ = ﬁ adj(A).

Przyktad 5.9. Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy

2 -1 1
A=1|1 2 =2
1 0 -1
Poniewaz det A = —5 zatem macierz odwrotna istnieje. Mamy wiec:
[2 -1 1 _M__ -2 1 =2 1)+ -2 -1 =2
A=l1 2 2% 1 3 1 |27 0 3 1| %
1 0 -1 0 -5 5 0 5 5

-2 -1 07 , [2/5 1/5 0
Ll -1 =3 5| %% | 1/5 3/5 -1 | =41
-2 -1 5 | 2/5 1/5 —1

Przyktad 5.10. Dla macierzy A € C?*?

a b
A—[C d]’ det A=ad —bc#0

By _i+. _ _ 1 _
P R T R E A S e oS
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5.4. Rzad macierzy

Metoda Gaussa

Metoda Gaussa wyznaczania macierzy odwrotnej polega na tym, aby z danej macierzy uzyskac
macierz jednostkowa. Te same operacje, ktére wykonujemy na macierzy A przeprowadzamy jedno-
cze$nie na macierzy jednostkowej. W momencie gdy wyjSciowa macierz przyjmuje postaé macierzy
jednostkowej, macierz jednostkowa staje sie macierza A~".

Przyktad 5.11. Rozwazmy ponownie macierz z poprzedniego przyktadu. Mamy:

2 -1 1 1 0 0 w1 — W1
[AlIl=]1 2 —2[0 1 0 | wy— wa—3zw;
_1 0 -1 0 0 1 w3—r W3—wW2
2 —1 1 1 0 O w1 — w1
0 5/2 —=5/2 | —=1/2 1 0 | wo— wy
_0 -2 1 0 -1 1 w3—>w3+§w2
(2 —1 1 1 0 0 w3— —wWs
0 5/2 =5/2 | —-1/2 1 0 | wy— wa—3ws
0 0 -1 | -2/5 —1/5 1 | wi— wi+ws
(2 -1 0 3/5 —1/5 1 w3— W3
0 5/2 0 |1/2 3/2 =5/2 | wy—2ws
0 0 1|25 1/5 ~1 w1 — wi+2ws
2
0
0
1
0
0

0 01]4/5 2/5 0 wi— 3w

1 0 1/5 3/5 -1 Wo—r W2
00 1(2/5 1/5 —1 | wy— ws
(1.0 0]2/5 1/5 0 ]

1 0|1/5 3/5 -1 | =[1]4a""].

0 11]2/5 1/5 —1

5.4. Rzad macierzy

Niech A € F™*™. Mozna pokazaé, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy jest taka sama
jak liczba jej liniowo niezaleznych wierszy. Liczbe te, dla macierz A, oznaczamy rz(A) i nazywamy
rzedem macierzy A.

Wtasnosci rzedu macierzy

e dla dowolnej macierzy A € F"*™ : rz (A) =rz (AT) :

e dodanie do dowolnej kolumny (wiersza) macierzy kombinacji liniowej pozostatych kolumn (wierszy)
nie zmienia jej rzedu;

e dowolna zmiana kolejnosci kolumn (wierszy) macierzy nie zmienia jej rzedu.

Przyktad 5.12. Wyznaczymy rzqd macierzy

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

Wykonujgc operacje elementarne na wierszach macierzy A sprowadzimy jg do tzw. postaci schod-
kowej (czyli takiej, w ktorej pierwsze niezerowe elementy w kolejnych wierszach — rozpoczynajgc od
wiersza pierwszego — lezg w coraz dalszych kolumnach; wiersze zerowe umieszczane sq jako ostatnie).
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Liczba niezerowych wiersze (réwna liczbie schodkéw) utworzonej w ten sposéb macierzy to vz (A).

Mamy
[—4 0 2 0] wi—»w -4 0 2 0
rz(A)=1z| 2 3 —4 6| woswotiwy =1z 0 3 -3 6 |=
L 0 2 =2 4 w3— W3 0 2 =2 4
[—4 0 2 0] wi—»w -4 0 2 0
=17 0O 3 -3 6 Wo— Wo =17 0 3 -3 6
L 0 2 =2 4| ws— w3z — 3w, 00 0 0

Poniewaz otrzymana macierz ma tylko dwa schodki (tj. tylko dwa jej wiersze sq liniowo niezalezne),
zatem rz (A) = 2.

Twierdzenie 5.6. Rzqd macierzy A réwny jest najwickszemu stopniowi (wymiarowi) niezerowego
minora macierzy A.

Przyktad 5.13. Rozwazimy ponownie macierz

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

-4 0 2 -4 0 0 -4 2 0 0 2 0
2 3 -4 |=0, 2 3 6|=0, 2 —4 6 |=0, 3 -4 6| =0,
0 2 =2 0 2 4 0 -2 4 2 -2 4
zatem rz (A) < 2. Poniewaz
-4 0
0 |=mvo

zatem rz (A) = 2.



Rozdzial 6

Roéownania liniowe

6.1. Odwzorowania liniowe
Niech X oraz Y beda dwiema niepustymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem F.
Definicja 6.1. Funkcje f: X — Y spelniajgcqg warunki:

(a) dla dowolnych 1,29 € X :
[y +a2) = fx1) + f (22);
(b) dla dowolnych x € X, a0 € F :
flax) = af (z)

nazywamy odwzorowaniem liniowym.

Przyktad 6.1. Wykazemy, Ze odwzorowanie f : my — R? okreslone wzorem
fraz® +br+c— (a—b+c,2a+c)

jest liniowe. Istotnie, dla dowolnych wielomiandw wi,wy € o, powiedzmy wi(x) = a1z? + bz + ¢
oraz wa () = agx? + box + co, mamy

f(wi(z) + wa(x)) = flarz® + bz + 1 + ag2” + byx + ¢2) =
= f((a1 + a2)x® + (b1 + b2)z + (c1 + 2)) =
= ((a1 + a2) — (b1 + b2) + (c1 + ¢2),2(a1 + a2) + (c1 + ¢2)) =
= (a1 — b1 4+ c1,2a1 + 1) + (ag — by + c2,2a9 + c2) =
= fla12® + b1z + 1) + f(aga® + bax + ¢2) = f(wi(2)) + f(wa(2)).

Podobnie, dla wielomianu w(x) = ax? + bx + ¢ oraz dla skalara o € R,

flaw(z)) = fla(az? + bz + ¢)) = f(aaz® + abz + ac)) =
= (aa —ab+ ac,2aa + ac) = ala — b+ ¢,2a + ¢) = af(w(zx)).
To na podstawie definicji 6.1 oznacza, ze odwzorowanie f jest liniowe.

Przyktad 6.2. Wyznaczymy ogélng postaé odwzorowania liniowego f : R — R.
Wykorzystujac warunek (b) definicji 6.1, dla dowolnego x € R mamy

f@) = flz-1) =2 f(1) = az,
gdzie a = f(1).
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6.1. Odwzorowania liniowe

Z powyzszego przyktadu wynika, ze funkcja f(z) = ax + b jest odwzorowaniem liniowym jedynie
w przypadku, gdy b = 0.

Cwiczenie Wyznacz ogélna postaé odwzorowania liniowego f : R" — R™:; rozwaz osobno dwa przy-
padki: m =1 oraz m > 2.

6.1.1. Rodzaje odwzorowan liniowych

Odwzorowanie liniowe f : X — Y nazywamy
— monomorfizmem, jezeli funkcja f jest injekcja, tj. dla dowolnych z1,z2 € X zachodzi

T # 12 = f(21) # f(22);

— epimorfizmem, jezeli funkcja f jest surjekcja, tj. dla dowolnej wartosci y € Y istnieje argument
x € X, dla ktérego y = f(z);

— izomorfizm, jezeli funkcja f jest bijekcja, tj. dla dowolnej wartosci y € Y istnieje doktadnie jeden
argument x € X, dla ktérego y = f(x).

W dalszej czedci tego rozdzialu przedstawione zostana efektywne metody badania powyzszych
wlasnosci odwzorowan liniowych.

6.1.2. Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Przypusémy, ze wymiary przestrzeni X oraz Y sa skonczone; niech dim X = n oraz dimY = m.

Niech e = (e1,...,e,) i € = (€],...,€l,) beda odpowiednio bazami przestrzeni X i Y. Z odwzoro-
waniem liniowym f : X — Y mozemy wéwczas stowarzyszy¢ macierz M, o (f) = [ai;] € F™*", ktérej
i-ta kolumne (i = 1,...,n) tworza wspdlrzedne wektora f (e;) wyrazonego jako kombinacja liniowa

wektoréw bazowych przestrzeni Y:

f (61) = allell + (1216/2 + -+ amlelyn, ai aio . A1in
f (e2) = ai2€] + agoeh + - - - + amael,, as  azy - as

. ~ Mo (f) = "
[ (en) = ain€) + agneh + - - + amnel, Aml GQm2 " amp

Ze sposobu okreslenia macierzy odwzorowania liniowego wynika, ze dla dowolnego wektora

r =mer+ -+ Tpe, € X wspélrzedne yy, ...,y w bazie ¢’ wektora y = f(z) wyrazaja sie wzorem
hn 1
= Me,e’(f)
Ym In

Przyklad 6.3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe f : R3 — R? okreslone wzorem
f(xvyaz) = (13+y—2,213+2).
Przyjmujac w przestrzeniach X oraz Y bazy kanoniczne mamy:

f(el) = f(l,0,0) - (172) - 6/1 + 2€I2a
f(62) = f(()?laO) = (170)
f(e3) - f(()?Oa 1) = (_L 1) - _ell + 6/2.

/
€1,

Odwzorowanie f jest wiec reprezentowane przez macierz

Me,e’(f):[; (1) _11:|7
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6.1. Odwzorowania liniowe

mnymi stowy

X
=11 ]

Przyktad 6.4. Niech F : m — w9 bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem:

F(f(x)) =2xf () — f ().

Latwo sprawdzic, Ze F jest odwzorowaniem lintowym. Przyjmujoc w przestrzeniach m oraz wo bazy

mamy:

F(e))=F(1) =2z —1=—¢| + 26},
F(ey) = F (z) = 222 — x = 0¢} — e}, + 2¢5.

Przyktad 6.5. Rozwaimy ponownie odwzorowanie F z przykladu 6.2. Przyjmujgc w przestrzeni mp
baze
bi(z) =z +1, ba(z) =z —1,

a w przestrzeni my baze

calz)=z-1, c(x)=z+1, c3(x)= z2,

mamy
Fbh)=F@x+1)=2z(z+1)—(z+1) =222 +2—1=cy + 23,
Fb)=F(x—1)=2z(z—1)— (x —1) =222 — 32+ 1 = an1c1 + anaca + 2cs.
Skalary ao1, e wyznaczymy rozwigzujgc rownanie

—3x+1:a21($—1)+a22(1’+1).

Po prostych rachunkach otrzymujemy: as1 = —2,a99 = —1. Tym razem odwzorowanie I jest repre-
zentowane przez macierz
1 -2
My (F)=10 -1
2 2

7, powyzszych przykladéow wynika, ze posta¢ macierzy reprezentujacej odwzorowanie liniowe
f X — Y zalezy od wyboru baz w przestrzeniach X, Y.

6.1.3. Macierz zlozenia odwzorowan liniowych

Rozwazmy przestrzenie liniowe X o bazie e = (e1,...,ey,), Y o bazie v = (vy,...,vy) oraz Z
o bazie w = (wi,...,wp). Rozwazmy odwzorowania liniowe ¢ : X — Y, ¢ : Y — Z. Mozemy
woéwczas zdefiniowaé¢ odwzorowanie liniowe 1 o ¢ : X — Z. Latwo sprawdzi¢, ze w wybranych bazach
przestrzeni X,Y, Z odwzorowania liniowe ¢, oraz 1 o ¢ reprezentowane sg przez macierze M. (),
My (1), Mea(1 0 p), ktére polaczone sg ponizsza zaleznoscia:

Me,w (1/} ° 90) = Mv,w(w) . ME,U(SD)' (61)
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6.1. Odwzorowania liniowe

Przyktad 6.6. Rozwaimy odwzorowania liniowe

0 :R>> (a,b,¢c) = (b+c)x+a—cecm,
Y:m Sar+b— (a—ba+b) € R

oraz bazy
przestrzeni R3 : e1 = (1,1,1), ea =(1,0,1), e3 = (0,0,1),
przestrzeni R? : vy = (1,1), vo =(1,-1),
przestrzeni my : wi(x) =z —1, we(x) =2+ 1.

Wykonujgc proste obliczenia otrzymujemy

oler) = p(1,1,1) = 22 = wy () + wa(x),

plea) = p(1,0,1) = = Jun(2) + swale),
90(63) = 90(07 0, 1) =zx—1= w1($)7
a stqd
1 1/2 1
Me,w((p): [ 1 1/2 0 :| .
Podobnie,
Y(wi(z)) =(z —1) = (2,0) = v1 + vg,
Y(wa(z)) =Pz +1 0,2) = vy — v9,
a stgd
Mw,v(w) = |: 1 _11 :|
Poniewaz
(Yop)(a,b,c) =v(p(a,b,c)) =(b+c)z+a—c)=(—a+b+2c,a+0)
(1/) © 90)(61) :(¢ o (p)(l, 1, 1) = (2a 2) = 2uy,
(1[) o 90)(62) :(¢ o 90)(1’ 0, 1) = (17 1) =1,
(1/) © 90)(63) :(¢ © 90)(07 0, 1) = (270) = V1 + V2,
zatem

Zgodnie z (6.1) mamy

2 1 1] _ 1o 1 1/2 1
|: 0 O 1 :| - Mevv(d} © 80) - Mw,v(ﬂ}) : Me7w(§0) - I 1 =1 :| |: 1 1/2 0 :| .
6.1.4. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym, a V' C X i W C Y dowolnymi podprzestrze-
niami liniowymi. Latwo sprawdzi¢ (éwiczenie), ze zbiory

f(V)={yeY:qr eV y=f()},
W) ={zeX :yeW:y=f(z)}

z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X oraz Y, sg podprzestrzeniami liniowymi, odpowiednio,
przestrzeni X oraz Y.
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6.1. Odwzorowania liniowe

Definicja 6.2. Zbior ker f = f~1({0}) nazywamy jadrem odwzorowania f; zbior im f = f(X)
nazywamy obrazem odwzorowania f.

7, obserwacji poprzedzajacej powyzsza definicje wynika, ze

jadro odwzorowania liniowego f : X — Y jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni X;
e obraz odwzorowania liniowego f : X — 'Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Y .

Przy wyznaczaniu jadra oraz obrazu odwzorowania liniowego przydatne bywa nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 6.1. Niech X oraz Y bedq skonczenie wymiarowymi przestrzeniami lintowymi oraz
niech f: X —'Y bedzie odwzorowaniem liniowym. Wowczas

dim X = dimker f + dimim f. (6.2)

Dowéd: Niech dimker f = k oraz dim X = n; oczywiscie k < n. Przypusémy, ze wektory
e1,...,er tworza baze przestrzeni ker f. Wektory te mozemy uzupeini¢ o wektory ex1,...,e, tak,
aby lin{ej,...,ep} = X.

W celu wykazania réwnosci (6.2) wystarczy udowodnié, ze im f = lin { f(ex41), ..., f (en)} oraz, ze
wektory f(ex+1),--.,f (en) sa liniowo niezalezne.

Niech y € im f. Oznacza to, ze istnieje x € X = lin{ey,...,e,} dla ktérego y = f (). Mamy wiec

y=[f(x)=f <:Zl%'€i> =f (iéaiei + i Oéi‘%’)

1=k+1

=f <i§aiei> +f< i aiei> =f< i aiei> = i o f (€),

i=k+1 i=k+1 i=k+1
co oznacza, ze im f = lin{f(exy1),..., f (en)}.
Wykazemy teraz, ze wektory f(egi1),...,f (en) sa liniowo niezalezne. Mamy

n
zatem Y «se; € ker f =lin{ey,...,ex}. Stad, istnieja skalary aq, ..., ax dla ktérych
i=k+1
n k
Do qigi = ) ae;,
i=1

i=k+1

lub réwnowaznie

k n
Zaiei — Z ;€ = 0.
i=1 i=k+1

Liniowa niezalezno$¢ wektoréw eq, ..., e, pozwala stwierdzié, ze a; =0dlai=1,...,n. [

6.1.5. Macierzowa charakterystyka odwzorowania liniowego

7 dowodu twierdzenia 6.1 wynika, ze

imf=1lin{f(e1),...,f(en)},

gdzie eq,...,e, jest dowolng baza przestrzeni X. Niech Ay bedzie macierzg odwzorowania f przy
ustalonych bazach przestrzeni X oraz Y. Poniewaz i-ta kolumna macierzy A; to wspotrzedne wek-
tora f(e;) w ustalonej bazie przestrzeni X, zatem liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy Aj
réwna jest liczbie liniowo niezaleznych wektoréw sposréd wektoréw f(e1),..., f (e,). Wynika stad
nastepujace
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6.1. Odwzorowania liniowe

Twierdzenie 6.2. Niech X oraz Y bedg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, niech
[+ X =Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech Ay bedzie macierzq odwzorowania f (przy
ustalonych bazach przestrzeni X oraz Y ). Wowczas

dimim f =rz (Ay). (6.3)
Przyklad 6.7. Rozwazmy ponownie odwzorowanie z przykladu 6.2:
F(f(z)) =2zf (z) — f (z).
Wowczas

ker ' ={z — ax +b: 2z (ax +b) —ax — b =0}
:{x%ax+b:2am2+(2bfa):v—b50}:{0}.
Zatem
2 =dimm; =dimker F' +dimim F = 0+ dimim F.
Stgd im F' = lin{ey, e2}, gdzie

F(l)=2z-1
Fx)=22>—az=202z—1).

e1 ()

es ()

Ostatecznie im F' = m (1/2) .
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.3. Niech X orazY bedq skoriczenie wymiarowyms przestrzeniami liniowymi. Odwzo-
rowanie liniowe f: X — Y jest

e monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker f = {0};

e epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dimim f = dimY.

Dowdd: W celu wykazania pierwszej czesci tezy przypusémy, ze odwzorowanie liniowe f jest rézno-
wartosciowe. Z zalozonej liniowosci odwzorowania f wynikajg rownosci

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),

a z nich, po dodaniu stronami elementu przeciwnego do elementu f(0), f(0) = 0. Uwzgledniajac
otrzymang réwnos¢ oraz réznowartosciowosé f mozemy zapisaé

kerf={zeX:f(z)=0}={zeX: f(x)=f(0)}={re X :z=0}={0}.

Przypusémy teraz, ze ker f = {0}. Dla dowolnych z1,29 € X spelniajacych warunek f(x1) = f(x2)
mamy

f(@1) = f(z2) & 0= f(z1) — f(22) = f(21 — 22).

To oznacza, ze x1 — x2 € ker f = {0}, czyli z1 = z2. Odwzorowanie f jest zatem monomorfizmem.
Uzasadnienie drugiej czesci tezy twierdzenia pozostawiam jako proste ¢wiczenie. [

Wiemy juz, ze jezeli wymiary przestrzeni X oraz Y sg skonczone, to kazde odwzorowanie liniowe
f+ X = Y moze by¢ reprezentowane przez macierz (skoniczona). Okazuje sig, ze wowczas potrafimy
réwniez tatwo badaé¢ wybrane wlasnosci odwzorowania f.

Twierdzenie 6.4. Niech X oraz Y bedq skonczenie wymiarowymi przestrzemiami lintiowymi oraz
niech My bedzie dowolng macierzq odwzorowania liniowego f : X — Y. Odwzorowanie f jest

e monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dim X = rz(Mjy);

o epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dimY = rz(Mjy);

e izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy macierz My jest kwadratowa oraz det My # 0.
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6.1. Odwzorowania liniowe

Przyktad 6.8. W przykladzie 6.5 wykazalismy, zZe przy odpowiednio wybranych bazach przestrzeni
X =m oraz Y = ma macierz odwzorowania lintowego

F:m > f(z) = 2xf(z) — f(x) € m

ma postac

Poniewaz
dimX =dimm =2, dimY =dimm =3, 1z(M.(F)) =2,

zatem zgodnie z twierdzeniem 6.4 odwzorowanie F jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem
(nie jest rowniez izomorfizmem).

Warto zauwazy¢, ze w przypadku odwzorowania liniowego dziatajacego pomiedzy przestrzeniami
o tym samym (skonczonym!) wymiarze, wszystkie warunki wystepujace w tezie twierdzenia 6.4 sa
réwnowazne. Innymi stowy, w rozwazanym przypadku kazde injektywne (odp. surjektywne) odwzo-
rowanie liniowe jest izomorfizmem.

6.1.6. Macierz odwzorowania odwrotnego

Jezeli odwzorowanie liniowe ¢ : X — Y jest izomorfizmem (przypomnijmy, ze jest to mozliwe
jedynie w przypadku, gdy dim X = dimY’; zob. twierdzenie 6.4), to istnieje odwzorowanie liniowe

e 1Y — X, takie ze

1 1

p Top=1idx oraz oy - =idy.
Ze wzoru (6.1) wynika, ze wéwczas
I=Mye(7h) - Meo(),
a stad
Mye(p™") = Mg, (). (6.4)

Przyktad 6.9. Rozwazimy odwzorowanie liniowe
@:m 3 ax® +br+c— (a+bb+c )R

W bazach e = (22, x,1) przestrzeni m orazv = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) przestrzeni R® odwzorowanie
@ reprezentowane jest przez macierz

Meo(p) =

o O =

10
11
0 1

Poniewaz det M, () =1 # 0, zatem odwzorowanie @ jest izomorfizmem (zob. twierdzenie 6.4), czyli
posiada odwzorowanie odwrotne =1, ktore teraz wyznaczymy.
Wykonugac proste rachunki oraz wwzgledniajac zaleinosé (6.4) otrzymujemy macierz M, (o~ 1)

odwzorowania 1 :
-1

110 1
Mye(eH=1]10 11 =10 1 -1/,
00 1 0

ktora pozwala zapisaé jego postac, tj.
o 1R 3 (a,b,¢) = (a—b+ )zt + (b—c)z+c € m.
Istotnie,

(ot op)(az® +bx +c) = ¢ Hplaz? +bx +¢)) = Ya+bb+cc) =ax’+ bz +c,

czyli o' o = id,, oraz
(poyp™(a,b,c) = p(p " (a,b,¢)) = p((a = b+ )2’ + (b — )z +¢) = (a, b, ¢),
czyli p o ™! = idgs.
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6.2. Uklady réwnan liniowych

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych 1, ..., xy:
a1y +apx2 + -+ amry, = by
a1 + axrs + -+ axr, = by
) (6.5)
Am1T1 + AmaT2 + -+ + ATy = by
aij,b; €eFdlal<i<m,1<j<n;F=RI1ubF =C. W przypadku, gdy by = --- = by, = 0 uktad
(6.5) nazywamy ukladem jednorodnym. Przyjmujac oznaczenia:
a1 ai2 ... Qin 21 L1
2 T2
A= a1 ang e Qon , h— : =
Aml Am2 ... Gmn b, Tn
uktad réwnan (6.5) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:
Ax =b. (6.6)

6.2.1. Twierdzenie Cramera

W przypadku, gdy liczba réownan ukladu (6.5) jest réwna liczbie niewiadomych, macierz A jest
macierza kwadratowa. Jezeli jest to macierz nieosobliwa, to uklad réwnan (6.5) nazywamy uktadem
Cramera. Rozwiazanie réwnania (6.6) — a wigc i ukladu (6.5) — mozna wéwczas prosto wyliczyé
wykorzystujac macierz AL

z=A""b.

Rozwiazanie ukladu réwnan (6.5) mozna réwniez wyrazi¢ stosujac wzory Cramera.

Twierdzenie 6.5 (Cramer). Niech A € F**" b e F". Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to uklad

réwnan (6.6) posiada dokladnie jedno rozwigzanie x = (x1,...,2n):
det A4;
= =1,... 6.7
fo det A (Z ) ) n) ) ( )

macierz A; oznacza macierz powstalg z macierzy A przez zastgpienie jej i—tej kolumny wektorem b.

Dowdéd: Niech a.; oraz I.; oznaczaja i—te kolumny odpowiednio macierzy A oraz macierzy jednostkowe;j
I,,. Wbéweczas
det A; det [a.l, A2y ey Qi1,b,0541,. .. ,a.n]
detA det A
= det (A_l [a.1,a.2,...,¢i-1,b,ait1,... ,a.n])
= det [A_la.l, AYas, .. A a1, A7, A Yy, ,A_la.n]
=det[lq,1lo,...,Li—1,2, Lit1,..., L] = ;.

Otrzymana rownosé konczy dowdd. [

Latwo stwierdzi¢, ze uktad réwnan jednorodnych ma zawsze przynajmniej jedno rozwiazanie; jest
nim rozwiagzanie zerowe. 7 twierdzenia Cramera wynika natomiast, ze jezeli jednorodny uktad réwnan
liniowych jest uktadem Cramera, to rozwiazanie to jest jego jedynym rozwiazaniem.

Przyktad 6.10. Rozwazmy ukiad réwnan

r+y—z=1
20 +y—22=0
T—y+2z=2

43
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Mamy
1 1 -1 1
A=12 1 =2 oraz b=, 0
1 -1 2 2
Poniewaz det A = —3 zatem jest to uklad Cramera, ktérego rozwigzanie okresla wzor (6.7):
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
0o 1 =2 2 0 -2 2 1 0
2 -1 2 2 1 2 2 1 -1 2 5
r=———m——"~=-, y=———=2, z=—-—T—"7"—=—.
-3 3 -3 -3 3

6.2.2. Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Rozwazmy, jak poprzednio, uklad réwnan liniowych Ax = b, gdzie A € F™*"™ b € F™. Niech
U e F*("+1) hedzie macierza powstala z macierzy A przez dolaczenie do tej ostatniej dodatkowej
kolumny — wektora b, tj.

ailr a2 Qin b1
U— a1 G2 azp bo
amli Gm2 .. Gmn bm

Macierz U nazywamy macierza uzupelniong. Jest jasne, ze rzU > rz A. Z postaci réwnania (6.5),
ktére mozemy zapisaé w postaci:

an a2 ain b1

a1 a22 as bo
1 + 9 ...tz no =

am1 am2 Amn bm

wynika, ze uklad rownan Ax = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor b jest kombinacja
liniows, kolumn macierzy A. Warunek ten mozemy réwnowaznie wyrazi¢ jako réwnosé

rz A =rzU.

Twierdzenie 6.6 (Kroneckera-Capellego). Uklad réwnan Az = b, gdzie A € F™*" b € F™, ma
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rz A = rzU. Ponadto:

o jezelitzA = rzU = n, gdzie n to liczba niewiadomych (réwna liczbie kolumn macierzy A), to
rozwigzanie to jest jedyne;

e jetelirzA =1zU = r < n to rozwigzan jest nieskornczenie wiele; wszystkie one dajg sie wyrazi¢
jako funkcja zalezna od n — r parametréw.

Przyktad 6.11. Rozwazmy ukiad réwnan:

z+y+z=1
20 —y+2z2=-1
rT—2y+z=-2

Mamy n = 3 oraz

1 1 1 1
U=[Alb] = 2 -1 2 -1
1 -2 1 -2
Rzedy macierzy A oraz U wyznaczymy korzystajgc z metody eliminacji Gaussa:
1 1 1 1 1 1 1 1
Iz 2 -1 2 -1 =1z 0 -3 0 -3
1 -2 1 -2 0 -3 0 -3
_ 1 1 1 1
Yl o 30| -3 |
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6.3. Metoda eliminacji Gaussa

Oznacza to, Ze vz A = rzU = 2. Z twierdzenia 6.4 wynika wiec, Ze rozwazany ukiad réwnan posiada
nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego (n—rz A) parametru. Wyznaczymy te rozwigzania.

Sposdb 1. Majgc wyjsciowy uktad réwnan sprowadzony do postaci trojkgtnej, poszukiwane rozwigzanie
wyznaczymy klasyczng metodq dedykowang dla ukliadow o macierzach trojkgtnych:

z+y+z=1 r=—1
=1
20 —y+ 2z =-1 @{x—i—_y;—z__g S y=1 , teR
r—2y+z2=-2 y= 2=t

Sposob 2. Skoro rzA = 2 to macierz A zawiera nieosobliwg podmacierz stopnia 2; odnajdujemy
te macierz w rozwigzywanym ukladzie rownan. Rownania, ktére nie wchodzq w sklad tej macierzy
odrzucamy, z kolei niewiadome, ktorych wybrana podmacierz nie obejmugje, przerzucamy na drugq
strone rownania i traktujemy jako parametry. Ukiad réwnan, joki w ten sposéb otrzymujemy, jest
uktadem Cramera — do jego rozwigzania stosujemy wzory (6.7).
W naszym przypadku, poniewaz
1 1
5 L=
zatem uklady réwnan
r+y+z=1
20—y +2z2=-1
T—2y+z=-2
oraz
r+y=1—=z
{ 20 —y=—1—-2z

sq rownowazne (majg te same rozwigzania). Stosujgc do tego ostatniego ukladu wzory (6.7), mamy:
1—2 1 1 1—-z
—1-2z -1 2 —1-—2z

— = —Z, :—:1, ER
T 3 zZ, Yy z

6.3. Metoda eliminacji Gaussa

Przedstawiony ponizej sposéb rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych jest pewnym uproszcze-
niem algorytmu zwanego metoda eliminacji Gaussa. Metoda ta, niezwykle efektywna pod wzgledem
numerycznym (nie istnieje algorytm rozwiazywania uktadéw réwnan wymagajacy istotnie mniejszej
liczby dziatan niz metoda eliminacji Gaussa), polega na sprowadzeniu macierzy uzupelnionej odpo-
wiadajacej rozwigzywanemu ukladowi réwnan do uogélnionej postaci tréjkatnej (nazywanej réwniez
postacia schodkowa). Aby osiagnaé ten efekt, na macierzy uzupelnionej wykonujemy dwa rodzaje
operacji:

e dodajemy do wybranego wiersza sumy pozostalych wierszy pomnozonych przez odpowiednio do-

brane state;

e zamieniamy kolejnosé¢ wierszy.

Do uzyskanej w ten sposéb macierzy stosujemy twierdzenie Kroneckera—Capellego. Warto przypo-
mnie¢ w tym miejscu, ze pierwsza z wymienionych powyzej operacji nie zmienia warto$ci wyznacz-
nika, druga moze zmieni¢ jedynie jego znak. W efekcie, metoda eliminacji Gaussa moze by¢ réowniez
stosowana do obliczania rzedu i wyznacznika macierzy oraz do wyznaczania macierzy odwrotnej. Idee
metody eliminacji Gaussa wyjasnimy na kilku przyktadach.

Przyklad 6.12 (rozwigzywanie ukladu oznaczonego). Celem naszym jest rozwigzanie ukladu
réownan

2r+y+z2z4+w=0

—x—2y—z+w=1

r+y—2z—3w=2

dor — 2y 4+ 4w =2

(6.8)
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6.3. Metoda eliminacji Gaussa

Macierz uzupelniona U rozwazZanego ukladu ma postac

2 1 1 1
-1 -2 -1 1
1 1 -2 -3
4 -2 0 4

U =

NN = O

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa wykorzystujemy pierwszy wiersz, nazywany wierszem
gtownym dla pierwszego kroku. Postepujemy w sposob nastepujgcy: do drugiego wiersza dodajemy
pierwszy pomnozony przez 1/2; do trzeciego pommnozony przez —1/2; do czwartego pomnozony przez
—2. Liczbe 2 — pierwszy niezerowy element wiersza glownego nazywamy elementem gtéownym dla
pierwszego kroku. Otrzymujemy

2 1 1 1
-1 -2 -1 1

w1 — w1
1
Wz — W2 + 5W1

NN = O

11 -2 -3 T ws s wg — Ly
4 -2 0 4 wy — Wy — 2w
2 1 1 1
N IUETE AR VoI P

0 1/2 -5/2 —7/2
0 —4 -2 2

NN = O

W kolejnym kroku, wierszem glownym jest wiersz drugi nazywany wierszem gléownym dla drugiego
kroku; elementem gléwnym dla drugiego kroku jest —3/2. Postepujemy analogicznie jak w kroku
pierwszym: do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez 1/3; do wiersza czwartego
pomnozony przez —8/3. Otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w1 — W1
0 —3/2 —1/2 3/2 1 wo — W2
— 1 —
0 1/2 -=5/2 —7/2| 2 wy = Wy + §u,
0 —4 -2 2 2 Wy — Wy — 3W2
2 1 1 1 0

0 —3/2 —1/2 3/2| 1
0 0 —8/3 —-3| 7/3
0 0 -2/3 —2| —2/3

%

W ostatnim, trzecim kroku wierszem gléwnym jest wiersz trzeci — wiersz glowny dla kroku trze-
ciego; elementem glownym jest —8/3. Mnozqc trzeci wiersz przez —1/4 i dodajgc do wiersza czwartego
otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w1 — W1
0 —3/2 —1/2 3/2| 1 wa — wo
0 0 83 —3| 7/3 | 7| ws— ws -
1
0 0 —2/3 —2 —2/3 w4—>w4—1w3 (6,9)
2 1 1 1 0

0 —3/2 —1/2 3/2 1
0 0 —8/3 -3 | 7/3
0 0 0 —5/4| —5/4
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6.3. Metoda eliminacji Gaussa

Uzyskana w ten sposdb macierz schodkowa jest macierzqg uzupetniong uktadu rownan posiadajgcego te
same rozwigzania, co wyjsciowy ukiad:

2r4+y+z4+w=0

31 .8
D
8 7
—§Z—3w:§
5 5
_5,__5

1 1

Z postact macierzy widaé rowniez, Ze uklad ten posiada dokladnie jedno rozwigzanie. Wyznaczamy je
rozwigzujge otrzymany uktad rownan w kolejnosci od ostatniego rownania do pierwszego. Uzyskujemy
kolejno:

w=1z2=-2y=1,2=0.

Warto zanotowaé, Ze operacje jakie wykonywalismy na macierzy wyjsciowego ukladu réwnan (6.8),
aby sprowadzié jg do postaci tréjkgtnej (6.9) nie zmienily jej wyznacznika. Poniewaz wyznacznik
macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowt wyrazow z przekgtne; mamy

2 1 1 1 2 1 1 1
-1 -2 -1 1 | [0 =3/2 —-1/2 3/2 _2'<_3>'(_8>'<_5)__10
1 1 -2 -3/ |0 0 -8/3 -3 | 2 3 4) '
4 -2 0 4 0 0 0 —5/4

Przyklad 6.13 (rozwigzywanie ukladu nieoznaczonego). Rozwazmy uklad réwnan

20+ 3y —4z =6

—4x+22=0
20—2z=4
Macierz uzupeiniona tego ukiadu ma postac
2 3 —416
U= -4 0 2 0
0 2 -214

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-
zZony przez 2; wiersz trzecit natomiast przepisujemy bez zmian:

2 3 -4 6 w; — Wy 2 3 —4| 6
—4 0 2 0 — | wy = wo + 2wy — 0 6 —6 | 12
0 2 =2 4 w3 — W3 0 2 -2 4

W kroku drugim, do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez —1/3 :

2 3 -4 6 wy — wy 2 3 -4 6
06 6|12 | | wy = wy -1 06 —6] 12
02 -2 4 w3 — w3 — FW2 00 010

latwo teraz stwierdzié, korzystajgc z twierdzenia Kroneckera-Capellego, Ze rozwazany ukiad réwnan
jest nieoznaczony (posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan). Jest on réwnowazny ukladowi

20+ 3y —4z=6
6y —6z=12 "’

ktorego rozwigzania, réwne rozwigzaniom wyjsciowego ukladu, majg postac
r=t,y=2+2tz=2t

gdzie t € R jest dowolnym parametrem.
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Przyklad 6.14 (rozwigzywanie ukladu sprzecznego). Rozwazmy uklad réwnan

or—2y—z=1
—2x+4+2y—2z=2 |
—r—2y+o52z=1

dla ktorego macierz uzupetniona U ma postaé

5 -2 —-1]1
U= -2 2 =212
-1 -2 5 1

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-
Zony przez 2/5; do wiersza trzeciego pomnozony przez 1/5:

5 —2 —1]1 wy — wy 5 =2 ~1 1
-2 2 2|2 |=|w—w+2w — | 0 6/5 —12/5| 12/5
-1 -2 5 1 w3 —>w3+gw1 0 —12/5 24/5 6/5

W drugim kroku do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozZony przez 2:

5! —2 -1 1 w1 — W1 5 =2 -1 1
0 6/5 —12/5| 12/5 | = | wo— wo ~ | o 6/5 —12/5 | 12/5
0 —12/5 24/5 | 6/5 w3 — w3 + 2w, 0 0 0 6

Na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capellego stwierdzamy, Zze otrzymany uklad rownan jest
sprzeczny. Oznacza to, Ze i wyjsciowy uklad réwnan nie posiada rozwigzan.



Rozdzial 7

Wartosci i wektory wtasne

Niech X bedzie skoficzenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem F =R lub F = C. Niech
f + X — X bedzie endomorfizmem, tj. odwzorowaniem liniowym przeksztatajacym przestrzen
liniowa w nia sama.

Definicja 7.1. Skalar A € F nazywamy wartoSciag wtasna endomorfizmu f jezeli istnieje niezerowy
wektor v € X, taki Ze

f () = X (7.1)
wektor v nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej A.

Zachodzi nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 7.1. Dla endomorfizmu f: X — X nastepujgce warunki sq réwnowazne:

e )\ jest wartoscig wtasng f;

o ker (f — M\idx) # {0};
o det (Ay — M) =0, gdzie Ay jest macierzq endomorfizmu f (w dowolnej bazie przestrzeni X ).

Przyktad 7.1. Wyznaczymy wartosci oraz wektory wiasne endomorfizmu f : mo — mo okreslonego
wzorem
f:ax?® + bz + ¢ — 2ax +b.

W tym celu wyznaczymy jadro odwzorowania f — Nidy,. Mamy

ker (f — Nidy,) = {aa® +bx + ¢ f(ax® +bx +c) — Maz® 4+ bz +¢c) =0} =
= {az® + bx +c:2ax +b— dax® — \bx — Ac =0} =
={az? + bx +c: —Xax’ + (2a — \b)x +b—Ac =0} =
={az® +br+c:Xa=0, 2a—Ab=0, b— Ac=0}.

Widaé, ze dla A # 0 mamy a = b= c =0, a to oznacza, ze wéwczas ker (f — Nidy,) = {0}. Wartoscig
wlasng endomorfizmu f moze zatem byé jedynie skalar A = 0. Istotnie, dla X =0 mamy

ker (f — 0id,,) = {az® + bz +c:2a =0, b= 0} = my # {0}.

To oznacza, Ze skalar A = 0 jest jedyng wartoscig wlasng endomorfizmu f; odpowiadajgcym jej wek-
torem wlasnym jest dowolny, rézny od wielomianu zerowego, element przestrzeni m.
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Wartosci i wektory wtasne

Niech A = [a;j] € F"*" bedzie dowolng macierza, a X n-wymiarowa przestrzenig liniowa o bazie
€1,...,6n. Mozemy skonstruowaé¢ endomorfizm f : X — X, ktérego macierza w ustalonej bazie
€1,...,en jest macierz A. Endomorfizm ten wystarczy zdefiniowaé na wektorach bazowych (co z innymi
wektorami?) w nastepujacy sposob:

f(ei):Zajiej (z:l,,n)
j=1

Pojecia wartosci wlasnej oraz wektora wlasnego w sposéb naturalny przenosza sie wiec na macierze.

Definicja 7.2. Skalar A\ € F nazywamy wartosciag wlasna macierzy A € F™*" jezeli istnieje wektor
v #£ 0, taki ze
Av = dv;

wektor v nazywamy wektorem wltasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej A.

Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy o (A) i nazywamy jej widmem.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.2. Dla macierzy A € F™*" nastepujgce warunki sg réuwnowazne:

e )\ jest wartodcig wlasng A;
e uklad rownan (A — X)) v =0 ma niezerowe rozwigzanie;
o det (A—\I,) =0.

IE‘TLXTL

Dla dowolnej macierzy A € odwzorowanie

wa: A — det (A— )

jest wielomianem stopnia n (éwiczenie), ktérego pierwiastkami sa wartoéci wlasne macierzy A. Wie-
lomian ¢4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Jezeli elementy macierzy A € F™*™ naleza do ciala F, ktore jest algebraicznie domkniete, tzn.
kazdy wielomian stopnia n o wspélczynnikach z ciala F ma n pierwiastkéw w ciele I, to macierz
A posiada n wartoéci wlasnych (uwzgledniajac ich krotnosci). Jezeli natomiast elementy macierzy
naleza do ciala, ktore nie jest algebraicznie domkniete (takim cialem jest na przyklad cialo liczb
rzeczywistych), to macierz wymiaru nxn moze posiadaé¢ mniej niz n wartosci wlasnych; w szczegdélnosci
moze nie posiadaé zadnej wartosci wlasnej (zob. przyklad 7.4 ponizej).

Przyktad 7.2. Wyznaczymy wartosci oraz wektory wiasne macierzy

1 2 0
A= 0 2 0
-2 -2 -1
Poniewaz oo (A) =det (A—AI) =—(1—=X)(2—=X) (1 + A), zatem macierz A ma trzy réine wartosci
wlasne: Ay = —1, o = 1, A3 = 2. Dla kaZdej z nich wyznaczymy wektor wlasny:
e dla A\ = —1 mamy:
2 2 0 T 2z + 2y 0
0 3 0 y | = 3y =10
-2 =2 0 z —2x — 2y 0

skqd otrzymujemy (x,y, z) = (0,0,t), t € R; przykladowy wektor wltasny vy, = (0,0,1);
e dla Ao =1 mamy:

0 2 0 T 2y 0
0O 1 0 y | = Y =10
-2 -2 =2 z —2x — 2y — 2z 0

skad otrzymujemy (x,y, z) = (t,0,—t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, = (1,0, —1);
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7.1. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

e dla A3 = 2 mamy:

-1 2 0 T -+ 2y 0
0 0 O y | = 0 =10
-2 -2 -3 z —2x — 2y — 3z 0

skad otrzymujemy (x,y, z) = (2t,t,—2t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, = (2,1, -2).

Przypu$émy, ze Ai,..., A\, € 0 (A) sa wartoSciami wlasnymi macierzy A € F"*". Wéwczas, wielo-
mian charakterystyczny ¢4 macierzy A mozemy zapisa¢ w postaci

AN = ap\" + an_ N+ e N+ ag
=an A=)~ (A=)
Latwo wykazaé, ze a, = (—1)" oraz, uwzgleniajac wzory Viete'a,
A Ap =ag =det A,
M.+ A= (=D)" a1 =tr(4),

gdzie tr (A) = a11 + ... + an, to $lad macierzy A.

Wtasnoéci widma macierzy Dla dowolnej macierzy A € F**™ zachodzi:

a) A€o (A), ke N= A\ eo(AF);

b) A€o (A),det A£0=> A" eo(A7h);

c) A€o (A),acF=aleo(ad);

d) A€o (A)= X o (A%); w szczegdlnosci: A€ o (A) = A€o (AT).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci.

7.1. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Rozwazmy macierz kwadratowg A € C"*" oraz wielomian w postaci
w(s) =ams™ + ...+ a1s+ ap.
Mozemy wéwezas utworzyé macierz w (A) okreslona jako
w(A) =anA" + ...+ a1 A+ agl,.

Definicja 7.3 (wielomian zerujacy). Jezeli w (A) = 0, to wielomian w nazywamy wielomianem
zerujacym (wielomianem anulujgcym) macierzy A.

Pytanie jakie moze si¢ nasunaé jest nastepujace — czy dla kazdej macierzy istnieje wielomian
zerujacy? Odpowiedz jest zawarta w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.3 (Cayley, Hamilton). Wielomian charakterystyczny macierzy kwadratowej jest
jej wielomianem zerujgcym.

Przyklad 7.3 (odwracanie macierzy). Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

1 2 -1
A= -2 0 3
2 0 0
Jej wielomian charakterystyczny ma postaé
1-x 2 -1
oM =| =2 =X 3 |==X+A2-6)r+12.
2 0 —A
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7.2. Podprzestrzen wiasna

Poniewaz ¢ (0) = 12 # 0 zatem macierz A jest nieosobliwa. Wyznaczymy teraz jej odwrotnosé. Na
podstawie twierdzenie Cayleya—Hamiltona mozemy napisac

—A3 4+ A2 —6A+ 125 =03

lub réwnowaznie )
—A(A? — A+6I3) = Is.
12 ( +6 3) 3

Oznacza to, na podstawie definicji macierzy odwrotnej, ze

1 . 5 2 5 1 2 -1 6 0 0
A—lzﬁ(AZ—A+6I3):E 4 -4 2 |- -20 3 |+|060
2 4 =2 2 0 0 00 6
L (00 6
—— | 6 2 -1
Vo4 4

7.2. Podprzestrzen wlasna

Niech A € F™*™ oraz niech A € o (A) . Zbiér
Vi={veF": Av =)}
sktada sie z 0 oraz wszystkich wektoréw wtasnych odpowiadajacych wartosci wlasnej A\. Poniewaz
W={veF": (A-AX)v=0} =ker{v — (A— A)v}

zatem zbiér ten — jako jadro endomorfizmu — jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni F™; jest to
tak zwana podprzestrzen wlasna macierzy A (ew. podprzestrzen wlasna endomorfizmu wyzna-
czonego przez macierz A) odpowiadajaca wartosci wlasnej \. Wymiar podprzestrzeni wlasnej V) to
tzw. krotnos¢ geometryczna wartosci wlasnej A — jest to liczba odpowiadajacych jej liniowo
niezaleznych wektoréw wlasnych macierzy A. Jak si¢ wkrétce okaze, krotno§é geometryczna wartosci
wlasnej A nigdy nie przekracza jej krotnosci algebraicznej, czyli krotnosci wartosci wtasnej A jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego ¢ 4.

Przyktad 7.4. PoniewaZ macierz z przykiadu 7.1 ma trzy rézne wartosci wlasne, zatem mozemy dla
niej wyznaczyé trzy podprzestrzenie wiasne:

V)\l = {<$7yaz) GRS ::E:y:O,Z:t,tGR};

Vi, = {(z,9,2) ER? :x = t,y = 0,2 = —t,t € R};

Vi = {(x,y7z) ER3:x=2y=tz=—-21t€ ]R}.
Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktoérego wynika bardzo wazna wlasnosé podprzestrzeni wiasnych
odpowiadajacych réznym warto$ciom wlasnym.

Twierdzenie 7.4. Rdéznym warto$ciom wlasnym macierzy A € F™*"™ odpowiadajg liniowo niezalezine
wektory wlasne.

Dowéd: Niech Ajp,...,A; (k< n) beda réznymi wartoSciami wlasnymi macierzy A, a v; € V),
(t=1,...,k) odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Nalezy wykaza¢ warunek
a1+ ... topup=0=>a01=...=a; =0. (7.2)

Dowéd poprowadzimy przez indukcje wzgledem k. Dla k = 1 teza zachodzi (wektor zerowy, mimo
ze nalezy do kazdej podprzestrzeni wlasnej, nie jest wektorem wlasnym). Zal6ézmy, ze teza zachodzi
dla dowolnych k — 1 wektoréw wlasnych odpowiadajacych réznym wartosciom wlasnym oraz, dla
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7.3. Diagonalizowalnos¢

dowodu nie wprost, przypu$émy, ze warunek (7.2) nie jest spelniony. Oznacza to, ze dla pewnego
ie{l,...,k}:
V1 + ... +oapvpy =0 oraz a; # 0.

Dla dowolnego r # ¢ mamy
O:(A—/\TI) (a1v1+...+akvk) = Q1 (A—)\TI)m+...+ak(A—/\TI)vk =
= (>\1 - Ar) L2 P oo A (Ar—l - >\7‘) Ur—1 + Qry1 (Ar-‘rl - Ar) Ur41+
+...+ak.(/\k—)\r)vk
skad, na podstawie zalozenia indukcyjnego, wynika, ze wszystkie wspotczynniki oy, (A — Ar) sa ze-
rami; w szczegdlnosci «; (A; — Ar) = 0. Poniewaz \; # A, zatem «; = 0, wbhrew zalozeniu. [}
7.3. Diagonalizowalnosé
Niech f: X — X bedzie endomorfizmem.

Definicja 7.4. Endomorfizm f jest diagonalizowalny, jezeli istnieje baza przestrzeni X w ktorej
macierz tego endomorfizmu jest diagonalna.

Pojecie diagonalizowalnosci mozna réwniez wprowadzi¢ w zbiorze macierzy. Zanim to zrobimy
wprowadzimy w zbiorze macierzy relacje podobienstwa.

Definicja 7.5. Niech A, B € F"*". Mowimy, Ze macierz A jest podobna do macierzy B (ozn. A ~ B)
jezeli istnieje macierz nieosobliwa P € F"*", taka ze

A=PBP ! (7.3)
Latwo wykazaé (¢éwiczenie), ze relacja podobiefistwa macierzy jest relacja réwnowaznosci, tzn. jest:

zwrotna, tj. A ~ A;
e symetryczna, tj. A~ B = B~ A;
e przechodnia, tj. A~ B, B~C = A~ C.

Przypuéémy teraz, ze A ~ B. Oznacza to, ze A = PBP~!, dla pewnej macierzy nieosobliwej P.
Mamy:

pa(A) =det(A—AI)=det (PBP' = \)=detP(B- )P ' =
=det Pdet (B — M) det P~ = g ()\)

co oznacza, ze macierze podobne maja ten sam wielomian charakterystyczny; w konsekwencji
maja one réwniez identyczne wartosci wlasne.

Definicja 7.6. Macierz A € F"*" jest macierzg diagonalizowalna, jezeli jest podobna do macierzy
diagonalnej.

Zanim podamy twierdzenie charakteryzujace macierze diagonalizowalne rozwazmy nastepujacy
przyktad.

Przyktad 7.5. Niech

Macierze te majg ten sam wielomian charakterystyczny

PA (A) = YA, <)‘) - (1 - )‘>3 :

Poniewaz widma macierzy A1 oraz A sqg jednoelementowe

o (A1) =0 (A2) = {1},
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7.3. Diagonalizowalnos¢

mozemy dla kazdej z nich wyznaczyc po jednej przestrzeni wlasne;.
Dla macierzy A1 mamy:
V)fi)lz{xeR?’:x:x} =R?,
co oznacza, ze mozemy dla niej wybrac dokiadnie trzy liniowo niezalezne wektory wlasne odpowiadajgce
jej jedynej wartosci wtasnej A = 1. Macierz A1 — jako macierz diagonalna — jest oczywiscie macierzq
diagonalizowalng.
Z kolei dla macierzy As mamy

V)fi)l:{JCEIR?’:Agx:m}:{xeR?’:(Ag—])x:O}:{(xl,0,0):xleR}.

Oznacza to, Ze dla macierzy Ao znajdziemy tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny odpowiadajgcy
jej jedynej wartosci wiasnej A = 1. Ponadto, macierz As nie jest diagonalizowalna. Jedyng macierzg
diagonalng, do ktdrej macierz Ay moglaby byé podobna, jest macierz jednostkowa (macierze podobne
majq te same wartosci wlasne). Musialaby wiec istnie¢ macierz nieosobliwa P spelniajgca warunek

Ay = PP~ = I3,
ktory nie jest prawdziwy.

Mozliwoéé¢ diagonalizacji macierzy A; oraz brak mozliwoéci diagonalizacji macierzy As jest wy-
nikiem tego, ze dla macierzy A; mozemy wybraé¢ tyle liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, ile
wynosi krotnoéé jej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego; dla macierzy
Ay warunek ten nie jest spelniony.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 7.5. Macierz A € F™"*"™ jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastkéw w ciele ¥ (liczonych z krotnosciami);
(b) dla kazdej wartosci wlasnej macierzy A mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréw wila-
snych, ile wynosi krotnosé tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Dowéd: Przypusémy, ze macierz A jest diagonalizowalna. Oznacza to, ze istnieja macierz diagonalna
B = diag (b1,...,b,), b; € F oraz macierz nieosobliwa P € F"*" dla ktérych A = PBP~! lub
réwnowaznie

AP = PB. (7.4)
Niech P = [p1,...,pn|, gdzie p; € F" (i =1,...,n). Poniewaz
AP = Alpr.. ..ol = [Apr...... Ap,]

oraz
PB = [pl,...,pn]diag(bl,...,bn) = [blpl,...,bnpn],

zatem z warunku (7.4) otrzymujemy, ze

Z warunku (7.5) wynika, ze wektory pi,...,py, sa liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy
A odpowiadajacymi wartosciom wlasnym by, ..., b,.

Przypusémy teraz, ze macierz A posiada n liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych vq,...,v, € F"
odpowiadajacych wartoSciom wlasnym Ay, ..., A, € F. Niech V' = [vy,...,v,] € F**". Macierz V jest
nieosobliwa (dlaczego?). Ponadto:

AV = Alvr, ... 0n) = [Ave, ..o, Aoy = [Avr, ..o Agoy] = Vidiag (A, ..., \n)

skad wynika, ze A = V diag (\1,...,A,) VL. Macierz A jest wiec diagonalizowalna. ]

Zanotujmy na koniec, ze twierdzenie 7.4, mimo ze sformulowane dla macierzy, pozostaje stuszne
rowniez dla dowolnego endomorfizmu f : X — X, gdzie X jest skonczenie wymiarows przestrze-
nia wektorowa nad cialem F. W szczegdlnosci, jezeli f jest endomorfizmem diagonalizowalnym to
istnieje baza przestrzeni X zlozona z wektoréw wilasnych endomorfizmu f, przy ktérej macierz tego
endomorfizmu jest diagonalna.
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Przyktad 7.6. Niech A € R?*? bedzie macierzq postaci

0 1
A= .
Poniewaz o (N) = A + 1, zatem macierz A nie ma rzeczywistych wartoéci wlasnych — nie jest
wiec diagonalizowalna w klasie macierzy R?*2. Ta sama macierz traktowana jako element przestrzeni
C%*2 ma dwie réine wartosci wlasne A\i = i, Ao = —1i, ktorym odpowiadajq liniowo niezaleine wek-

tory wlasne réwne odpowiednio vi = (—i,1) oraz vo = (i,1). Z dowodu twierdzenia 7.4 wynika, Ze
A = Pdiag (i, —i) P~!, gdzie

P:[vl,m]:[_li ”

1
Faktycznie, poniewaz P~ = 1 [ _ZZ 1 ] , zatem

Pdiag(i’_i)P_lzé[;i ”[(Z) —OZH—ZZ ”:[—01 (1)]:‘4'



Rozdzial 8

Posta¢ Jordana macierzy

8.1. Macierz Jordana

Niech F = R lub F = C. Macierz J, () € F"*" postaci

X 1 0 -~ 0
0 X 1

Jr(A) = 0 |->
: SR N |
_() N () |

nazywamy klatka Jordana stopnia r. Oczywiscie J; (A) = [A].
Definicja 8.1. Macierz blokowg J € F™"*™ postaci

Jnl ()‘1)
an ()‘2)

Jnk ()‘k)

gdzie ni+. . .+n, = n oraz wszystkie niewypisane elementy macierzy J sq¢ zerami, nazywamy macierzg
Jordana.

Skalary Aq,..., A\x tworzace przekatna macierzy J sa jej wartosciami wlasnymi. Zauwazmy réw-
niez, ze kazda macierz diagonalna jest macierza Jordana; wymiar kazdej klatki Jordana .J,,, tworzacej
przekatna tej macierzy jest réwny jeden, tj. J,, = [\;]. Oznacza to, ze kazda macierz diagonalizowalna
jest podobna do pewnej macierzy Jordana (zob. podrozdzial 7.3, str. 50). Prawdziwe jest réwniez
duzo ogdlniejsze

Twierdzenie 8.1. Niech A € C™*"™ bedzie dowolng macierzq. Istnieje wowczas macierz nieosobliwa
P e C™"™" taka Ze

Jm ()‘1)
P AP = J = Iz (02) . (8.1)

oraz n1 + ...+ ng =n. Macierz Jordana J macierzy A jest wyznaczona w sposcb jednoznaczny z do-
ktadnoscig do kolejnosci klatek Jordana, ktore tworzq przekgtng macierzy J. Ponadto, jezeli macierz
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8.1. Macierz Jordana

A € R™™ ma tylko rzeczywiste warto$ci wltasne to macierz P, ustalajgca podobienstwo A oraz J,
rowniez moze by¢ wybrana jako macierz o elementach rzeczywistych.

Przyktad 8.1. Niech
e 0
AE - |: 1 0 :| )

dla € # 0. Poniewaz o (A;) = {0,e} zatem macierz A; jest diagonalizowalna. Latwo wykazaé, Ze

-1
10 ¢ 00 0 ¢ o -1
Aa_[l 1][0 5][1 1] = SeJede

0 0
=[5 2]
jest macierzq Jordana macierzy Ae, dla dowolnego € # 0. Jednak, jezelie — 0 to J. — [0y, 5, podczas
gdy macierzq Jordana macierzy Ag jest macierz

0 1
-[32]
Uwaga 8.1. Macierz Jordana J wyznaczona dla macierzy A nie musi byé funkcjq cigglq elementéw

macierzy A. Oznacza to trudnosci z konstrukcjg numerycznie akceptowalnego algorytmu wyznaczania,
dla zadanej macierzy A, odpowiadajgcej jej macierzy Jordana.

Oznacza to, Ze macierz

8.1.1. Wtasnosci macierzy Jordana
Niech A € F™*" bedzie dowolna macierza, a J € F"*"™ jej macierza Jordana.

Wtasnosé 1 Liczba k klatek Jordana tworzgcych macierz J jest rowna liczbie lintowo niezaleznych
wektorow witasnych macierzy A.

Wtasnosé 2 Liczba klatek Jordana odpowiadajgcych wartosci wlasnej A jest rowna wymiarow: prze-
strzeni wlasnej macierzy A odpowiadajgcej tej wartosci wlasnej (czyli liczbie liniowo niezaleznych
wektorow wlasnych odpowiadajgcych wartosci wltasnej \). Suma stopni wszystkich tych klatek réwna
jest krotnosci wartosci wiasnej X\ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego macierzy A.

Przyklad 8.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci
2 10
A=10 2 0
1 11

Poniewaz

oa(N) =det (A—A)=—(A—1)(A—2)?

zatem macierz ma dwie warto$ci wiasne: A\ = 1, Ao = 2. Wyznaczmy wymiary przestrzeni wlasnych
odpowiadajgcych tym wartosciom wiasnym. Mamy:

dim Vy, —dlm{ker (A-1)} =3 —dim{im(A—-1)}
1 10
=3—-1rz| 0 1 O
110
dim V), = dim {ker (A—-2I)} =3 —dim{im (A — 2I)}
[0 1 0
=3—-1rz| 0 0 O =1
|11 -1
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8.1. Macierz Jordana

Na podstawie wlasnosci 1, macierz Jordana macierzy A sklada sie z dwdch klatek Jordana (mozemy
wybraé tylko dwa liniowo niezalezne wektory wlasne). Na podstawie wlasnosci 2, wartosci wlasnej

A1 = 1 odpowiada jedna klatka Jordana stopnia 1, wartosci wlasnej Ao = 2 musi wiec odpowiadaé
jedna klatka Jordana stopnia 2. Macierz Jordana macierzy A ma wiec postac
1 00
J=10 2 1
0 0 2

Przyktad 8.3. Rozwazimy macierz J € R8*® postaci

2 1 0
0 2 1
0 0 2

2 1
S = 0 2 ’
3 1
0 3
3]
w ktorej wszystkie niewypisane elementy sq zerami. Macierz J jest macierzq Jordana. Posiada ona

dwie wartosci wlasne: A\ = 2, Ao = 3. Z wilasnosci 2 wynika, Ze dla kazZdej z nich mozna wybrac tylko
pod dwa liniowo niezalezne wektory wlasne.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w celu wyznaczenia macierzy Jordana dowolnej macierzy A € F**™

o znanych wartoSciach wlasnych A1, ..., A\, musimy umieé¢ znajdowaé liczbe N (m, \) klatek Jordana

stopnia m (1 < m < n) odpowiadajacych wartosci wlasnej A macierzy A. Aby wyznaczy¢ te liczbe,
zdefiniujmy ciag r (A):

s (\) = 1z ((A - )J)k) , keN. (8.2)

Oczywiscie ro (A) = rz I = n. Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnego k € N:
ker ((A - AI)’“) C ker ((A - )\I)k“) . (8.3)
Dzieje sie tak, gdyz dla x € ker ((A - )\I)k):
(A= ADF e = (A - \I) ((A —AD)F x) — (A—A)0 =0,

skad wynika, ze z € ker <(A — /\I)kH) .
Z warunku (8.3) wynika natychmiast, ze
dim ker ((A - AI)’“) < dimker ((A - AI)’““) :
tym samym
— kY _ : k
Tk (A) =1z ((A — ) ) =n — dim ker ((A — ) ) >
> n — dim ker <(A - )\I)k+1) =1z <(A - )\I)kJrl) =7rrr1 (A).

Ciag 7 (A) okreslony wzorem (8.2) jest wiec ciagiem nierosnacym. Oznacza to, ze od pewnego miejsca
ciag ri (A) musi sie stabilizowaé (tzn. staje sie ciagiem stalym).

Wtasno$é 3 Liczba N (m, \) klatek Jordana stopnia m > 1 odpowiadajgcych wartosci wlasnej \ jest
réouna:

N (m,A) =rm_1(A) = 2rm (A) + Tp1 (A) . (8.4)

Aby zilustrowaé powyzsza wlasnos¢ rozwazmy nastepujacy przyktad.
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8.1. Macierz Jordana

Przyklad 8.4. Niech J € R3*® bedzie macierzq z przyktadu 8.3. Macierz J ma dwie wartosci wlasne:
A1 =2, Ay = 3. PoniewaZ

odla)\1:2:
[0 1 0 |
0 0 1
0 0 0
0 1
J—2I = 0 0
1 1
0 1
1]
S -
0 0 0
0 0 0
- 0 0
(J—2I)" = 0 0
1 2
0 1
1]
[ 0 0 0 ]
0 0 0
0 0 0
- 0 0
(J—2I)° = 0 0
1 3
0 1
1]
zatem 19 (2) = 8,71 (2) = 6,72 (2) =4 oraz 1, (2) = 3 dla k > 3. Tym samym:
N(1,2)=8-12+4=0,
N(2,2) =6-8+3=1,
N(3,2)=4—6+3=1,
N (k,2) =0, dla k > 4.

Oznacza to, Ze wartosci wlasnej A1 = 2 odpowiadajq dwie klatki Jordana: jedna stopnia 2 i jedna
stopnia 3.
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8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

odla)\2:3:
[ -1 1 0 ]
0 -1 1
0 0 -1
-1 1
J—31= 0 1
0 1
0 0
I o)
2 1 -2
(J —3I)% = 0 1
0 0
0 0
0]

zatem 19 (3) = 8,71 (3) =6 oraz 1, (3) =5 dla k > 2. Tym samym:
(1,3) =8—12+5=1,

(2,3)=6-10+5=1,

N (k,3) =0, dla k > 3.

N
N

Wartosci wlasnej Ao = 3 odpowiadajqg wiec dwie klatki Jordana: jedna stopnia 1 i jedna stopnia 2.
Posta¢ macierzy J potwierdza uzyskane wyniksi.

Pewna niedogodnoécia faktoryzacji (tj. rozktadu) Jordana A = PJP~! jest to, ze w przypadku
macierzy rzeczywistej posiadajacej nierzeczywiste wartosci wlasne jej macierz Jordana jest macierza
nierzeczywista. W wielu zagadnieniach praktycznych, oznacza to koniecznos¢ poszukiwania innego
rozkladu macierzy, nie tak prostego jak rozktad Jordana, ale prowadzacego do macierzy rzeczywistych.

8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

Niech A € R™*" oraz niech A\ i A bedzie para nierzeczywistych sprzezonych wartosci wlasnych
macierzy A. Poniewaz dla dowolnego k € N, zgodnie z (8.2),

re(A) =12(A = ADF =1z (A= AD)" =7, (V)

zatem liczba N (m, \) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartosci wlasnej A jest réwna
liczbie N (m,X) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartoéci wlasnej . Oznacza to, ze klatki
Jordana J,, (A) oraz J,, (X), tworzace przekatng macierzy Jordana, muszg wystepowaé parami. Latwo
wykazaé, ze macierz

Jm ()‘) 0 c C2m><2m

0 Ju(N)
jest podobna do macierzy
D\ I 0
D ()‘) c (CQmXQm’ (85)
I
0 D ()

A
0 A
stwo jest stosownie wybrana macierz permutacji.

gdzie D (\) = [ ] oraz Is to macierz jednostkowa stopnia 2; macierza P ustalajacg to podobien-
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8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

Przyktad 8.5. Rozwaimy macierz

0 L

{JQ(» 0 ]

o OO >
O O > =
o > o o
> o o

Niech [}f’j) bedzie macierzqg powstalg z macierz jednostkowej I, przez zamiane miejscams kolumn o
indeksach i oraz j. Jest to tzw. macierz permutacji — pomnozenie dowolnej macierzy przez macierz

L(li’j) z prawej (z lewej) strony powoduje zamiane miejscami kolumn (wierszy) o indeksach i oraz j.
. —1 .
Wynika stqd, zZe (I,(f’j )> = I,(f’j )W rozwazanym przypadku mamy

(1) [ "y B0 ]If‘” =

cCOo > OO O -
- o O O
S O O
S O > =
o o o
M=o o
OO O
O = O O
O O = O
_ o O O

o O Mo O oo
OS> O o O = O

> o = O

0

Wracajac do rozwazan, zauwazmy, ze dla macierzy S postaci

—i i
=374

dla ktérej

przyjmujac A = a + ib, mamy
11

o . —i —i [ [a+ib 0 i1
SD(A\)S™' = 8D (a+ib) S 2[ . _1_[ ) a—ib][i _1]

:[_abj;]

Przyjmujac oznaczenie C (a,b) = [ _ab Z ], latwo stwierdzié, ze macierz (8.5) jest podobna do
macierzy rzeczywistej
C (a,b) I 0
Cpn (a,b) = Cla,b) € Crmx2m, (8.6)
I
0 C (a,b)
macierza ustalajaca to podobienstwo jest macierz blokowa diag (S, ..., S).

Otrzymane wyniki podsumujemy w nastepujacym twierdzeniu.
Twierdzenie 8.2. Dowolna macierz rzeczywista A € R™™ jest podobna do macierzy rzeczywistej

[ Jm (/\1) i

J, real —

Cm, (a,by) |
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w ktorej Ai,..., A\, to rzeczywiste, a ay + iby,...,a; + ib; nierzeczywiste wartosci wiasne macierzy A;
rzeczywiste macierze blokowe Jp, (\;) to klatki Jordana macierzy A wystepujgce w jej postaci Jordana,
bloki Cp, (ai, b;) stopnia 2m; sq postaci (8.6); n1 + ... +nk+2(mi+...+my) =n.

Przyktad 8.6. Niech A € R*® bedzie macierzq dla ktérej o (A) = {1,1 £} i takq ze
N(1,1+i)=N(1,1—1q)=2.

Z rozwazan poprzedzajgcych twierdzenie wynika, Ze jezeli A jest nierzeczywistq wartoscig wtasng ma-
cierzy A to liczba N (m, \) réwna jest liczbie macierzy postaci (8.5) stopnia 2m tworzqcych rzeczywistq
macierz Jordana Jyea macierzy A. Tym samym, w rozwazanym przypadku macierze Jordana J oraz
Jreal Majg postac

1 0 0 0 0 1 0 0 0 O
0 1+: O 0 0 0 1 1 0 O
J=10 0 1+¢ 0 0 y, Jrear=1]0 -1 1 0 0
0 O 0 1—¢ O 0 0 0 1 1
0 O 0 0 1—1 0 0 0 -1 1
Przypuéémy teraz, Ze dla macierzy A € R5*? dla ktorej o (A) = {1,1+ i}, mamy
N(2,144i)=N(21-14)=1.
W tym przypadku macierze Jordana J oraz Jiea majg postaé
1 0 0 0 0 1 0 0 0 O
0 1+4 1 0 0 0 1 1 1 o0
J=10 0 1+¢ 0 0 , Jrear=1]0 -1 1 0 1
0 O 0 1—¢ 1 0 0 0 1 1
0 O 0 0 1—=1 0 0 0 -1 1



Rozdzial 9

Baza Jordana

Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F =R lub F = C. Rozwazmy
dowolny endomorfizm f : X — X. Wiemy, ze posta¢ macierzy endomorfizmu zalezy od wyboru bazy
w przestrzeni X. Wiemy réwniez, ze jezeli endomorfizm f jest diagonalizowalny, to jego macierz w ba-
zie przestrzeni X zlozonej z jego n liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych jest macierza diagonalna.
Poniewaz nie kazdy endomorfizm jest diagonalizowalny, zatem nasuwa sie pytanie o to, jak prosta
moze by¢ postaé¢ macierzy endomorfizmu niediagonalizowalnego. W szczegdlnosci, czy istnieje baza
przestrzeni wektorowej X, w ktorej macierz endomorfizmu f : X — X jest macierzg Jordana?

Przyktad 9.1. Rozwaimy macierz J € R*¥* postaci

A1 00
0 x 10
J_OO)\l’
00 0 A

gdzie A € R. Macierz J jest macierzg Jordana. Niech e1,ea,e3,e4 bedzie bazg 4—wymiarowej rzeczy-
wistej przestrzeni X oraz niech f : X — X bedzie endomorfizmem wyznaczonym przez macierz J.
Z postaci macierzy J otrzymujemy

f(e1) = Aer f(e1) = Ae
;EZ% z Z; i i:g . lub réwnowaznie ;EZ;; : iz ; 2
f(ea) = e3+ ey f(es) — Xey =e3

Z rownan tych wynika, Ze ey jest wektorem wlasnym endomorfizmu f odpowiadajgcym wartosci wiasnej
A; pozostale wektory es, es, eq spelniajg rownania

(f - )\ld) (ek—f—l) = €k, k= 1,2,3.

Powyzszy przyklad sugeruje sposoéb konstrukcji bazy przestrzeni wektorowej, w ktorej macierz
endomorfizmu jest macierza Jordana.

9.1. Wektory gléwne

Przy zalozeniach i oznaczeniach sformutowanych na poczatku rozdziatu, przypusémy ze A € FF jest
wartos$cig wlasna endomorfizmu f. Oznacza to, ze dla endomorfizmu f istnieje co najmniej jeden

(1)

wektor wlasny, ktéry na potrzeby tego rozdzialu oznaczymy vy~ i bedziemy nazywa¢ wektorem
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9.1. Wektory gtéwne

gtownym rzedu 1 odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Wektory gtowne rzedu k > 2 zdefiniujemy
. .. > . (k-1) . ) o L
indukcyjnie: przypus¢my, ze vy € X jest wektorem glownym rzedu k—1 odpowiadajacym wartosci
wlasnej .
Definicja 9.1. JeZeli istnieje niezerowy wektor vg\k) € X spelniajgcy warunek

(f = Aidyx) o = o{F D), (9.1)

to wektor ten nazywamy wektorem gltéwnym rzedu k odpowiadajocym wartosci wlasnej .
Powyzsza definicje mozna réwniez sformutowaé dla macierzy. Wektor wlasny vg\l) € F" macierzy
A odpowiadajacy wartoéci wlasnej A\ nazywaé bedziemy wektorem glownym rzedu 1. Przypusémy, ze

vg\k_l) € F” jest wektorem gtéwnym rzedu k — 1 odpowiadajacym wartoéci wlasnej A.

Definicja 9.2. JeZeli istnieje niezerowy wektor vg\k) € F" bedgcy rozwigzaniem réwnania

k k-1
(A—)\I)UE\):UE\ ), (9.2)

to wektor ten nazywamy wektorem gltéwnym rzedu k odpowiadajecym wartosci wiasnej \.

Przyktad 9.2. Rozwazmy macierz A € R3*3 postaci

210
A=|0 2 0. (9.3)
1 11
Poniewaz o4 (\) = — (A —1) (A = 2)? zatem macierz A ma dwie réine wartosci wlasne: Ay = 1 oraz

Ao = 2. Wyznaczymy dla tych wartosci wiasnych wektory gléwne.

e Dla A\ = 1, rozwigzujgc rownanie

1 10 T 0
010 y | =10
110 z 0

otrzymujemy: x =y = 0,z € R; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postac vg\ll) = (0,0,t), t € R\ {0}.
Aby wyznaczyé wektory gtéwne rzedu 2 rozwazmy, dla ustalonego t # 0, réwnanie

1 10 T 0
010 y | =
1 10 z t

Latwo stwierdzic, ze réwnanie to nie posiada rozwigzan. Oznacza to, ze dla wartosci wlasnej A\ = 1
nie istniejqg wektory glowne rzedu k > 2.
o Dla Ao = 2, rozwigzujgc rownanie

01 0 x 0
00 0 yl=10
11 -1 2 0

otrzymujemy: x = z,y = 0; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postaé vg\lz) = (t,0,t), t € R\ {0}. Aby

wyznaczyé wektory glowne rzedu 2, rozwaimy, dla ustalonego t # 0, réwnanie

01 0 x t
00 0 yl=10
11 -1 2 t
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9.1. Wektory gtéwne

Jego rozwigzaniem jest x = z,y = t; wektor glowny rzedu 2 ma wiec postac vg\? = (r,t,r), r € R.

Zauvwaimy, ze postaé wektora vf\? zalezy od sposobu wyboru wektora v&?. Aby wyznaczyé wektory

gltowne rzedu 3, rozwaimy, dla ustalonych t € R\ {0}, r € R, réwnanie

01 0 x T
0 0 O y | =11
1 1 -1 Z T

Latwo stwierdzié, Ze rownanie to nie posiada rozwigzan, a tym samym nie istniejg dla wartoSci
wlasnej Ao = 2 wektory glowne rzedu k > 3.

Podsumowujgce, dla macierzy A postaci (9.3) udalo sie wyznaczyé trzy liniowo niezalezne wektory
gtowne: jeden odpowiadajgcy wartosci wlasnej A1 oraz dwa odpowiadajgce wartosci wiasnej Aa. Przyj-
mugjgc na przykliad t =r = 1, otrzymujemy

oY =(0,0,1),
o = (1,0,1),
o = (1,1,1).

Ustalajgc w przestrzeni R? baze kanoniczng, macierz A okresla endomorfizm f: R? — R3:

2 1 0 x
flz,y,2)= 0 2 0 y | =Qr+y2y,2+y+2)),
111 2

(1 @ (2)

Wyznaczone powyzej wektory vy, vy ", vy s¢ rowniez bazq przestrzeni R3, a zatem mozemy zapytad
o postac macierzy endomorfizmu f w tej wlasnie bazie. Poniewaz

7 () = 70,0,1) = (0,0,1) = of? + 00 + 00f?,
f (vél)) = £(1,0,1) = (2,0,2) = 0v{" + 20! + 00{?,

7 () = 710 = (3.2.8) = 00 o) 4 20f?,

wigc macierz Ay endomorfizmu f w bazie zloinej z wektorow gléwnych macierzy A ma postac

1
Ap=1|0
0

o N O
N = O

Jest to macierz Jordana macierzy A, ktorg w zupelnie inny sposcb uzyskaliSmy w przykladzie 8.2.

W, @)

Zawwazmy réwniez, e dla macierzy P € R3*3, ktorej kolumnami sq wektory v,y Uy, b

011
P = [vil),vél),vém} =00 1],
111

mamy

-1 0 1 2 1 0 01 1 100
PlAP=| 1 -1 0 02 0 00 1|l=1]021]|=J
0 1 0 11 1 11 1 00 2

Macierz P jest wiec macierzq ustalajgceg podobienstwo miedzy macierzqg A oraz jej macierzg Jordana.
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9.1. Wektory gtéwne

Wtasnosci wektoréw gléwnych

Wtasnosé 9.1. Dia kazdej wartosci wlasnej istniejg wektory glowne rzedu co najmniej 1.
Wtasnosé 9.2. Wektory glowne odpowiadajgce réinym wartosciom wiasnym sq liniowo niezalezne.

Wtasnoséé 9.3. Wektory glowne réznych rzedow odpowiadajgce tej samej wartosci wiasnej sq liniowo
niezalezne.

Wtasnoséé 9.4. Dla wartosci wlasnej X o krotnoéci algebraicznej r istnieje doktadnie r liniowo nieza-
leznych wektorow gltownych; wsrod nich sq wszystkie liniowo niezalezne wektory wlasne odpowiadajgce
wartosci wlasnej A.

Poniewaz wektory gléwne kolejnych rzedow definiujemy rekurencyjnie, zatem jest oczywiste, ze
postaé¢ wektora gléwnego rzedu k bedzie zalezala od sposobu wyboru wszystkich wektoréow gtow-
nych nizszego rzedu. W szczegélnosci, wszystkie wektory gléwne rzedu k£ > 2 (o ile istnieja) beda
zalezaly od wyboru wektora wlasnego, dla ktorego sg wyznaczane. W efekcie, kazdy liniowo nieza-
lezny wektor wlasny wyznacza pewien skonczony ciag wektoréow gtéwnych kolejnych rzedow. Z po-
wyzszych wlasnosci wektoréw gléwnych wynika, ze wektory te mozna zawsze wybraé¢ w ten spo-
sob, aby liniowo niezalezne wektory wlasne oraz odpowiadajace im wektory gléwne kolejnych rze-
déw tworzyly baze calej przestrzeni (cala trudno$é omawianego zadania polega na tym, ze przy
nieodpowiednim wyborze liniowo niezaleznych wektoréw witasnych mozemy nie byé w stanie wy-
bra¢ wektoréw gléwnych kolejnych rzedéw). Podsumowujac: dla dowolnego endomorfizmu
f: X — X, ktéry posiada n wartodci wltasnych (liczonych z krotnosciami, n = dim X)
istnieje baza przestrzeni X zlozona z jego wektoréw gléwnych.

7 definicji wektoréw gltéwnych wynika, ze jezeli vg\l) jest wektorem gléwnym rzedu i (i =1,... k)
odpowiadajacym wartosci wlasnej A endomorfizmu f, to

f (v&”) = )\Ug\l),

£(2) =02+ 0,

7 (07) = Aol 4 o,

(1) (k)

Tym samym endomorfizm f zawezony do podprzestrzeni liniowej rozpigtej przez wektory vy, ..., vy

jest réwniez endomorfizmem, tj.

I lin{vf\l),...,vg\k)} Sx— f(x) € lin{vf\l)a--wv/(\k)}

ktérego macierzg w bazie vg\l), ey vf\k) jest klatka Jordana stopnia k odpowiadajaca wartoéci wlasnej
A. Oznacza to, ze macierz endomorfizmu f w bazie ztozonej z jego wektorow gltownych jest macierza

Jordana. Baze te nazywamy baza Jordana przestrzeni X wzgledem endomorfizmu f.

Uwaga 9.1. Czasami macierz Jordana defniuje sie jako macierz blokowgq, ktérej bloki — klatki Jordana
to macierze kwadratowe, na przekatnej z wartosciami wlasnymi i jedynkami pod przekgtng (a nie nad
przekgtna, jok w przyjetej przez nas definicji 8.1). Aby uzyskaé takg wlasnie klatke Jordana wystarczy
wektory gltowne ponumerowac w odwrotnej kolejnosci, tj.

wi = o dle i =1, k.
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9.2. Macierz przejécia

Poniewaz

f (wg\l)) =f (Ug\k)> = )\vg\k) + vf\k_l) = /\wgl) + wg\Q),

f (wg\Q)) =f (v§k71)> = )\vg\kfl) + U§k72) = )\wg\Q) + wg\?’),

f (wgk))': ; <v§1)> — )\vg\l) _ )\wgk)

zatem klatka Jordana ma w tym przypadku postac:

A 0 - .o 0
1 X 0 :
JkN=10 . . .0
oA 0
| 0 0 1 A
9.2. Macierz przejscia
Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F. Niech e = (ey,...,e,) oraz
e = (é],...,e],) beda dwiema bazami przestrzeni X. Kazdy wektor bazy e’ mozemy wyrazié¢ jako

kombinacje liniowa wektoréow bazy e:

ey = piier +parea + ... + puien,
ey = pioe1 + pasea + ... + pnoen,

€, = P1n€1 + D2n€2 + - . . + Punén.

Otrzymang w ten sposob macierz wspdtczynnikéw M, = [p;;] € F"*™ nazywamy macierza przej-
§cia ze starej bazy e do nowej bazy €. Zanotujmy, ze i—ta kolumne macierzy przejscia tworzg wspol-
rzedne i—tego wektora nowej bazy jako kombinacji liniowej wektoréw starej bazy. Macierz przejscia
jest wiec macierza endomorfizmu

id:lin{e},....e,} 22—z €linfer,...,en},

tj. Mere = Melﬁ(id).
Dowolny element x € X mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowa elementéw bazy e, jak réwniez
bazy €’. Poszukamy teraz zalezno$ci miedzy tymi reprezentacjami. Mamy

n n
_ S _ )
x = g ajej oraz T = g ajej. (9.4)
Jj=1 Jj=1

Wykorzystujac macierz przejscia mamy:
n n n n n
T = aje; = o' pijei | = pij; | €.
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Stad oraz z postaci rozwinigcia wektora x wzgledem bazy e wynika zaleznosé migdzy wspotrzednymi
wektora wzgledem starej oraz nowej bazy:

o P11 P12 - Pin o'y
. /
@2 | pn D2n @2 (9.5)
/
(o775 DPnl o Dnn o'y
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Zaleznos¢ te mozemy ujaé krotko:
o = Me’,ea,a (96)

gdzie a (odpowiednio ') to wektor wspélirzednych x wzgledem starej (nowej) bazy, a M. . to macierz
przejscia z pierwszej bazy do drugiej. Zauwazmy réwniez, ze z réwnania (9.6) wynika:

o = M;’lea,
co oznacza, ze macierza przejscia z bazy nowej to starej jest macierz Me_,l67 tj. Me e = Me_,le
Przyklad 9.3. Rozwaimy w R? dwie bazy: starg e; = (1,2),e2 = (0,1) oraz nowg €} = (1,1),
eh = (—1,1). Wyznaczymy macierz przejécia z bazy starej do nowej. Mamy
er = (1,1) = p11 (1,2) + p21 (0,1) = (p11,2p11 + pa1)
¢y = (=1,1) = p12(1,2) + p22 (0, 1) = (p12, 2p12 + P22)

skgd wynika, Ze: p11 = 1,p21 = —1,p12 = —1,p2o = 3. Macierz przejscia ma wiec postac

1 -1
—1
Me/76: |: _1 3 :|

Niech teraz (2,1), bedzie wektorem wyraZonym w starej bazie. Wyznaczymy jego wspotrzedne w nowej

L AT R - )

Aby sprawdzié¢ poprawnosé wyniku przedstawimy obydwa wektory w tej samej bazie kanonicznej k:
k1 = (17 O) y ko = (07 1)
(27 1)e =2e; + ez =2 (17 2) + (Oa 1) = (27 5)k
3 7 3

7
(7/2a 3/2)6’ = 56/1 + 56/2 = 5 (17 1) + 5 (*1’ 1) = (2a 5)k :

9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Na zakonczenie tego rozdzialu zbadamy jak zmienia sie¢ macierz odwzorowania liniowego wraz ze
zmiang baz przestrzeni miedzy ktérymi to odwzorowanie jest okreslone.
Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech dim X = n, dimY = m. Przyjmujac

w przestrzeni X baze e = (e1,...,e,), a w przestrzeni Y baze g = (g1,...,9m), odwzorowanie f
reprezentowane jest przez macierz M, 4(f) € F™*", tj.

Y= Mcy(f)z. (9.7)
Ustalajac w przestrzeni X nowa baze € = (e],...,€],) mozemy wyznaczy¢ macierz przejscia Mes .
z bazy e do bazy ¢/. Oczywiscie M. . € F**". Podobnie, dokonujac zmiana bazy w przestrzeni Y
zgnag = (g1,...,9,,) mozemy wyznaczy¢ macierz przejicia My , € F™*™ z bazy g do ¢’. Niech

2’ (odpowiednio y') beda wspdlrzednymi wektoréw z (odp. y) w nowych bazach przestrzeni X i Y.
Otrzymujemy

z=Mx' oraz y= Mgy
Laczac powyzsze zalezno$ci z réwnaniem (9.7) mamy

Mg’,gy/ = Me,g(f)Me’,e«%'/y
lub réwnowaznie
Y = My Meg(f)Mer e’ = Moy Meg(F) Moy e

Oznacza to, ze w nowych bazach przestrzeni X oraz Y odwzorowanie f reprezentowane jest przez
macierz My o Me o(f)Mer ¢, tj.

Mer,g (f) = Mg,y Me () Mer e
W szczegdlnodci, jezeli f : X — X jest endomorfizmem reprezentowanym przez macierz

A wyznaczong w bazie e¢ przestrzeni X, to macierza tego endomorfizmu w bazie ¢’ jest
macierz P~'AP, gdzie P jest macierza przejécia z baze e do bazy ¢'.
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

9.3.1. Baza zlozona z wektoréw wlasnych

Rozwazmy endomorfizm f : F" — F”, gdzie F =R lub F = C; przestrzen wektorowa F" rozwa-
zamy nad cialem F. Przypusémy, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Oznacza to, ze istnieje
baza v przestrzeni F™ zlozona z wektoréw wilasnych endomorfizmu f. Niech A bedzie macierza tego
endomorfizmu w wybranej bazie przestrzeni F". Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli P jest
macierza przejscia z wybranej bazy przestrzeni F" do bazy v, to w tej nowej bazie endomorfizm f

jest reprezentowany przez macierz diagonalna diag (A1,...,\,), gdzie \; jest wartodcia wlasna endo-
morfizmu f odpowiadajaca wektorowi wlasnemu v; (i = 1,...,n). Macierza ustalajaca podobienstwo
miedzy macierzami A oraz diag (A1, ..., A,) jest macierz P, tzn.

P1AP =diag (\1,..., \n) -

Poniewaz i—ta kolumna macierzy P sa wspoélrzedne i—tego wektora bazy v wzgledem starej bazy
przestrzeni F", zatem wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta kolumna macierzy P sa
wspolrzedne i-tego wektora wlasnego endomorfizmu f, tzn. P = [v1,...,v,] (zob. przyklad 7.5).

9.3.2. Baza Jordana

Jezeli endomorfizm f : F* — F" nie jest diagonalizowalny to nie istnieje baza przestrzeni F™
zlozona z jego wektoréw wlasnych. Zawsze mozemy natomiast wyznaczy¢ baze przestrzeni F” ztozong
z jego wektorow gtéwnych. Oznaczmy te baze przez v. Wiemy, ze w bazie tej macierz endomorfizmu f
ma postaé¢ Jordana. Jezeli A jest macierzg ednomorfizmu f w innej bazie, a P jest macierza przejscia
z tej bazy do bazy zlozonej z wektoréw gtéwnych, to woéwcezas

P71AP = J,

gdzie J jest macierza Jordana endomorfizmu f. Wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta
kolumna macierzy P sa wspélrzedne i-tego wektora gtéwnego endomorfizmu f (zob. przyktad 9.2).

Na zakonczenie rozwazmy nastepujacy
Przyktad 9.4. Niech D : w3 — 73 bedzie endomorfizmem okreslonym wzorem

D(f)=f"

2 ey = a3, otrzymujemy:

Wybierajgc w przestrzent ms baze egy =1, ea =z, e3 =1
D (61) = 0, D (62) = €1, D (63) = 262, D (64) = 363.

W bazie e1, eq, e3, €4 przestrzeni w3 macierz A endomorfizmu D ma wiec postaé

o O O O
o O O
O O N O
o w o o

Poniewaz pa (N) = A\ zatem \g = 0 jest jedyng wartoscig wlasng macierzy A (endomorfizmu D).
Poniewaz
dimker (A — X\ol) =dimker A =4 —1zA =1,

zatem dla macierzy A istnieje tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny postaci (t,0,0,0). Macierz
A nie jest wiec diagonalizowalna. Wyznaczymy jej wektory gltéwne. Dla ustalonego t # 0, mamy:

0100 x t
0020 y| |o
000 3 7o’
0000]]|w 0
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skqgd wynika: © = r,y =t, z = w = 0, gdzie r € R. Tym samym v = (r,t,0,0) jest wektorem
gltownym rzedy 2. Podobnie, dla ustalonych t # 0 oraz r € R, mamy

01 00 T r
00 20 y | |t
0 0 0 3 z | 10|’
00 0O w 0

skgd wynika: x = s,y =71,z = %t,w =0, gdzie s € R. Tym samym v® = (s,r, %t,O) jest wektorem
gtownym rzedy 3. Musimy wyznaczyc jeszcze wektor glowny rzedu 4. Mamy

0100 x

00 2 0 y | _ | r
0 0 0 3 z _%t’
00 0O w 0

skgd wynika, Ze © = p,y = s,z = %r,w = %t, gdzie t # 0 oraz p,s,r € R. Ustalajgc p = s = 1,
r =2,t =6 otrzymujemy cztery liniowo niezalezne wektory giéwne macierzy A

oM = (6,0,0,0),
v? = (2,6,0,0),
v® = (1,2,3,0),
oW =(1,1,1,1)

Odpowiadajg one czterem wektorom gléwnym endomorfizmu D:
v1(z) =6, va(z) =2+ 62, v3(z) =1+ 22+ 327, vy(x) =1+ 2 +2° +2°.

Latwo stwierdzié, Ze macierz

P = [o 4@ @ @] =

SO O
S OO N
S W N =
e

jest macierzq przejscia z bazy e1,es, es,eq do bazy zlozonej z wektorow gltéownych endomorfizmu D.
Faktycznie,

-1

P7lAP =

SO O O™
S O O
S W N =
— = =
o O O O
o o o
S O NN O
S W o o
S oo™
S O O N
S W N
— = e
o O O O
o O O
S O = O
O = O O

Macierz Jordana J jest macierzg endomorfizmu D w bazie ztozonej z jego wektoréw gtéwnych.



Rozdzial 10

Formy kwadratowe

Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczng A = AT € R,

Definicja 10.1. Funkcje h : R® — R postaci
h(z) =2 Az (10.1)
nazywamy forma kwadratows.

Uwaga 10.1. Zauwaimy, ze wyrazenie x' Ax ma sens réwniez w przypadku dowolnej kwadratowej
macierzy niesymetrycznej. Okazuje sie jednak, zZe forme kwadratowq zdefiniowang przez dowolng ma-
cierz niesymetryczng zawsze mozna rownowaznie zdefiniowal przez macierz symetryczng. Istotnie,

T T T _ AT
xTAx:xT<A+A —i—A A >x:a:TA+Ax+xTAA

T
2 2 2 2
oraz
A— AT 1 1 1

JJTT:L‘ =5 (:ETA:I: — :ETATx) =5 (:ETA:B — (ZL'TAT:L‘)T) =5 (mTA:n — :L‘TA:E) =0,

zatem T
A+ A
2T Ax = l’T—i_TZL‘.

Macierz (A + AT)/2 jest macierzq symetryczng.

Przyjmujac A = [aij]?jzl zaleznosé (10.1) mozemy réwnowaznie wyrazi¢ w postaci

n n
h (.111, c. ,a;n) = ZZaijxixj.
i=1j=1
Przyklad 10.1. Odwzorowania

h1 (a;l, 9, 333) = —:1:% + 2%1332 + x% — 4%21’3

oraz
2 2
ha (x1, 2,23, 24) = —27 + 21122 + 25 — 47223
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10.1. Okresdlonosé¢ formy kwadratowe;j

sq formami kwadratowymi o macierzach

o T o

Ay, =] 1 1 =2 oraz  Ap, =
0 -2 0 0 -2 0 0
0O 0 0 0

Odwzorowania
g1 (v1,22) = 27 + 22129 + T2 01az g2 (T1,72) =27 + 23+ 1

nie sq formami kwadratowymi.

10.1. Okreslonosé formy kwadratowej
W klasie wszystkich form kwadratowych szczegdlna role odgrywaja formy okreslone.
Definicja 10.2. Forme kwadratowq h (z) = 7 Az nazywamy

e dodatnio okreslong, jezeli
2T Az >0, VoeR™ {0};

o ujemnie okreslong, jezeli
w7 Az <0, Ve R™ {0};

e dodatnio potokreslong, jezeli
T Az >0, VreRY

o ujemnie pélokresionq, jezeli
T Az <0, VzeRY

o nieokreslong, jezeli nie zachodzi Zaden z powyzszych warunkow.

Przyktad 10.2. Rozwazmy ponownie forme kwadratowq
hi (x1, e, x3) = fa:% + 2x120 + x% — 4xoxs.

Poniewaz hy (1,0,0) = —1 oraz hy (0,1,0) = 1, zatem forma kwadratowa hy jest nieokreslona. Forma
kwadratowa
h(x1,x0) = 2% + 223

jest dodatnio okreslona; z kolei forma
g (x1, 9, x3) = 23 + 223
jest pétokreslona dodatnio (dlaczego?).

10.2. Metody badania okreslono$ci formy kwadratowej

Ponizej przedstawione zostana (bez dowodéw) najczesciej stosowane metody badania okreslonosci
form kwadratowych.

10.2.1. Kryterium Sylvestera
Twierdzenie 10.1. Forma kwadratowa h (x) = 27 Az, gdzie A = AT € R™"_ jest:

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodgce macierzy A sq dodatnie:

aiy - A
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

— ujemmnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

air - a1

Przyktad 10.3. Dla formy kwadratowej

h(xi,x2,23) = 31’% 4+ 2x129 + :):% — 2x123 + 21‘%

mamy
3 1 -1 T
h(xl,I'Q,.%'g) = [.TUl T2 $3] 1 1 0 T2
-1 0 2 3
Poniewaz
3 1 3 1 -1
Dy =3>0, DQ:‘l 1‘:2>0, Di;=| 1 1 0 |=3>0,
-1 0 2

zatem forma kwadratowa h jest dodatnio okreslona.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze z warunkéw D; > 0 (j = 1,...,n) nie wynika dodatnia pétokre-
$lonoéé formy kwadratowej h (z) = 2T Az.

Przyktad 10.4. Dla formy kwadratowej

h(z1,72) = [21 2] {8 Y ] [2 } = a2

mamy Dy > 0 oraz Do > 0, podczas gdy forma kwadratowa h jest ujemnie pétokreslona.

Twierdzenie 10.2. Forma kwadratowa h (x) = 27 Az, gdzie A = AT € R™"_ jest:

— dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory glowne macierzy A sq nieujemne,
tj.

ailil ailig o a/ilip
Qigiqy  Qjgig " aigip >0
= Y
Qipiy  Qiin  * " Qiyiy
dlal<ip <...<ip<n, 1<p<n;
— ujemmnie potokreslona wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a’i1i1 a’ilig e a’ilip
(_1)p Qigiy  Qigiy  **°  Gigiy > 0’
Ainiy  Qiyia "7 Qi
dlal<ip <...<ip<n, 1<p<n.
Przyktad 10.5. Dla formy kwadratowej
-1 -1 1 x1
h(z1,z2,23) = —a:% — 2x129 + 22129 — 21’% — 2m§ =[ry z2 23] | -1 =2 0 9
1 0 -2 T3
mamy
e trzy minory glowne stopnia jeden: a1 = —1, asg = —2, azz = —2;
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

e trzy minory glowne stopnia dwa:

-1 -1 -2 0 1
‘_1 _2'—1>O7 '0 _2‘—4>0, ‘ 1 _2‘—1>0,
e jeden minor glowny stopnia trzy:
-1 -1 1
-1 -2 0 |=0
1 0 -2

Z twierdzenia 10.2 wynika, Ze forma kwadratowa h jest ujemnie polokreslona.

10.2.2. Kryterium wartos$ci wlasnych

Mozna udowodnié, ze rzeczywista macierz symetryczna A ma rzeczywiste wartoéci wtasne. Niech
v = (v,...,v,)T bedzie wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym jej wartoéci wlasnej \ (A)
oraz przypusémy, ze forma kwadratowa h (z) = 27 Az jest dodatnio okreslona. Wéwczas

0 < vl Av =0T A (A)v=X(A)vTv=X(4) ZUZ-Q, (10.2)
i=1

a stad A (A) > 0. Oznacza to, ze jezeli forma kwadratowa jest dodatnio okreslona to jej macierz ma
dodatnie wartosci wlasne. Latwo o podobne zaleznosci dla form okreslonych ujemnie oraz pétokreslo-
nych.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.3. Niech A1 (A), ..., (A) bedg wartosciami wlasnymi macierzy A = AT € R,
Woéwczas forma kwadratowa h (z) = a1 Az jest

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

ANi(A)>0 (i=1,...,n);
— ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

Ai(A) <0 (i=1,...,n);
— dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

AMi(A) =20 (i=1,...,n);

— ujemmnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

Przyktad 10.6. Rozwazmy forme kwadratowq h z przykiadu 10.5:

-1 -1 1 1
h(l’l,l’g,l’g) == [:El i) $3] -1 -2 0 €T . (103)
1 0 —2 I3

Jej macierz ma trzy rzeczywiste wartosci wlasne A\1 = —3, Ao = =2, A3 = 0. Z twierdzenia 10.3
wynika, Ze forma kwadratowa (10.3) jest ujemnie pélokreslona.
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

10.2.3. Sprowadzenie do postaci kanonicznej (metoda Lagrange’a)
Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.4. Dia kazdej macierzy symetrycznej A € R™ "™ istnieje macierz nieosobliwa
P € R™ " dla ktérej macierz C = PT AP jest diagonalna. Innymi stowy, dla kazdej formy kwadratowej

h(z) =z Ax
istnieje nieosobliwe przeksztalcenie liniowe x = Py, dla ktérego forma kwadratowa

P(y) =h(Py) =y"Cy

przyjmuje postac kanoniczng
U(y) = eyt + ..+ ey, (10.4)

dla pewnych skalaréw cy, ..., c, € R; oczywiscie C = diag(cy, ..., cn).

Latwo uzasadnié, ze wystepujace w powyzszym twierdzeniu macierze P oraz C nie sg wyznaczone
jednoznacznie. W szczegdlnodci, jezeli macierz P nie jest macierza ortogonalna tj. PT # P~L to
macierze A 1 C' nie muszg byé podobne. W konsekwencji elementy c1,...,c, tworzace przekatng
macierzy C nie muszg by¢ wartodciami wlasnymi macierzy A.

Z zaleznosci (10.4) wynika, ze forma kwadratowa 1) (a wiec i forma kwadratowa h) jest

dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i =1,...,n);
dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i =1,...,n).

Metoda Lagrange’a Forme kwadratowa

h(x)= 2l Ax = zn:zn:aijxi:):j

i=1j=1
mozemy zapisa¢ w postaci
h(zy,...,zy) = anx% + aggxg 4+ ..+ annx% + 2 (a12z122 + a132123 + ... + A1 nTp—1%n) -
Rozwazmy trzy przypadki:
e a;; =0 dla wszystkich ,5 € {1,...,n}. Wowczas h (z) =0, tzn. forma kwadratowa jest jednocze-

$nie ujemnie oraz dodatnio pétokreslona;

e a;; =0 dla wszystkich i € {1,...,n} oraz istnieja indeksy k, [ dla ktérych ax; # 0. Niech ey oraz ¢;
beda odpowiednio k-tym oraz I-tym wektorem bazy kanonicznej przestrzeni R”™. Niech v = e; +¢;
oraz v~ = e — e;. Wowczas

n

n
h (UJr) = ZZaijva;“ = 2akl

i=1j=1

h (v*) = ZZaijvi_vj_ = —2ay

i=1j=1

skad wynika, ze w rozwazanym przypadku forma kwadratowa h jest nieokreslona;

75



10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

a;; # 0 dla pewnego indeksu i; bez straty ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze i = 1. Wowcezas

n n n
2
h (:Bl, . ,xn) =an1xr] + 2z E a1 + E E Qi TiTj
j=2 i=2j=2

" . n n
2 Z 1y ZZ
=an | z7 + 271 ]LL’j + Qi TiX 5
j=2a11

i=2j=2
2 2
n n n n
_ Zalj aij
=ai1 | r1 + ij — all E ij + E E Qi LT 5.
=211 j=— 1 i=2j=2
Do formy kwadratowej h mozemy teraz zastosowa¢ zamiane zmiennych:
n ( n
— E a1 . — _ § 15 ,,.
Yo =11+ ar1 VI 1= a1 i
Jj=2 Jj=2
=z , . To =
Y2 2 lub réwnowaznie 2= : (10.5)
Y3 = T3 T3 = Y3
\ Yn = Tn Tn = Yn

Roéwnania (10.5) okreslaja nieosobliwe przeksztalcenie liniowe postaci x = Py, gdzie

L _m2 a3
aii ail ai
p_| 0o 1 0 - 0
0 0 0o 1

W wyniku zamiany zmiennych (10.5) otrzymujemy

h(m):h(Py):ally%_Fﬁ(yQ?ayn)7

gdzie h jest forma kwadratows zmiennych s, ..., y,, do ktérej ponownie stosujemy przedstawione
rozumowanie rugujac systematycznie kolejne zmienne i sprowadzajac ja do postaci kanonicznej
(lub wczesniej stwierdzajac jej nieokreslonosé).

Przyktad 10.7. Rozwazmy forme kwadratowq

h(x1,xe,23) = —m% + 2z119 + m% — 4xox3.

Stosujgc opisang powyzej metode Lagrange’a sprowadzimy jg do postaci kanonicznej. Mamy:

h(z1,22,23) = —x% + 2x129 + a:% — 49wy = — (az% - 2x1x2) + m% —4xoxsy =
=— (21— x2)2 + 23:% — dxowy = — (11 — :1:2)2 +2 (m% — 2x913 + x%) — 2:c§ =

= — (21 — 22)* + 2 (g — 23)? — 222,

Rozwazana forma kwadratowa jest wiec nieokreslona. Zauwazmy ponadto, ze dokonujgc zamiany

zmiennych
To —x3=1yY2  lub rownowaznie T2 =Y2+Y3 )
T3 = Y3 T3 = Y3

ktora jest przeksztalceniem lintowym x = Py o macierzy P postaci

111
P=|011],
00 1
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otrzymujemy

h(z1,x2,23) = [x1 T2 23]

= [Z/l Y2 y3]

= [y1 v2 Y3

-2

-2 0

x1
To
x3
11 0 1117w
1 1 -2 01 1 Yo
0 20 001w
Y1
yo | = —yi +2y5 — 203
Y3

Jest to postacé kanoniczna rozwazanej formy kwadratowe;.



Rozdzial 11

Przestrzenie unitarne

Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.1 (iloczyn skalarny). Funkcje s: X x X — R spelniajacq warunksi:

(a) Vo, € R, Vx,y,z € X :
s(ax + By, 2) = as (v, 2) + Bs (y,2);

(b) Vz,y € X :
s(x,y) :S(yvx)S

(c) Vz € X :
s(z,z) 20 oraz s(z,x)=02x=0

nazywamy iloczynem skalarnym. Pare (X, s) nazywamy przestrzenia unitarna.
Iloczyn skalarny wektoréw z,y bedziemy réwniez oznaczaé jako (z,y) lub z o y.

Przyktad 11.1. Odwzorowanie
n
(@13 @n) © (Y3 Yn) = D Tkl
k=1

to naturalny iloczyn skalarny w R™.

Przyklad 11.2. Odwzorowanie
b
s = [ f@g@d

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni Lo (a,b) tzw. funkcji calkowalnych z kwadratem, tj.

Eg(a,b):{f:(a,b)—>R:/:f2(x)dx<+oo}.

Przyktad 11.3. Odwzorowanie
s(A,B) =tr (ATB)

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni R™*™,

(11.1)
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11.1. Norma okre$lona przez iloczyn skalarny

11.1. Norma okreslona przez iloczyn skalarny
Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.2 (norma). Funkcje ||-|| : X — R spelniajacq warunki

(a) Vx e X :
lz|| =0 oraz |z|| =0« x=0;

(b) Vzx € X,Va e R :
loz ]} = |af - [|l]]

(c) Va,ye X :
lz +yll < [zl + [yl

nazywamy norma. Pare (X, ||-||) nazywamy przestrzenia unormowang.

Warunki wystepujace w powyzszej definicji to naturalne wymagania stawiane przed funkcja mie-
rzaca dlugo$é wektorow.

Przyktad 11.4. Kazda z ponizszych par (X, ||-||) jest przestrzeniq unormowanqg:
a) X =R" z normg
(@1, an)l =y Jat + - + a3

b) X = Clqy z norma
If1l = max{[f (z)] : x € [a,b]};

c) X =R"™™ z normg

A = /max {[A] - A € 0 (ATA)}.

Wykazemy teraz, ze jezeli w rzeczywistej przestrzeni liniowej X zdefiniowano iloczyn skalarny s to
funkcja |||, : X — R okreslona wzorem

z]ls == Vs (2, 2) (11.2)

jest normg w X.

Zauwazmy na poczatek, ze na podstawie warunku (c) definicji 11.1, funkeja ||-||, jest dobrze okre-
Slona — wartosci s (x, z) sa nieujemne; ten sam warunek gwarantuje réwniez, ze punkt (a) definicji 11.2
jest spelniony. Poniewaz

laz||, = /s (ax, ax) = Vas (z,az) = \/as (az, ) = /a5 (z, )
= lal Vs (z,2) = |af - [l

zatem punkt (b) réwniez zachodzi. Zanim uzasadnimy punkt (c), wykazemy nastepujace

Twierdzenie 11.1 (nieréwno$é Schwarza). Dla dowolnych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni
lintowej wyposazonej w tloczyn skalarny s zachodzi

s (z, 9)| < llzlls - llyll, - (11.3)
Dowdéd: Dla dowolnych ustalonych wektoréw x, y rozwazmy funkcje
o (t) =s(z+ty,z+ty)

zmiennej t € R. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze y # 0. Z warunku (c) definicji 11.1 wynika,
ze
e(t)>0, dlateR. (11.4)

Poniewaz
o (t) =t%s (y,y) + 2ts (z,y) + s (z,z)
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11.2. Ortogonalno$é¢

zatem ¢ jest funkcja kwadratowa, ktéra — wobec warunku (11.4) — ma niedodatni wyréznik, tj.
A = 4s* (z,y) — 4s (z,2) 5 (y,y) <0,

lub réwnowaznie
s?(z,y) < s(z,2)5(y,).
Stad wynika zaleznosé (11.3). ]

Dla dowolnych z,y € X mamy wigc
2
[l +yll

s(+y,z+y)=s(x,z)+2s(x,y)+s(y,y) <
<s(z,z) +2v/s(w,0) s (y,y) +5(y,9) =

= (Va@o) +vswm) = (lzl, + ol

Oznacza to, ze wzér (11.2) definiuje norme¢ w dowolnej przestrzeni unitarne;j.

11.2. Ortogonalnosé
7 nierownosci Schwarza wynika, ze dla niezerowych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni X:

IR PLIC )N
2l - Iyl
Wiynika stad, ze iloraz s (x,y) / (||z]|, - |y||,) jest kosinusem pewnego kata £ (z,y) € [0, 7], t].

o s(z,y)
08 £ (#:9) = Tyl

Na podstawie definicji przyjmujemy, ze jest to kat miedzy wektorami z oraz y. Mamy wiec
s (z,y) = llzlls - lyll; - cos £ (,y) -
Definicja 11.3. Dwa wektory nazywamy ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny zero.

Wektor zerowy jest jedynym wektorem prostopadlym do kazdego wektora (réwniez do siebie sa-
mego).
Przyktad 11.5. Rozwaimy przestrzern R? z naturalnym iloczynem skalarnym. Dla wektoréw vy =
(1, V3, 0) ,v2 = (0,1,0) mamy

s (vy,v2) 1-04++v3-140-0 /3
Cos p = = =—.

oill - 2l VI+3-V1 2

Tym samym £ (vi,vs) = ¢ = /6.

Przyktad 11.6. W przestrzeni mp(R) definiujemy funkcje:

1
51 (frg) = /1f(x)g(w) dr,

s2(f,9)=>_ P (=1) g™ (-1).
k=0

Przestrzenie (m,(R), s1) oraz (m,(R), s2) sq@ przestrzeniami unitarnymi. Niech f(x) = 2z + 1 oraz
g(v) =322 — 3x + 1. Wowczas

1 1
sl(f,g):/1(2x+1)(3x2—3x+1)d$:/16x3—3x2—x+1da:20

oraz

s2(f,9)=f(=Dg(=1)+f(-1)g (-1 + f" (1) g" (-1) = -25.
Oznacza to, zZe rozwazane wielomiany sqg ortogonalne w przestrzeni (m,(R), s1), natomiast nie sq or-
togonalne w przestrzeni (m,(R), s2).
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11.3. Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Rozwazmy ciag vy, ...,v, wektoréow rzeczywistej przestrzeni liniowej X wyposazonej w iloczyn
skalarny s. Jezeli
’UZ‘_LUJ‘ dla 275],

to méwimy, ze ciag vi, ..., v, jest ciggiem wektoréw ortogonalnych. Jezeli dodatkowo ||v;||, = 1
(t=1,...,n), to ciag ten nazywamy ciggiem ortonormalnym.

Przypuéémy, ze wektory vy, ..., v, stanowig baze przestrzeni X. Podamy teraz algorytm modyfi-
kujacy te baze w taki sposéb, ze nowo otrzymana baza vf,...,v), jest baza ortonormalna przestrzeni
X.

Twierdzenie 11.2 (algorytm Grama-Schmidta). Niech cigg v1,...,v, stanowi baze rzeczywistej
przestrzeni X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Wowczas cigg wektordw vy, ..., vl okreslonych wzo-
TaMI
k—1
vk — 28 (Ve v;) v
’ U1 / i=1
Ulzw, UV = ) s k:27...,n
1
SR T NI
i=1 s

spelnia nastepujgce warunki:

(a) dla kazdego k € {1,...,n} : lin{vq,..., v} =lin{v],..., v} };
(b) cigg Vi, ..., v}, jest bazq ortonormalng przestrzeni X.

Dowéd: Dowdd poprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, tj.

|vill, = 1 oraz lin{v1} = lin{v]}. Przypuéémy wiec, ze uklad vi,...,v;_, jest baza ortonormalng
przestrzeni lin {vq, ..., vg_1}. Niech
k—1
v=uvr— Y s (vg,v]) ;.
i=1
Wykazemy, ze wektor v jest ortogonalny do wektoréw vf,...,v;_;. Mamy dla j =1,...,k — 1:
k—1 k—1
s (v,v;) =s <vk - Zs (vk, v;) Ug,v;) =5 (vp,v}) — Zs (vk,v;) s (vj,v)) =
=1 =1

=s (vk,v;) — 5 (’Uk,v;) =0.

Zauwazmy ponadto, ze v # 0. W przeciwnym przypadku mieliby$my

. / / .
v, € lin {vl, . ,vk_l} =lin{v1,...,v5-1}
wbrew liniowej niezaleznoéci wektoréw vy, ..., v,. Mozemy wiec przyjac
k—1
/ /
Vi — Z § (Ukv Ui) Ui
/. =1
Uk

o llly = o
UV — Z‘S(Ukavi) Ui
i=1

S

Tym samym wektory v}, ..., v, tworza uklad wektoréw ortonormalnych oraz rozpinaja t¢ sama prze-
strzen co wektory vy, ..., vg. [

Przyktad 11.7. Niech X = {(z,y,z,w) €R' 12+ 2y + 32+ w =0,z +y+2=0}. Latwo stwier-
dzic, ze
X = {(_y_zvyaza_y_Qz):y,Z GR}
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11.4. Abstrakcyjna wersja twierdzenia Pitagorasa

Jest to wiec podprzestrzer liniowa przestrzeni R*, a poniewas
(—y—2z,9,2,—y—2z)=y(—1,1,0,—-1) + 2 (—1,0,1,—2)

zatem jej bazg sq wektory eq; = (—1,1,0,—1),es = (=1,0,1,—2). Wyznaczymy baze ortonormalng
przestrzeni X w sensie naturalnego iloczynu skalarnego indukowanego z przestrzeni RY. Z twierdze-
nia 11.2 wynika, Ze szukana baza €}, ey moze byé wyznaczona ze wzoréw

g e—(eoa)d
o lleall” 7 ez — (e2oeq) el

Poniewa? |e1|| = \/e1 0 e1 = /3, zatem €} = ? (—1,1,0,—1). Podobnie, poniewaz
es — (e20¢€}) €] =(—1,0,1,-2) — ((—1,0, 1,-2)o \f (—1,1,0, —1)) \f (—1,1,0,-1) =

=(-1,0,1,-2) — (=1,1,0,—1) = (0, 1,1, —1)

wiec
6/ o (07 717 1’ 71) _ @ (O ~1.1 _]_)
? \/(07_1717_1) 0 (Oa_l)L_l) 3 7 o .
Wektory
el = ‘f (=1,1,0,-1), ey = ‘f (0,-1,1,-1)

sq bazg ortonormalng przestrzeni X.

11.4. Abstrakcyjna wersja twierdzenia Pitagorasa

W przestrzeniach unitarnych potrafimy wyznaczaé¢ dtugosci wektoréw oraz miary katéw jakie two-
rzg. Mozemy zatem sformutowaé twierdzenie Pitagorasa, ktére w swoim klasycznym wydaniu wyko-
rzystuje jedynie pojecia dtugosci oraz prostopadtosci.

Twierdzenie 11.3 (abstrakcyjna wersja twierdzenia Pitagorasa). Niech (X,s) bedzie rzeczy-
wistq przestrzeniq unitarng oraz niech ||u|| = v/s(u,u). Wowczas dla dowolnych wektorow v, w € X
zachodzi

v +w|?=|v))? + |w|*> < vLlw. (11.5)

Dowéd: Wykorzystujac wiasnosci iloczynu skalarnego s mozemy zapisaé
lv + wlf* = s(v +w,v + w) = 5(v,0) + 25(v, w) + s(w,w) = [[o]|* + 2s(v, w) + [Jw]]*.
To oznacza, ze 1é6wnosé ||[v + wl|? = ||v||? + |Jw||* zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s(v,w) =0. =

11.5. Rzut prostopadly na podprzestrzen liniowg

Niech V' bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia liniowa rzeczywistej przestrzeni unitarnej (X, s).
Rozwazmy dowolny wektor u € X\V.

Definicja 11.4 (rzut ortogonalny). Wektor u* € V' spelniajgcy warunek
YVoeV: wu—u" Lo (11.6)

nazywamy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V.

Poza ladna interpretacja geometryczna rzut ortogonalny posiada bardzo wazng wlasnosé, ktéra
opisuje ponizsze twierdzenie.
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11.5. Rzut prostopadty na podprzestrzen liniowa

0° >y
Wykres 3. Rzut ortogonalny wektora u na podprzestrzen liniowa V.

Twierdzenie 11.4 (optymalno$é rzutu ortogonalnego). Niech (X,s) bedzie rzeczywistq prze-
strzeniq unitarng oraz niech V. C X bedzie jej podprzestrzeniq liniowg. Niech u* € V bedzie rzutem
ortogonalnym (ortogonalnym w sensie iloczynu skalarnego s) wektora u na podprzestrzen V. Wowczas

VoeV: Jlu—u| <|lu—no], (11.7)

gdzie |Jw| = /s(w,w) dlaw € X.

Dowdéd: Dla dowolnego wektora v € V' mamy
|u—v|? = ||lu—u* +u* —o|%

Poniewaz wektor u — u* jest prostopadly do podprzestrzeni V' (zob. warunek (11.6)) oraz u* —v € V,
zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisaé¢

lu—vl? = [lu—w* +u* =l = [lu —u*[* + [Ju* —o|* > [Ju— "%
To konczy dowdd. [

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze rzut ortogonalny u* elementu w na podprzestrzen V jest ta-
kim elementem podprzestrzeni V', ktéry sposrod wszystkich jej elementéw najlepiej przybliza (aproksy-
mugje) element u. Piszac najlepiej przybliza mamy na mysli optymalno$é rzutu ortogonalnego wyrazona
w warunku (11.7).

Z problemem aproksymacji mamy do czynienia wtedy, gdy bardziej zlozone obiekty (np. funkcje,
macierze, pliki graficzne lub dZwigkowe...) chcemy przyblizy¢ obiektami o prostszej strukturze (np.
wielomianami, macierzami diagonalnymi, plikami o mniejszym rozmiarze. .. ). Z podobnym zagadnie-
niem spotkalidémy sie juz na wykladzie z analizy matematycznej — przyblizenie funkcji wielomianem
powstalym przez odrzucenie reszty we wzorze Taylora, tj.

f(n) (z0)

f(@) = Typ(x) = flxo) + f'(xo)(x —x0) + ... + o

(x — x0)"

to nic innego, jak aproksymowanie funkcji (by¢ moze bardzo zlozonej) funkcjami o prostszej postaci.
Okazuje si¢ jednak, ze otrzymany w ten sposéb wielomian T, najczesciej nie jest optymalny (tzn. na
0gol istnieje wielomian stopnia n, ktéry przybliza funkcje f doktadniej niz T',,).

11.5.1. Wyznaczanie rzutu ortogonalnego

Przypu$émy, ze wektory uj,...,u, sa baza podprzestrzeni V. Warunek (11.6) réwnowazny jest
wéwcezas warunkowi
u—u* Lu (i=1,...,n). (11.8)
Poniewaz u* € V zatem istnieja skalary af,..., o) € R dla ktérych

ut = ajup ... gy,
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11.5. Rzut prostopadty na podprzestrzen liniowa

*

Aby wyznaczy¢ rzut ortogonalny u* wektora u wystarczy wiec wyznaczy¢ jego wspélrzedne of, ..., o,

wzgledem dowolnej bazy przestrzeni V. Zaleznosé (11.8) oznacza, ze dlai=1,...,n:

0= s (u—u',ug) = s (u— Sy o, us) = s (u,ug) — S yofs (g us)

lub réwnowaznie
S opys (ui, ug) of = s (u,u;) -

Szukane wartosci af, ..., o), sa wiec rozwiagzaniem ukladu réwnan liniowych
s(up,ur) -+ s(ug,up) af s (u,uq)
= : . (11.9)
S(Umul) S(Umun) O‘Z 5(u7un)
Uktad (11.9) to tzw. uklad réwnan normalnych. Macierz G = [s (u;, uj)] tego ukladu to macierz
Grama — posiada ona wiele waznych i interesujacych wtasnosci. Mozna na przyklad pokazaé, ze
jej wyznacznik jest rézny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy wektory wuq,...,u, sa liniowo niezalezne.

Posta¢ macierzy G zalezy od wyboru bazy przestrzeni V. W przypadku, gdy baza uq, ..., u, jest bazg
ortonormalna, macierz G jest macierza jednostkowa, a rozwiazaniem ukladu (11.9) sa skalary

a =s(u,u;), (GF=1,...,n).
Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 11.5. Niech uy,...,u, bedzie bazg ortonormalng podprzestrzeni V' przestrzeni liniowej
X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Dla dowolnego wektora uw € X istnieje doktadnie jeden wektor
u* € V bedgcy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V. Wektor ten okreslony jest wzorem:

n

ut = Zs (w, ui) u;. (11.10)

=1

Przykltad 11.8. Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora uw = (1,1,1, 1) na podprzestrzen X przestrzeni
R?* rozwazang w przyktadzie 11.7 (z naturalnym iloczynem skalarnym). Przypomnijmy, Ze ortonor-
malng baze X stanowiq wektory

u = ‘f (—1,1,0,-1), us= \f (0,-1,1,-1).

Poszukiwany wektor u* wyznaczymy ze wzoru (11.10). Otrzymujemy

1 1 1
u* = (uowuy)up + (uoug)ug = —3 (-1,1,0,-1) — 3 0,-1,1,-1) = 3 (1,0,—-1,2).
Przyktad 11.9. Rozwazmy nastepujgcy problem optymalizacyjny: wyznaczyé te wartosci parametréow
a,b € R, dla ktérych objetosé bryly powstalej przez obrét wokdt osi O, wykresu funkcji f(x) = 23 +ax+b
dla x € [—1,1] jest najmniejsza.
Zauvwaimy, ze

1 1
V= 7r/ fA(z)dx = 7T/ (2® + azx + b)%dx = 7||lu — v|)?,
-1 -1
gdzie u(x) = 23, v(x) = —ax — b oraz ||g||?> = s(g,9) dla iloczynu skalarnego

1
s(g,h) = /lg(az)h(:p)dx.

Z twierdzenia o optymalnos$ci rzutu ortogonalnego wynika, Ze wartosci a,b nalezy wybrac w ten sposob,
aby wielomian v(x) = —ax — b byl rzutem ortogonalnym wielomianu u(zx) = x* na podprzestrzen
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1. Aby go wyznaczyé ustalmy baze przestrzeni wi: vi(xz) = 1, va(x) = x. Zastosujemy algorytm
Grama—Schmidta, aby wyznaczycé baze ortonormalng przestrzeni mi. Poniewaz

1
o)) = / 2(a)de = V2,
—1

zatem ui(z) = vi(z)/||vi| = V2/2 jest pierwszym elementem bazy ortonormalnej przestrzeni .
Podobnie

1
b(x) = va(z) — s(va, ur)ui(x) = = — % /_1 xdr = x

0] = \//11 b2 (x)dr = \//11 22dz = \26,

zatem ua(x) = b(x)/||b]| = V62/2 to drugi elementem bazy ortonormalnej przestrzeni my. Na podstawie
zaleznodci (11.10) otrzymujemy

oraz

/\[3d\[/\f4d 6 _ 3.

u*(z) = s(u, ur)ur(x) + s(u, ug)us(x

Stad wynika, zZe poszukiwane wartosci to a = —3/5, b= 0.



Rozdzial 12

Elementy geometrii analitycznej w R?

Elementy tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R® = {(z,y, 2) : x,y, 2 € R} mozemy interpre-
towaé co najmniej na trzy sposoby:

e jako zbi6r punktéw (z,y, z) (wykres 4a)); bedziemy je oznaczaé¢ duzymi literami A, B, C' itd. Liczby
rzeczywiste x,y, z nazywamy wspoOlrzednymi punktu A = (z,y, z). Punkt nie jest wielkoScia wek-
torowa — nie ma zwrotu, kierunku, dtugoéci.

e jako zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych 7,?,?, 7 itd. (wykres 4b)). Wektory te maja
wspdlny poczatek w punkcie O = (0,0,0). Kazdy punkt P = (x,y, 2z) wyznacza dokladnie jeden
wektor zaczepiony OP = (z,y, z).

e jako zbiér wszystkich wektoréw swobodnych u, przy czym przez wektor swobodny v rozumiemy
zbior wszystkich wektoréow zaczepionych w dowolnym punkcie, ktére maja te sama dtugosé, ten sam
zwrot oraz ten sam kierunek co wektor @ (wykres 4c)). Kazde dwa réime punkty A = (Za, Ya, Za)
oraz B = (xp, yp, 2p) Wyznaczaja dwa wektory swobodne

—
fﬁ = (l’b —ZLarYp — Ya, b — Za) oraz BA = (xa — Tby Ya — Yby 2a — Zb) ;

—
wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora zﬁ . Punkt A (odpowiednio B) nazywamy

poczatkiem (koncem) wektora E Poczatek (koniec) danego wektora jest koncem (poczatkiem)
wektora do niego przeciwnego.

Niech @ = (Tuy Yu, 20) OTAZ v = (v, Yu, 2v) beda dowolnymi wektorami oraz niech av € R. Wpro-
wadzamy dwa naturalne dziatania: sume wektoréw

d;
7+7:]c(xu+$vayu+yvazu+zv)

oraz mnozenie wektora przez skalar:

o 7L (g, Yy, 02y, -

Dtugosé wektora 0 okreslamy wzorem:

d
171 L a2+ 42+ 22
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

a) b) c) 7
U
7’

Wykres 4. Punkty, wektory zaczepione, wektory swobodne.

=

12.1. Iloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.1. Tloczyn skalarny
Rozwazmy dwa wektory iV przestrzeni R3.
Definicja 12.1 (iloczyn skalarny). Iloczyn skalarny wektoréw U oraz U to liczba (skalar) o

okreslona wzorem
Tod LY@ |7 cos£ (X, D), (12.1)
gdzie £ (4,7 to kqt miedzy wektorami W i U ; zakladamy, 7e 0 < £ (U, 7) < .
Mozna wykazaé, ze jezeli U = (Tws Yu, 2u) OTAZ v = (v, Yo, 2v) tO
707:wu-xv+yu-yv+zu-zv. (12.2)
Ze wzoréw (12.1) oraz (12.2) wynika, ze kat miedzy niezerowymi wektorami @ i ¥ wyraza sie wzorem

Ty Ty T Yu Yo T 2u " 20

£ (U, ) = arccos — -
\/xu+yu+zu' \/xv+yv+zv

Wtasnosci iloczynu skalarnego
Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi
a) Lo =7 ou;
b) o = ||’
¢) (- WoV =a-(Uo);
d) (W+ 7)o@ = (T o @)+ (T od);
e) |uo¥| < ||W| || V] (nieréwnosé Schwarza);

f) WL7 < W oW =0 (warunek ortogonalnosci wektoréw).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu skalarnego.

Uklad wspéirzednych

Uktadem wspdlrzednych w przestrzeni R? nazywamy trzy ustalone wzajemnie prostopadle proste,
przecinajace si¢ w jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu wspélrzednych. Zwyczajowo proste
te oznacza si¢ Oz, Oy oraz Oz i nazywa si¢ osiami uktadu wspotrzednych Oxyz. Poczatkiem uktadu
wspolrzednych jest zazwyczaj punkt (0,0,0). Geometria analityczna to geometria uprawiana w wy-
branym uktadzie wspotrzednych.

12.1.2. Tloczyn wektorowy

Niech o = (T Yu, 20) OTAZ v = (Ty, Yo, 2v) beda dowolnymi wektorami z przestrzeni R3.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Definicja 12.2 (iloczyn wektorowy). Illoczynem wektorowym wektoréw U oraz U nazywamy wek-
tor
U XV = (yuzv = Yvlu, To2y — Luly, Tuly — xvyu) . (12.3)

Latwo sprawdzié przez bezposredni rachunek, ze wzor (12.3) mozna wyrazi¢ w postaci symbolicz-
nego wyznacznika

- = =
i 5k

Ty Yo 2o
— — —
i =(1,0,0), 7 =(0,1,0), k& =(0,0,1). Mozna réwniez wykazaé, ze

1T x V| = IZ|| - [ ¥]| - sin £ (¥, )
gdzie, podobnie jak poprzednio, £ (7, 7) to kat miedzy wektorami @ i U (0< 4« (7, 7) < ).

gdzie

Wtasno$ci iloczynu wektorowego
Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi
a) Ux ¥ =—(7xU);
b) (a- W)xV=Ux(a-V)=a- (U x7);
) (W+)xW=(UxW)+ (¥ xW);
d) |7 x T < 7] 7]
e) UxV=0a{d||TVd=0VT =0} (warunek réwnoleglosci wektoréw);
) UxT LW, TxT LT

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnoéci iloczynu wektorowego.

Przyktad 12.1. Rozwazmy trzy punkty
A=(0,1,0), B=(1,0,1), C=(1,1,1)

bedgce wierzchotkami pewnego trojkgta. Obliczymy jego pole.
Zavwwazmy, ze dwoma bokami tréjkqt o wierzchotkach A, B,C sq wektory zﬁ oraz ﬁ; jego pole
P wyraza sie wiec wzorem

p- %HEH | AC)| - sin £ (AB, AC) = %HE « AC.

Poniewaz
AB =(1,-1,1), AC =(1,0,1),
zatem SO ?
? J
ﬁxﬁ: 1 -1 1 :_Z+k:(_150a1)
1 0 1

-1.0.1 2
1 ostatecznie P = H<’2’)H = \2[

Orientacja uktadu wspétrzednych

Rozrézniamy dwie orientacje ukladu wspoélrzednych Ozyz — orientacje dodatnia (uklad prawo-
skretny) oraz ujemna (uktad lewoskretny). Orientacja uktadu zalezy od wzajemnego polozenia osi
uktadu Oz, Oy oraz Oz. Jezeli wyprostowany kciuk prawej reki umiescimy w ten sposéb, aby wskazy-
wal dodatnia czes$¢ osi Oz, a zgiete palce wskaza kierunek obrotu od osi Oz do osi Oy (odpowiednio:
od osi Oy do osi Oz) to wéwczas mamy do czynienia z ukladem prawoskretnym (lewoskretnym).

Iloczyn wektorowy U x U dwoéch niezerowych, niewspétliniowych wektordw U,V przestrzeni
R3 ma te wlasnoéé, ze orientacja tréjki wektoréw 7,7,7 x U jest zgodna z orientacja uktadu
wspoirzednych Ozyz.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

a) 5 b) 5

Y x
Wykres 5. Orientacja ukladu wspélrzednych: a) uktad lewoskretny, b) uktad prawoskretny.

12.1.3. Iloczyn mieszany

Niech ¥ = (Tus Yu, 2u) Y = (Tv, Yo, 2v) W = (Zw, Yw, 2w) beda dowolnymi elementami przestrzeni
R3.
Definicja 12.3 (iloczyn mieszany). lloczynem mieszanym uporzedkowanej trojki  wektorow

U, U, W nazywamy liczbe (0,7, W) okreslong wzorem

(7,7, )L (7 x 7)o, (12.4)

Latwo wykazaé, ze iloczyn mieszany wektoréw jest wyznacznikiem macierzy, ktérej wiersze (lub
kolumny) sa wspélrzednymi tych wektoréw, tj.:

(77 73 m) =| Tv Yo Zv |- (12.5)
Tw Yw Rw
WtasnoS$ci iloczynu mieszanego
Dla dowolnychﬁ, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi:

a) (77?) — (U, W, W) = (¥, W, °);

b)a (77 )=(a U, 7, W)= (U,o-V, W) = (U, V,a W);
c) (Ui +us, v, W) = (uf, ¥, W) + (w5, ¥, W) ;
d) (7,7, @) < ||| [I7] - [F])-

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu mieszanego.

12.1.4. Zastosowanie geometryczne iloczynu wektorowego oraz mieszanego

Niech @ = (xu,yu,zu),7 = (xv,yv,zv),ﬂ2 = (Tw, Yuw, 2w). lloczyny wektorowy oraz mieszany
maja liczne interesujace zastosowania geometryczne. Mozna przy ich pomocy wyznacza¢ miedzy
innymi:

v' pole réwnolegloboku: pole P, réwnolegtoboku rozpietego przez wektory i wyraza sie
wzorem (zob. wykres 6a))

P, =||d x 7| (12.6)
v' pole trdjkata: pole P; trdjkata rozpietego przez wektory i wyraza sie wzorem

P, = % |7 x 7| ; (12.7)

v' objetos¢ réwnolegloscianu: objetos¢ V, réownolegloscianu rozpigtego na wektorach 17,
wyraza sie wzorem (zob. wykres 6b))

= (7, 7, W)|; (12.8)
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

v' objetos¢é czworoscianu: objetos¢ V. czworoscianu wyznaczonego przez wektory , 7, w wyraza
sie wzorem (zob. wykres 6¢))

Vo= 2|, 7, B). (12.9)

a) b) c)

ﬁ
- w,

Wykres 6. Zastosowanie iloczynéw wektoréw: a) wektorowego; b) i ¢) mieszanego

Przykltad 12.2. W celu uzasadnienia wzoru (12.8) zavwazmy, Ze

cos (U x U, W) = ﬁ,

gdzie h to dlugosé wysoko$ci poprowadzonej do podstawy rozpietej przez wektory U oraz V. Stad,
objetosé V,. rownolegloscianu rozpietego przez wektory 7, 7, W to

Vi=P, - h= " x V|- |&]-cos&(d x 7, W)= (d x ¥) oW = (U, V,d).

Zawwazmy, ze w ten sam sposéb uzasadniamy wzdr (12.9): objetosé V. czworoscianu rozpietego przez

wektory 7, 7, W to

-Pp-h:é~||7><7H-h:é~||7><7H-||E?||-cosi(7x7,ﬁ):

.mm)m:éw,v,m

&
I

D= W

Przyktad 12.3. Aby obliczyé dlugosé h wysokosci tréjkqta o wierzcholkach w punktach
A=(1,1,1), B=(222), C=(3,4,5)

opuszczonej z wierzcholka C, mozemy zastosowacé wzor (12.7). Mamy ﬁ =(1,1,1), ﬁ =(2,3,4)

oraz . .
P = J|AB x AC|| = S| AB|| - h.
Poniewaz S 5 o
i 7k
EX@Z 1 1 1 :(1a_271)
3 4
zatem

Przyktad 12.4. Aby obliczyé diugosé h wysokoéci czworoscianu o wierzchotkach
A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(0,2,3), D=(3,4,5)

opuszczonej z wierzcholtka D, zastosujemy wzor (12.9). Mamy

V:é‘(fé,ﬁ,ﬁ)’ L Paae

"3
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12.2. Ptaszczyzna w przestrzeni R?

gdzie Paapc to pole tréjkgta o wierzcholkach w punktach A, B,C. Mamy
AB = (1,0,0), AC =(0,2,3), AD = (3,4,5).
Zatem 7
1@ X ﬁ =1

0

=(0,-3,2).

N O
WO |

Stad oraz ze wzoru (12.7) wynika, Ze

1 V13
Pprapce = §H(Of—372ﬂ|::‘zfﬁ

Poniewaz

—2,

(35,40, 75) = | o
3

N
ot w o
I

zatem ostatecznie otrzymujemy

1|(48.4C.3D)| »y1s

h== —
2 Prage 13

12.2. Plaszczyzna w przestrzeni R?

12.2.1. Roéwnanie normalne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xg,yo, z0) oraz prostopadlej do niezero-
wego wektora 77 = (A, B,C) ma postaé

T A(x —x0)+B(y —yo) +C (2 — 2p) = 0. (12.10)

Jest to tzw. ré6wnanie normalne ptlaszczyzny; wektor w jest jej wektorem normalnym.
Latwo stwierdzi¢, ze réwnanie
Ax+ By+Cz+ D =0,

gdzie A2 + B? 4+ C? > 0, réwniez opisuje plaszczyzne — jej wektorem normalnym jest wektor
7 = (A,B,C) i przechodzi ona przez punkty P, = (—%,0,0), P = (O,—%,O), Py = (0,0,—%)
(o0 ile oczywiscie ABC' # 0).

12.2.2. Roéwnanie odcinkowe plaszczyzny

Roéwnanie postaci

Yy
b
w ktérym a, b, ¢ € R\ {0}, nazywamy réwnaniem odcinkowym plaszczyzny 7. Plaszczyzna opisana
réwnaniem (12.11) przecina osie Ox, Oy oraz Oz ukladu wspélrzednych Ozyz w punktach réwnych
odpowiednio P, = (a,0,0), P, = (0,b,0), P, = (0,0, ¢).

me S4¥p o (12.11)
a (&

12.2.3. Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xg,yo, 20) 1 réwnolegltej do dwdch nie-
wspolliniowych (nielezacych na jednej prostej) wektoréw v = (v, Yo, 2v) LW = (Tw, Yw, 2w) Ma postac:

T =29+ TTy + STy
™ Y=1Yo+ Yo+ SYn , gdzier,secR.
2 =20+t T2y + Szy

Jest to tzw. rownanie parametryczne plaszczyzny.

91



12.3. Prosta w przestrzeni R3

12.2.4. Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty

Kazde trzy niewspoélliniowe punkty Pp, P>, P3; wyznaczaja dokladnie jedna plaszczyzne 7, ktéra
je zawiera. Niech P, = (x;,yi,2) (i=1,2,3). Punkt P = (z,y,2) lezy na plaszczyZnie wy-
znaczonej przez punkty Pp, P>, P3 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory Py P, PPy oraz P P5; sa li-
niowo zalezne. Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez trzy niewspodtliniowe punkty
P = (zi,vyi,2i), © = 1,2,3, mozna wiec wyrazi¢ w postaci:

r—x1 Yy—uy1 <2—z
VI T2 —T1 Y2 — Y1 22— 21 =0. (12.12)
3 —T1 Ys—Y1 <3 — %21

12.3. Prosta w przestrzeni R?

12.3.1. Roéwnanie parametryczne prostej
Rozwazmy dowolny punkt P = (xq, yo, 20) oraz niezerowy wektor v = (Tv, Yo, 2v). Réwnanie
Tr=x9+tx,

l: y=yo+ty, , gdzieteR (12.13)
z=2z9+tz,

jest r6wnaniem prostej | przechodzacej przez punkt P i ré6wnolegtej do wektora .

12.3.2. Roéwnanie kierunkowe prostej

Przypus$émy, ze prosta [ jest zapisana w postaci parametrycznej (12.13) oraz zaldézmy, ze zadna
ze wspolrzednych wektora ¥ nie jest zerem. Wyliczajac z kazdego z trzech réwnan ukladu (12.13)
parametr ¢, otrzymujemy réwnanie kierunkowe proste;j:

. TSR _ YTV _ETX (12.14)
Loy Yo 2y
12.3.3. Roéwnanie krawedziowe prostej
Rozwazmy dwie nieréwnolegte plaszczyzny
m o Aix+ Biy+Ciz+ Dy =0 oraz my: Asx + Boy + Coz + Dy = 0.
Czescig wspolna tych plaszezyzn jest prosta
Ax+Biy+Ciz+ D1 =0

l: ; 12.15
{AQ(L‘+BQZJ‘|‘CQZ+D2:O ’ ( )

réwnanie (12.15) to jej réwnanie krawedziowe.

Zauwazmy, ze plaszczyzny mw; oraz mwo nie sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory
normalne 7] = (Ay,B1,Ch) i n% = (Ag, By, C) nie sa réwnolegle, tj. X b % 0. Wektor ] X b
jest jednoczesnie wektorem kierunkowym (réwnolegltym) prostej I.

12.4. Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

12.4.1. Kat miedzy plaszczyznami oraz prostymi

Przyjmuje sie, ze kat miedzy dwiema prostymi (dwiema plaszczyznami) to kat jaki tworza wektory
kierunkowe tych prostych (wektory normalne plaszczyzn). Kat miedzy prosta i plaszczyzna, to kat
/2 — «a, gdzie « to kat ostry jaki tworza wektor kierunkowy prostej oraz wektor normalny plaszczy-
zny. Znajac wektory normalne ptaszczyzn oraz wektory kierunkowe prostych, szukane katy mozna
tatwo wyliczy¢ wykorzystujac stosowne wlasnoéci iloczynu skalarnego lub iloczynu wektorowego tych
wektorow.
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12.4.2. Odlegloéé punktu od ptaszczyzny

Latwo wykazaé, ze odleglosé punktu Py = (xq, yo, 20) od plaszczyzny m: Ax + By +Cz+ D =0
wyraza sie wzorem
- ‘Ax() + Byo + Czp + D‘

W= o

(12.16)

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzor.

12.4.3. Odlegto$é punktu od prostej

Mozna wykazaé (zob. wykres 7a), ze odleglto$é punktu Py od prostej [ przechodzacej przez punkt
P i réwnoleglej do wektora K4 wyraza sie wzorem

—
d(Py,l) = ”P””DO >|<| i} (12.17)

Wykres 7. Odleglosé punktu Py od prostej [ (rys. a) oraz
odleglo$¢ miedzy prostymi skosnymi /7 i Iy (rys. b).

12.4.4. Odleglosé miedzy plaszczyznami

Rozwazmy dwie plaszczyzny rownolegte w1 : Ax+By+Cz+ Dy = 0 oraz my : Az+By+Cz+Dy =0
(plaszczyzny réwnolegle maja ten sam wektor normalny). Ze wzoru (12.16) wynika natychmiast, ze
odlegto$¢ miedzy tymi plaszczyznami wyraza sie wzorem

|D1 — Dy
VAT B2+ C?

d(mi,m) =

12.4.5. Odlegto$é miedzy prostymi

Niech /; (odpowiednio l2) bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; (odpowiednio Ps) réwnolegla
do wektora v{ (odpowiednio v3).

Proste réwnolegte

W przypadku, gdy proste {1 i Iy sa réwnolegle (mozemy woéwczas przyjaé, ze = @), wzOr na

odlegto$¢ miedzy nimi wynika ze wzoru (12.17). Mamy
—
_IPP x |
d(li,lp) = —=—.
[[vi |
Proste sko$ne

—

%
Jezeli proste I3 i Iy nie sa réwnolegle (tzn. vl x U3 # 0; zob. wykres 7b), odleglo$¢ miedzy nimi

obliczamy ze wzoru
D o
P1P2,01702)‘

1o x v3||

d(ly,lp) = ‘(
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 03.02.2011

Zadanie 1. Wyznacz sume rozwiazan réwnania:
(8z+1—i)? —2Tiz* = 0.
Zadanie 2. Niech up = (1,2,1). Rozwazmy odwzorowanie
f:R3350v =y xveRS,

gdzie x oznacza iloczyn wektorowy.

a) Uzasadnij, ze f jest endomorfizmem.

b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu f.
Zadanie 3. Rozwazmy dwie macierze:

3 0 4 10 0
A= o -1 o |, B=|lo0 -1 1
—2 0 -3 00 -1

a) Sprawdz, czy macierze A i B sa podobne.
b) Wyznacz macierz I + A? + A%, ..+ A100,
Zadanie 4. Rozwazmy podprzestrzen liniowa

V:{(ac,y,z)eR3:2x+y—z:O, r—2y+z=0}

przestrzeni R3. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, —1,1) na podprzestrzen V. W prze-
strzeni R? przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

a—1 1 -1
A= 1 1 —-a
-1 —-a 4

ma tylko nieujemne wartosci wlasne.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 - 10.02.2011

Zadanie 1. Na plaszczyznie zespolonej zaznacz zbiér:

{ ec:Tg d <7r}
z —<Larg—m < — ;.
6 g(z+iz)2 4

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy dzialanie * okre$lone wzorem a * b = a + b — ab.
Sprawdz, czy struktura (Z, %) jest grupa.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F : w3 f — f + f' € mo.

Zadanie 4. Wyznacz wartosci parametru a € R, dla ktérych uktad réwnan

r+y=—-a(l+y)
20 +y =azr — 2
2r+ay=1—a

posiada niezerowe rozwiazanie.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy

L 1201
L R R

a b c
V—{[b c d].a,b,c,deR}

2 3
przestrzeni R?*3. Przyjmij iloczyn skalarny [a;;] o [bi;] = 3. 5" aijbij.
i=1j=1

na podprzestrzen

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 24.02.2011

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskich uczelni zdawali
pisemny egzamin z algebry liniowej. Kazdy ze studentéow uzyskata inna liczbe punktow. W grupie
zdajacych wprowadzono dwa dziatania: rq, ktére z dwoch oséb wybiera te, ktéra uzyskata lepszy
wynik z egzaminu oraz ra, ktére z dwdch oséb wybiera osobe mlodsza (decyduje numer PESEL).
a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna zlozona z powyzszej grupy studentéw oraz dzialania rq

jest grupa?
b) Sprawdz rozdzielnosé dzialania r; wzgledem dzialania rs.

Zadanie 2. Prosta y = ax + b przecina wykres funkcji y = 22° — 23 + 42% + 3z — 7 w pieciu réznych
punktach (z1,y1), (z2,92), (z3,y3), (T4,y4), (x5,y5) . Pokaz, ze wartos¢ z1 + x9 + x5 + x4 + =5
nie zalezy od parametréw a i b.

Zadanie 3. Niech A € R3*3 bedzie macierza, tak ze

-1 -1
2

1

A+ A =

S O N

0
0
Czy macierz A3 + (A*1)3 jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, wymiar obrazu endomorfizmu
f : R? — R3 okreslonego wzorem

f(@,y,2)=(—20+ (-1 —a)y+ z,ax — az, —x + (a +a®) y + 2) .

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,2, 3) na podprzestrzen liniowa z +y + 2 =0
przestrzeni R3. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 03.02.2012

Zadanie 1. Liczby a,b, c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 323 — 1422 4+ 2 + 62. Oblicz

1 N 1 N 1
a+3 b+3 c+3

Zadanie 2. Niech R}*™ oznacza zbiér macierzy wymiaru n X m o elementach nalezgcych do zbioru
R, =R\ {0}. W zbiorze R}*™ wprowadzamy dzialanie o okreslone wzorem:

ailr -+ Qim bir -+ bim aitbin -+ aimbim

Gp1 - OGnm bnl e bnm anlbnl e anmbnm

Czy struktura (R?*, o) jest grupa abelowa? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 3. Sposréd rozwiazan roéwnania

(2% —27i) (z* = (3+14) 2 +2+2i) =0

wybierz te, ktore naleza do zbioru {z eC:0< A Argz < g} .
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R? postaci

L(z,y,z) = (x+ 2,3z +2z,2).

Czy istnieje baza przestrzeni R3, w ktorej macierz Ay, odwzorowania L jest diagonalna? OdpowiedZ
uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz te baze.
Zadanie 5. W przestrzeni R3*3 iloczyn skalarny s okreslono wzorem:

3 3

s ([aij], [big]) =D aisbij.

i=1 j=1

Wyznacz rzut ortogonalny wektora

<

I
= O O
SN O
S O W

na podprzestrzen V = {A ER33 A= AT}.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 09.02.2012
Zadanie 1. Niech
5 0 1 1
-1 0 7 -1

W zbiorze V = {v € R* : (A — 6I) v = 0} wprowadzamy dzialanie ® okreslone wzorem
V1 Q@ Vg = (UO le)—(vg XU()),

gdzie x to iloczyn wektorowy. Sprawdz czy: a) dzialanie ® jest wewnetrzne w zbiorze V; b) dzia-
lanie ® jest przemienne; c) dzialanie ® posiada element neutralny. Czy struktura algebraiczna

(V,®) jest grupa?
Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie

2
(432(sin%+icosg>z+1+i) +24=0

ze wzgledu na niewiadoma z € C.
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Zadanie 3. Znajdz rozwigzania ponizszego ukladu réwnan

2r4+y—z+t=1
y+3z—-3t=1
z+y+z—t=1

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

jest diagonalizowalna.
Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V:

V = span {sinz,cosz,xsinx, z cosz}

okreélono odwzorowanie liniowe £ : f — f + f'. Wyznacz ker £, Im £ oraz sprawdz, czy jest
to endomorfizm na V; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz réwniez jego rzeczywiste
wartosci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 24.02.2012

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior G = {(t, 2t) 't e R} wraz z dzialaniem

h((z1,y1), (x2,y2)) = (1 + 22 + 2,4y192)

tworzy grupe. Czy jest to grupa abelowa?

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie 26 — 223 + 2 = 0 ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Sposréd wielomianéw vy (z) = 23 + 222 + 2 — 1, vo (x) = 22% + 422 — 2 — 2, v3 (2) = =,
vy (x) = 23 4+ 222 + = + 1 wyznacz te, ktére sa liniowo niezalezne; nastepnie uzupehij je do bazy
przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej cztery.

Zadanie 4. Czy macierze

1 2 3 1 0 0
A=102 2|, B=|2 2 0
0 0 -1 3 2 -1

sg podobne? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz ustala-
jaca to podobienstwo.
Zadanie 5. Wyznacz dtugos$é¢ wektora ﬁ , gdzie A to punkt w ktérym prosta [ : %‘1 =y+1= 236
przecina plaszczyzne m : 4 (x + 1) + 2y + 6z = 0, a B to rzut ortogonalny, w sensie naturalnego

iloczynu skalarnego przestrzeni R3, wektora u = (1, —1,6) na plaszczyzne 2z +y + 3z = 0.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 01.02.2013

Zadanie 1. Wyznacz sume oraz iloczyn wszystkich elementéw zbioru *°8/1 + i.
Zadanie 2. Dla jakich wartosci parametru p € R uklad réwnan

r+ply+z =-p
zty—pz =p°
y+z =1

ma dokladnie jedno rozwigzanie? Zbadaj liczbe jego rozwigzan w pozostatych przypadkach.
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Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru ¢ € R dla ktérych funkcja

T

T 1 2a —4 T
@:R39(x1,1‘2,x3)—> T2 -2 a-1 0 o | €R
T3 2a 0 2—a T3

przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,0, 0) na podprzestrzen liniowa

V:{(x,y,z)6R3:ac—l—ﬁy—z:O,—x—|—2y+z:0,3x+2y—3z:0}.

W przestrzeni V przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny przestrzeni R3.
Zadanie 5. Niech A € R?*2. Uzasadnij, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi A™ = 02,
to A2 = 02><2.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 - 08.02.2013

Zadanie 1. Uzasadnij, ze punkty (a1,b1), (az,b2), (a3, bs) stanowia wierzchotki tréjkata réwnobocz-
nego o srodku w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspélrzedne spelniaja nastepujace
warunki:

ar+as+a3=0 aias + ajas + asag — biby — b1bg — bobg =0

by +b2+b3 =0 arby + asby + a1bs + azby + agbs + azby = 0

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie (z + a)3 = ¢ ze wzgledu na niewiadomg z € C; nastepnie zaznacz na
plaszczyznie zespolonej te wartosci parametru a € C, dla ktérych rozwiazania te naleza do zbioru
{zEC:§<Argz<7r}.

Zadanie 3. Oblicz odlegto$¢ punktu przeciecie si¢ prostych

r=1+2t r=1+1
ly: Yy=—1 Iy : y=—3+1, teR
z=4— 3t z=3—1t

od podprzestrzeni liniowej V' C R? rozpietej przez wektory u; = (1,0,1), uz = (2,1,0).

Zadanie 4. Rozwazmy endomorfizm F : m > f — f(0) + f(1)x + f(=1)2? € mo, gdzie m to
rzeczywista (tj. nad cialem R) przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wiekszego niz dwa
z naturalnymi dziatlaniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar. Sprawdz,
czy endomorfizm F' jest diagonalizowalny; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz dla niego
baze Jordana przestrzeni ms.

Zadanie 5. Rozwazmy baze przestrzeni R? v; = (1,0,2),v2 = (—1,1,0),v3 = (1,1,1) ortonormalna
wzgledem iloczynu skalarnego s. Wyznacz kat, wzgledem tego iloczynu skalarnego, pomiedzy
wektorami u = (1,2,3) oraz w = (1, 1,4).

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 8 — 19.02.2013

Zadanie 1. Niech T3 oznacza zbiér macierzy tréjkatnych gérnych wymiaru 3 x 3 z jedynkami na

przekatnej. Sprawdz, czy struktura algebraiczna (73, -) jest grupa; dzialanie - to iloczyn macierzy.
Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz

19

A=| -1 4

-1 5

= w o

jest diagonalizowalna.

98



Zadania egzaminacyjne

Zadanie 3. Wyznacz wektory wtasne endomorfizmu
Fimys fz) = —f (@) + f(2) — f"(2) + f(0) € ma,

gdzie Ty to rzeczywista przestrzen wielomianéw stopnia nie wiekszego niz dwa z naturalnymi dzia-
laniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.

Zadanie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postaé 4 (A) = —A3 —3A\%2 + X 4+ 2. Oblicz
wyznacznik macierzy A3 + A%2 — A — 1.

Zadanie 5. Sposrod wektorow

vy = (1,3,1,—1),v9 = (2,4,0,—6) ,v3 = (0,2,2,4) ,u4 = (0,1, -1, =5)
wybierz baze rzeczywistej przestrzeni wektorowej
V ={(z,y,z,w) 6R4:x+y—3z+w:0,2x—y+z:0};
nastepnie uzupetnij ja do bazy przestrzeni

W= {(z,y,z,w) e R*: 3z — 22 + w =0} .

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 04.02.2014

Zadanie 1. W zbiorze K = (0, +00) wprowadzamy dzialania:
a®b=ab, a®b=a"?,

Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K, ®,®) jest ciatem.
Zadanie 2. Rozwigz réwnanie ze wzgledu na niewiadoma z € C:

APt (1-i)z4+i-1=0.
Zadanie 3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
f:R3> (z,y,2) = (—x + 32z, -3z — 4y — 32,92 + 52) € R>.
Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni R? zlozona z wektoréw wiasnych endomorfizmu f; w przy-

padku pozytywnej odpowiedzi, wyznacz jego macierz w tej bazie.
Zadanie 4. Czy odwzorowanie f : w3 — mo okreslone wzorem

floy®)=0t+1)"(t-1)+¢ (t+1)
jest liniowe? Jezeli tak, wyznacz jego jadro oraz obraz.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)

wektora u = (2, 1,2) na podprzestrzen liniowa

V:{(w,y,z)6R3:—x+8y—\/§z20,2\/§y—z:0}.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 11.02.2014

Zadanie 1. Przedstaw graficznie zbior tych parametréow a € C dla ktérych wszystkie rozwiazania
rOwnania
2+2(a+i)z+a®+2ai—1-i=0

naleza do zbioru {z €C:—m<Argz < —73y.
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Zadanie 2. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu F' : w9 — 7o okreslonego wzorem
F:at? + bt +c— (da+4b)t* + (20 — 2c +a)t + a + 2b + 2.

Zadanie 3. Suma wyrazéw w kazdym wierszu macierzy A € R™*™ jest réwna s. Uzasadnij, ze s jest
warto$cig wlasna macierzy A oraz wyznacz odpowiadajacy tej wartosci wtasnej wektor wtasny.
Zadanie 4. Rozwazmy dwie bazy przestrzeni m,:

e: {60:1,61:1—i—:c,eg:x+x2,63:x2+x3,...,en:xnfl—i—x”}

oraz
€: {50 =z"e1=2"+1,¢e :$”—|—$,€3:m"+x2,...,€n:m"—|—m"_l}.

Wyznacz macierz P~!, gdzie P oznacza macierz przejécia od bazy e do bazy €.
Zadanie 5. Wyznacz odlegtos¢ prostej [ od plaszczyzny m, jezeli

r=1+2t r=14+t+s
l:¢ y=—-14+t , teR, T y=—-2+t—2s , t,seR.
z=1 z2=3+2t—s
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 18.02.2014

Zadanie 1. Wyznacz liczbe tych elementéw zbioru “°8/20144, ktére naleza réwniez do zbioru
{zEC:%<Argz<g}.

Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz

3 -4 4
A= -2 1 =2
-4 4 =5

jest diagonalizowalna; nastepnie wyznacz macierz A%014,
Zadanie 3. Wyznacz te warto$ci parametru a € R, dla ktérych macierz

4 l—a -2
A

I
—_
|
Q
—
Q

—2 « 4

ma jedynie nieujemne wartoéci wlasne.
Zadanie 4. Wyznacz baze jadra oraz baze¢ obrazu odwzorowania liniowego

F:R> (z,y,2) = (x+y— 22y — 22,2 —y + 2,3z) € R
Zadanie 5. W przestrzeni s iloczyn skalarny o okreslono wzorem
(a1t2 +bit + 01) o (a2t2 + bot + 62) ‘= ajaz + biba + cica.
Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (t) = (¢t — 1)? na podprzestrzen

V ={f € my : f-funkcja parzysta} .

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 03.02.2015

Zadanie 1. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:
a) A= {z € C:Re(z%) — |2|* Im (2%) < O}
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b) B:{ze(c:—% < Arg [(z—iz)ﬂ SO}

Zadanie 2. Niech A bedzie macierzg kwadratowa o elementach rzeczywistych.
a) Oblicz det(2A4) wiedzac, ze det(3A) = 54 oraz det(4A4) = 128.
b) Jakie warto$ci moze przyja¢ wyznacznik macierza A, jezeli

AT (AATYTH(A4AT)T = (det A2) [(det A) AT = 0.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych podany uklad réwnan ma niezerowe

rozwiazanie:
adr+y+z=1
20 —y+32=0
3zr+4z=a

Zadanie 4. Wyznacz, o ile istnieja, te wartodci parametréow a,b € R dla ktérych macierze

3 a—1 b 1 -2 0
A=| -6 3 -5 1, B=| -1 a -1
—4 2 -3 1 1 2
sg podobne.
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 10.02.2015

Zadanie 1. Liczba sg = 1 +iv/2 jest jednym z rozwiazai réwnania
§0— 255 4557 — 453 + 85> —4s +6 =0.

Wyznacz pozostate rozwigzania tego réwnania oraz wybierz spoérdd nich te, ktére naleza do zbioru
{zGC:g<Argz§7r}.

Zadanie 2. Wyznacz rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R?, wek-
tora (1,1,1) na jadro odwzorowania liniowego

F:R35 (z,y,2) = (y—2x + 2,y — 2z, — 2y + z) € R3.

Zadanie 3. Zbadaj liczbe rozwiazan uktadu réwnan

r—ay+z=1
—2r—y—2z=1
20 —y =12

—r—ay— 2z =2

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.
Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierza postaci

-1 -1 0
A= 2 1 1
1 1 0
(a) Sprawdz, czy macierz A jest diagonalizowalna.
(b) Wyznacz A2015,
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 8 — 26.02.2015
Zadanie 1.
(a) Rozwiaz réwnanie w zbiorze liczb zespolonych: 23 = —8z.

(b) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej liczby zespolone z spelniajace warunek ’zQ + 4‘ > |z — 21].
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Zadanie 2. Wyznacz macierz X spelniajaca réwnanie
A+ BT(XTy A= [AT (A +B) ' +1)]".

Zadanie 3. Rozwazmy cztery punkty A(0,1,0), B(—1,2,1), C(1,0,1), D(1,—1,1). Wyznacz odle-
glosé pomiedzy prostymi l4p oraz lop przechodzacymi odpowiednio przez punkty A, B oraz C, D.
Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 l—a 1
A= 1—-a a 2
1 2 1
ma jedynie nieujemne wartosci wlasne.
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 29.01.2016
Zadanie 1. Niech zg, 21, ..., z4 beda pierwiastkami algebraicznymi stopnia 5 z 32. Oblicz
4 2
k=0
Zadanie 2. Wielomian ¢4 (7) = —23 + 422 + 22 — 1 jest wielomianem charakterystycznym macierzy

A. Wyznacz wielomiany charakterystyczne macierzy: a) 24 — I, b) (A + 27T, c) AL

Zadanie 3. Niech
a

b 0
A=[b 5 2|, uu=1,1,-1".
b —1 4
Wyznacz te wartosci parametréw a, b € R, dla ktorych wektor v; jest wektorem wlasnym macierzy
A. Nastepnie sprawdz, czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna.
Zadanie 4. Rozwazmy przestrzen R? z iloczynem skalarnym o okreglonym wzorem

2 -1
_ T
roy==x <1 9 >y

Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie iloczynu skalarnego o) wektora u = (1, 3)T na podprzestrzen
liniowa rozpieta przez wektor e = (1, l)T.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 05.02.2016

Zadanie 1. Wiedzac, ze z jest liczba zespolong o argumencie gtéwnym a € (g,

(—iz)23

1-|z*

Zadanie 2. Wektory y,vo,v3,...,v, € R"™ tworza baza przestrzeni R™, ortogonalng w sensie natu-
ralnego iloczyny skalarnego o przestrzeni R™ (tj. v ow = vTw). Niech € R" bedzie dowolnym

niezerowym wektorem.

7'(') oraz o module

|z| > 1, znajdz argument gléwny liczby zespolonej

(a) Pokaz, ze wektory x,va,vs, ..., v, sa wektorami wlasnymi macierzy zy’ oraz wyznacz odpo-
wiadajace im wartoéci wlasne.
(b) Wykaz, ze det (I, —zy’) =1—y’z.
Zadanie 3. Wyznacz liczbe rozwiazan uktadu rownan

z+2y—z+2w=1
20+ 4y + 2z — 2w =2
—r—2y—2z4+4w=1

Zadanie 4. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (z,y, z) = 222 — 22z + 2y — 2yz + 22
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 8 — 17.02.2016

Zadanie 1. Czy zbioér liczb niewymiernych z doltaczona liczba 1, z naturalnym dziataniem mnozenia
liczb tworzy grupe? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 2. Rozwazmy odwzorowanie liniowe

F:mysar® +ba*+cx+d— (a+b—c)a’+ (2b+d)z+2c—b € m.

Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (z) = 22 4+ 2x + 2 na podprzestrzen Im F' (tj. na obraz
odwzorowania F') przestrzeni my wyposazonej w iloczyn skalarny (f, g) = fil f(z)g(x)de.
Zadanie 3. Wyznacz sume wszystkich liczb zespolonych z spetniajacych réwnanie

= (—2 + 2\/§i) z

Zadanie 4. Wykorzystujac postaé¢ Jordana macierzy A = ( %1 ) wyznacz cztery rézne macierze
B spelniajace réwnanie B% = A.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 31.01.2017

Zadanie 1. Czy zbiér G = {A € R"*" : |det A| = 1} z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe?
Czy jest to grupa abelowa? Odpowiedzi pozytywne uzasadnij, negatywnag poprzyj stosownym
przyktadem.

Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C?*? spetniajaca réwnanie (A — I )2 (A +2I) = 0 jest diagonali-
zowalna? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych obraz Im f odwzorowania liniowego

f:RYs (z,y,2,w) = (x+ay — 2,20 — 2y + aw,x —y —w) € R3

tworzy plaszczyzne w R3.

Zadanie 4. W przestrzeni R?*? iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem Ao B = tr (ATB) , gdzie tr (+)
oznacza $lad macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy I» (tj. macierzy jednostkowej wymiaru
2 x 2) na podprzestrzen liniowa rozpieta przez macierze

0 1 0 —1
(Vo) (V)

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 07.02.2017

Zadanie 1. Wykorzystujac wzory Viete’a, znajdz wszystkie rozwiazania uktadu réwnan

rTF+y+z=-1—1
zy+zz+yz=2+1 , wktéorym z,y,z € C.
TYyz = —2
Zadanie 2. Wyznacz macierz A € R3*3

odpowiadajg wektory wlasne

o wartosciach wlasnych A\; = 1, \oa = —1 oraz A3 = 0, ktérym
vy = (LLDT, wy, = (1,0,1)7, wy, =(1,-1,0)7.

W rozwiazaniu wykorzystaj posta¢ Jordana poszukiwanej macierzy.
Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych nieréwnosé

1 1 a 2
T >T
v <1 _a>x/y 2 a )Y

jest prawdziwa dla wszystkich z,y € R2.
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Zadanie 4. Niech v, w € R3 bedg wektorami spetniajacymi warunek vov = wow = 1, vow = %, gdzie
o oznacza naturalny iloczyn skalarny w R3. Wyznacz ortonormalna baze podprzestrzeni liniowe;
rozpietej przez wektory v oraz w.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 15.02.2017

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych dokladnie dwa rozwigzania réwnania
2" = 1 4 iv/3 naleza do zbioru { ze€C:0< A Argz < g} Wyznacz te rozwiazania.

Zadanie 2. Punkt xg € X nazywamy punktem stalym odwzorowania f: X — X, jezeli f (zg) = xo.
Wyznacz wszystkie punkty state odwzorowania

fiR33 (z,y,2) = Qu+2z,2+y—3z,—x+ 3y +2) € RS,

Zadanie 3. Wyznacz te wartodci parametru a > 0, dla ktérych macierz

2 a l1l+a
A= 1 3 -1
-1 a 4

jest diagonalizowalna.
Zadanie 4. Niech A, B € R™*", Oblicz:
(a) det (A + B) wiedzac, ze det BT A = 2 oraz det (B~! + A™!) = —3;
(b) det (ATB~1 —I) wiedzac, ze det (BT — A) =5, det (—B) = —det B # 0 oraz B = B.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 1 — 29.01.2018

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 23 — (1 —i)2? — x — 4. Wyznacz

Re (w) , gdzie
a b c 2018
w = <bc + % + ab) .

Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya—Hamiltona, ze wielomian charakterystyczny
macierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerujacym. Wykorzystujac ten fakt uzasadnij, ze dla
dowolnej macierzy A € R?*? oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istniejg liczby oy, 3, € R, dla
ktérych A" = a, A + B, 1>.

Zadanie 3. Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni mo (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie
wiekszego niz 2), w ktérej macierzg endomorfizmu

F:my3az? +br+c— (20 —b) 2%+ 2bx +2¢+ b € m

jest macierz

Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan

2 a-—1 2 2
2 2 2 lz=
-1 1 a -1

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

104



Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 2 — 05.02.2018

Zadanie 1. Liczby z1, 29, 23, 24 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby z = 20 + 18s.
Wyznacz
w=(1-2)"+(1—2)"+(1—2)"+(1—2)°.
Zadanie 2. Niech a # b beda dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f1, f2}, gdzie f1, f2 to funkcje
prowadzace z {a,b} w {a,b} postaci

a, dlaxz=a b, dlaz=a

fl(x):{b, dlaz=>0 "’ fQ(x):{a, dlag=>5b

wprowadzamy dzialanie o skladania odwzorowan, tj. (fog)(z) = f(g(x)). Sprawdz, czy struk-
tura algebraiczna (F,o) jest grupa abelowa.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni m (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wigk-
szego niz jeden) dla endomorfizmu

F:m>ax+b— Ba—b)x+a+bem.

Sprawdz poprawnosé¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy reprezentujacej endomorfizm F' w uzy-
skanej bazie.

Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)
elementu u = (6, 2, —4)T na podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory

o1 =(2,0,-1)7, vy =(1,-52)7".

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 8 — 12.02.2018

Zadanie 1. Niech a € R oraz n € N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygonometrycznej:

z1 = (cosa+isina)”, 29 =(cosa—isina)",

23 = (sina+icosa)”, 24 = (sina—icosa)".

Zadanie 2. Sprawdz, czy podane macierze sa podobne

31 1 2 0 0
A= -1 1 1|, B=|o020];
0 0 2 00 2

w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla ktérej A = PBP~L.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu ¢ () = 2% + 1; nastepnie przedstaw go
jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego.

Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierzg postaci

1 0 1
A= 2 2041 3a
-1 a a+1

Wyznacz zbior tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R? 3 2 — 27 Az € R przyjmuje
jedynie wartos$ci nieujemne.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 81.01.2019
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 1. Liczby s1, so, s3, 54 to pierwiastki wielomianu
f(s)=—s"+(1+i)s>+is+1.
Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér liczb A € C spelniajacych warunek

4 2 4 7 2
Dhmt M sl < Dy A+ sk
Zadanie 2. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych zbiér
{AeR™" : det A =a}

z dziataniem mnozenia macierzy tworzy grupe.

Zadanie 3. Rozwazmy endomorfizm f : R? 3 (z,y, 2) — (ax +vy,2y,bz —y) € R3, gdzie a,b € R to
nieznane parametry. Dobierz je w ten sposob, aby endomorfizm f posiadat jedng potrojna wartosé
wlasna; nastepnie sprawdz, czy jest on wéwczas diagonalizowalny.

Zadanie 4. W przestrzeni w3 (7 — przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej k)
wprowadzamy iloczyn skalarny

(f,9) = Sh_of ™ (0) g™ (0),

gdzie h®) oznacza k-ta pochodng h, h®) = h. Wyznacz rzut ortogonalny elementu u () = (z + 1)*
na podprzestrzen ms.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 06.02.2019

2019

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior rozwigzan réwnania s =1 z dzialaniem

h(s1,s2) = 5152

tworzy grupe.

Zadanie 2. Niech f : R® 3 (z,y,2) — (az +y,2y,bz —y) € R, Wyznacz te wartoéci parametréw
a,b € R, dla ktérych endomorfizm f jest diagonalizowalny.

Zadanie 3. Wyznacz bazy ortonormalne (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego w R3) jadra oraz
obrazu endomorfizmu z poprzedniego zadania. Przyjmij a = b = 0.

Zadanie 4. Punkt zp € X nazywam punktem stalym odwzorowania f : X — X jezeli f (xzo) = xo.
Zbadaj liczbe puntéw statych odwzorowania

fiR3 S (z,y,2) = 2x+(a—1)y+22+ 12—y, 22+2y+ (a+1)z—2) € R

w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 3. — 14.02.2019

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z spelniajace warunek 23 |z| = (4 — 41/3i)z.
Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach wlasnych

v =(2,1,1)7 v =(=1,1,0)" v = (3,0,1)7.

Ile jest takich macierzy?

Zadanie 3. Rozwazmy uklad réwnan liniowych Az = b, gdzie A € R?*2 oraz b € R?. Niech wy oraz
w1, wo oznaczaja wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macierzy powstalych z macierzy A
przez zastapienie odpowiednio jej pierwszej i drugiej kolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie
rozwigzan ukltad rownan Az = b, jezeli wq = w1 = we = 07 Odpowiedz uzasadnij; podaj stosowne
przyktady.
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Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej
¥ ($7y7 Z) = ZL’Q + 4:1;?] + 222 + 5y2 + 2y2 + 32’2,

nastepnie wyznacz liczbe rozwiazan réwnania ¢ (z,y,2) = a w zaleznosci od wartosci parametru
acR.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 31.01.2020

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbiér liczb calkowitych Z z dziataniem z xy = (—1)"y + (—1)” z two-
rzy grupe. Nastepnie, wykorzystujac wlasnosci struktury (Z,*), znajdz rozwiazania calkowite x
réwnania ((2xx) —z) xx = 0.

Zadanie 2. ZnajdZ baze Jordana przestrzeni m; (tj. wielomianéw stopnia co najwyzej pierwszego)
dla endomorfizmu F': w1 3 ¢ (z) = ¢' (1) + 3¢ (0) + (¢ (5) — 2¢ (0)) x € m1. Sprawdz poprawnosé
wyniku, wyznaczajac macierz endomorfizmu F' w tej bazie. Czy endomorfizm F' jest diagonalizo-
walny?

Zadanie 3. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (z,y, z) = 22 + 4ay + (a + 4) y? — 2ayz + 202>
w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny elementu v = (1,1, 1, 1) na obraz odwzorowania liniowego

0 :R®> (z,y,2) = (0,2 +y,2z — 2y + 2,0) € R:;

w przestrzeni R* przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 07.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania z € C réwnania 2% —(ctg 8 + i)4 z =0, wktorym g € (0, 7).
Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C**4 spetniajaca warunek

rank (A+ 1) =rank (A—1) =2

jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku, gdy jest ona pozytywna wyznacz A%2020.
Zadanie 3. Wielomian ¢4 (\) = —A34+3X—1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy
kwadratowej A. Oblicz wyznacznik oraz $lad macierzy —A3 4+ A% +3A — I.
Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych nieréwnosé

(gn—i-y)2 + (z —y)2 > axy

jest spelniona przez wszystkie liczby x,y € R spetniajace warunek 22 + 32 > 0.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 3. — 13.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania réwnania (z — i) + (z +4)> = 0 oraz zaznacz na plasz-
czyZnie zespolonej te sposréd nich, dla ktérych § < Argz < 3.
Zadanie 2. Znajdz, dla macierzy
-1 2
(0 )

jej rozktad na iloczyn macierzy P-.J4-P~!, gdzie J4 to macierz Jordana, a P macierz nieosobliwa.
Nastepnie, wykorzystujac ten rozklad, wskaz cztery rézne macierze B € C2*? spelniajace warunek
B% = A.

Zadanie 3. Wyznacz baze jadra oraz baze obrazu odwzorowania liniowego

F:m 3 @(x) = 2z (0) 4+ 229 (1) € mo;

T, 0znacza przestrzen wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n.
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Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny u* wektora v = (3,4, —1) na podprzestrzen liniowa
{(w,y,z) eR3: 2= 0}.

Jaka interpretacje geometryczng ma wielkosé ||u — u*||? W przestrzeni R? rozwazamy naturalny
iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1 — 04.02.2021

Zadanie 1. W zbiorze G = {X € R"*" : det (X — I,,) # 0} wprowadzamy dzialanie
h:GxG>(A,B)— A+ B— AB e R™".

(a) Uzasadnij, ze dzialanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.
(b) Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania

h(X,A) =2I,

jest X =1, — (A— In)fl. Czy rozwiazanie to nalezy do zbioru G?
Zadanie 2.
(a) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér

{zeC:m < Arg(—iz®) <21 oraz 5 <|[(3+4i)z| <10}.

(b) Rozwiaz réwnanie
iz|2P 4+ 2+20) 2 =2(z—i)z

ze wzgledu na niewiadoma z € C.
Zadanie 3. Wektory vy, va,v3 stanowia baze pewnej przestrzeni liniowej X, na ktérej okreslono en-
domorfizm f : X — X, taki ze

f(v1) = 3v1 — vy, f(v2) = v1 + v2, f(v3) = 2vs3.

(a) Wyznacz macierz Ay (w bazie vy, va,v3), jadro oraz obraz endomorfizmu f.

(b) Wyznacz wartosci wlasne oraz odpowiadajace im liniowo niezalezne wektory wlasne endomor-
fizmu f; wektory wlasne zapisz jako kombinacje liniowe wektorow vy, v, v3.

(c) Przyjmujac, ze X = mo oraz vi(x) = 1, va(x) = x, v3(x) = 22, wyznacz f(y), gdzie

o(@) = (@ — 1.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

-2 -5 —6
p:R¥sz—al | -3 -8 —6 |zeR
0 -6 -9
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2 — 11.02.2021

Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € R, dla ktérej liczba z; = 1 + ¢ jest rozwiazaniem
rownania

2B az?—(a+i)z+2—2i=0;

nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.
Zadanie 2. Rozwazmy zadanie polegajace na wyznaczeniu wielomianéw ¢ € o spelniajacych naste-
pujace warunki

108



Zadania egzaminacyjne

(a) Zapisz powyzsze warunki w postaci uktadu réwnan liniowych
Ax = b,

w ktérym macierz A € R?*3 i wektor b € R? sa znane, a * € R3 to poszukiwany wektor
wspolezynnikéw wielomianu .

(b) Wykorzystujac metode eliminacji Gaussa sprowadZ macierz uzupelniona U ukladu do postaci
schodkowej, nastepnie porownaj rzedy macierzy A oraz U i wyciggnij wniosek na temat liczby
rozwigzan tego uktadu.

(c) Wyznacz rozwiazania ukladu i sprawdz, ze faktycznie definiuja one wielomiany spelniajace
zadane warunki.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu f,

fime 2 ax? +br+c— 2ax* + (2b—a —c)x + 2¢ € mo;

sprawdz poprawnos¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy endomorfizmu f w uzyskanej bazie.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (3, —1, 1)T na podprzestrzen liniows

V:{($,y72)1x+y—z:0, x—y:()};

w przestrzeni R? przyjmij iloczyn skalarny s,

2 10
s(r,y)=2"1 1 1 0 |y
0 01
Eqgzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8 — 18.02.2021
Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € C, dla ktorej liczba zy = —@ + @z jest jednym
z rozwigzan réwnania
2% = a;
nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.
Zadanie 2. Uklad rownan
r—y—3z = 2
20 —by+62z = =5

dr —by—8z = 5

zapisz w postaci mecierzowej; nastepnie, stosujac metode eliminacji Gaussa, sprowadZ macierz
uzupelniona tego uktadu do postaci schodkowej i wyciagnij wnioski na temat liczby jego rozwiazan.
Wykorzystujac posta¢ schodkowa macierzy uzupelnionej wyznacz te rozwiazania (o ile uktad nie
jest sprzeczny).

Zadanie 3. Uzasadnij, ze kazda macierz rzeczywista wymiaru 2 X 2 o ujemnym wyznaczniku jest
diagonalizowalna. Podaj przykltad pokazujacy, ze taka zaleznos¢ nie jest prawdziwa dla macierzy
zespolonych wymiaru 2 x 2.

Zadanie 4. Dla macierzy symetrycznej

110
A=11 0 1
010
znajdz taka macierz nieosobliwg P € R3*3, dla ktérej macierz PT AP jest macierza diagonalng.

Sprawdz poprawno$é¢ wyniku wyznaczajac iloczyn PTAP.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. 31 stycznia 2022 r.

Zadanie 1. Liczby 21, 20, 23 to pierwiastki wielomianu f (s) = —s3 + 352 + 1.
a) Znajdz wartosé wyrazenia w = (14 iz1)(1 + i22)(1 + iz3).
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Zadania egzaminacyjne

b) Uzasadnij, Ze kaida macierz A € R3*3, ktérej wielomianem charakterystycznym jest wielomian
f, jest nieosobliwg macierzq diagonalizowalng.
Zadanie 2. Rozwaimy endomorfizm F : w3 > az® + bx + ¢ — (¢ — b)x? + 2bx — 2a — b+ 3¢ € 73 oraz
dwie bazy przestrzeni ma:

+ 22, up(x) =142, us(r)=u2,
=1

=1
:17 w?(l’):17$a U}3((L‘)

— x4 22
a) Wyznacz macierze endomorfizmu F w tych bazach.

b) Wskaz, ktdre z wektoréw tworzgeych bazy u, w sq wektorami wlasnymi endomorfizmu F; wypisz
odpowiadajgce im warto$ci wlasne. Czy endomorfizm F jest diagonalizowalny? Odpowiedzi
uzasadnij.

Zadanie 3. Rozwazimy nastepujgcy problem interpolacyjny: szukamy wielomianu p € w3 spetniajgcego
warunki p(—2) = 3, p(—1) = 2, p(1) = 6. Zapisz te warunki w postaci ukladu réwnarn liniowych
ze wzgledu na nieznane wspdtczynniki wielomianu p. Stosujgc metode sprowadzania macierzy uzu-
petnionej ukladu do postaci schodkowej, zbadaj ile rozwigzan ma ten uklad; jezeli nie jest ukladem
SPTZEcZnym WYZNnacz jego rozwigzania.

Zadanie 4. Rozwazmy forme kwadratowg ¢ : R3 3 (z,y, 2) — 2% + 4oy — 4oz + 4y? — Syz + 522 € R.
a) Zbadaj okreslonosé formy kwadratowej .

b) Czy zbiér {(x,y,2) : p(x,y,z) < 0} tworzy podprzestrzer liniowq przestrzeni R3? W przypadku
pozytywnej odpowiedzi wyznacz baze tej podprzestrzeni.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. 7 lutego 2022 r.

Zadanie 1. W zbiorze G = C wprowadzamy dziatanie *,
axb=a+b-+iab.

a) Sprawdz, czy struktura (G, x) jest grupq.
b) Rozwigz réwnanie (z x (—x)) * 1 = 3 ze wzgledu na niewiadomqg v € G. Rozwigzania zapisz w
postact trygonometryczne;.
Zadanie 2. Wielomian pa (\) = —A\34-2\2—1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy
A € R3*3 spelniajgcej réwnanie

0o 0 -1
A% 24 = 1 -1 =2
-1 0 1

Wyznacz macierz A. Upewnij sie co do poprawnosé odpowiedzi wyznaczajgc wielomian charakte-
rystyczny otrzymanej macierzy oraz sprawdzajgc, czy speinia ona powyisze rownanie.
Zadanie 3. Uzasadnij, Ze macierze

100 100
A=(1 10|, B=[|110
11 1 01 1

sqg podobne oraz wyznacz macierz nieosobliwg P € R3*3 wstalajgcg to podobieristwo, tj. takg Ze
A=PBP7 L

Zadanie 4. Niech ¢ (x,y,2) = 22 + 9% + (1 + a)2® + 2wy + 222 + 2yz, gdzie a € R to parametr.
a) Zbadaj okreslonosé formy kwadratowej ¢ w zaleZnosci od wartosci parametru a.
b) Wyznacz macierz nicosobliwg P, dla ktorej macierz PT AP jest macierzq diagonalng; sprawd?
poprawnosé rozwigzania wyznaczajec macierz PTAP. Macierz A to macierz symetryczna formy
kwadratowej .

110



Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8. 14 lutego 2022 r.

Zadanie 1. Liczbe zg = 243 + i21/3 zapisz w postaci trygonometrycznej. Wykorzystujae wzér de
Moivre’a pokaz, Ze jest ona jednym z rozwigzan réownania

=14

oraz wyznacz pozostale jego rozwigzania. Rozwigzania zapisz w postaci algebraicznej.
Zadanie 2. Zbadaj liczbe rozwigzan ukladu réownan

r—4z = 0
—2r+py+8z =
—r+2y+pz = 1

w zalezno$ci od wartosci parametru p € R. ZnajdZ jego rozwigzania dla tych wartosci parametru,
dla ktorych uklad ten jest nieoznaczony.
Zadanie 3. Rozwaimy endomorfizm f : R3 — R3, taki ze

f(0,-1,1) = (0,1, -1), f(1,-1,0) =(1,-1,0), £(0,1,0) = (0,—1,0).

a) Uzasadnij, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny.
b) Wyznacz f1%°(1,2,3), gdzie f* oznacza n-krotne zlozenie funkcji f.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora w = (2,—2,0,0) na podprzestrzen liniowq

VZ{(x,y,zﬂu) €R4:1:—z:()’ y—w:O};
w przestrzeni R rozwazamy naturalny iloczyn skalarny, tj. zoy =zl y.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. 30 stycznia 2023 r.

Zadanie 1. (2p+4p+4p) W zbiorze liczb zespolonych réwnanie z"™ = 1 posiada dokladnie n réznych

TOZWIQZAT, €0y €1y - - - » En—1 -

(a) Wyznacz liczby €9, €1, .. .,En—1; zapisz je w postaci trygonometryczne;.

(b) Czy zbior G = {e¢,€1,...,6n—1} 2z dzialaniem mnoZenia liczb tworzy grupe? Odpowied? uza-
sadnij.

(c) Wyznacz wartoSci wy =¢eo---ep—1 oraz wy = (i+eg) - (1 +€p—1)-

Zadanie 2. (5p+5p) Rozwazmy macierze A, B € R™ "™ oraz zaléimy, Ze det(A) # 0. Zapiszmy te
macierze obok siebie, tj. A|B. Na macierzy A wykonujemy nastepujgce operacje sprowadzajgc jq
do macierzy jednostkowej I, :

o dodajemy do wybranego wiersza kombinacje lintiowq pozostalych wierszy;

e mnozZymy wybrany wiersz przez dowolny skalar o # 0;

e przestawiamy wiersze.

Operacje wykonywane na macierzy A wykonujemy jednoczesnie na macierzy B.

(a) Uzasadnij, Ze gdy w miejscu macierzy A otrzymamy macierz jednostkowq, to w miejscu ma-
cierzy B otrzymamy macierz A~ B.

(b) Opisang powyzej metodg wyznacz macierz A1, gdzie A to macierz z zadania 3.

Zadanie 3. (7Tp+3p) Dla macierzy A,

wyznacz jej macierz Jordana Ja oraz macierz nieosobliwg P, dla ktérej P~'AP = J4. Sprawd?
poprawnosé otrzymanego wyniku wyznaczajge macierz P~TAP.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 4. (5p+5p) Niech vi(x) =1, vo(z) =z, v3(z) = 322 — 1.
(a) Uzasadnij, ze wielomiany v1,va,vs sq bazg ortogonalng przestrzeni wo (tj. przestrzeni wielo-
miandw stopnia co najwyzej drugiego).
(b) Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u(x) = 5x% na podprzestrzer .
W przestrzeni wielomianow rozwazamy iloczyn skalarny

fog= / f(@)gla)d.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. 6 lutego 2023 r.

Zadanie 1. (5p+5p)

(a) Uzasadnij, zZe dla o € ( - ) orazn € N, takich Ze cos(na) # 0, zachodzi

T
272

1+itga\"  1+itg(na)
1—itga)  1—itg(na)

(b) Rozwigz réwnanie: 2% —iz+1— 3i = 0.

Zadanie 2. (5p+5p) Rozwazmy uklad réownan liniowych

2 +y+z = 2
z+3y+z2z = 5
r+y+5z = =7 °

2c+3y—3z = 14

Macierz uzupelniong tego ukiadu sprowadZ do postaci schodkowej. Czy rozwazany uktad po-
stada rozwigzanie? W przypadku pozytywnej odpowiedzi, wykorzystujgc postaé schodkowq macierzy
ukladu, wyznacz jego rozwigzanie.

Zadanie 3. (5p+5p) Niech

a 0 1 2
A= -1 0 b oraz v = 0
-2 -1 3 2

Wyznacz te wartosci parametrow a,b € R, dla ktérych wektor v jest wektorem wlasnym macierzy A.
Czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 4. (5p+5p) Rozwaimy forme kwadratowg ¢ : R3 >z — z7 Az € R, gdzie

1 -2 2
A= 0 0 —4
0 O 1

(a) Zbadaj okreslono$é formy kwadratowej p.
(b) Dia macierzy Sqa = A+ AT wyznacz macierz nieosobliwg P, dla ktérej macierz PTSAP jest
diagonalna. Sprawd? poprawnosé uzyskanego wyniku obliczajgc macierz PTS4P.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 3. 14 lutego 2023 r.

Zadanie 1. (5p+5p)
(a) Znajdz wszystkie (zespolone) rozwigzania réwnania

23 = (iz +1)%

(b) Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyraZ funkcje tg3x przez funkcje tgx.
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Zadanie 2. (5p+5p) Zbadaj liczbe rozwigzan ukladu réwnan

r+(1—-a)y—iz = 0
(1-i)z+B+i)y—(1+14)z =
ax+y—2z = 0

)

dla wartosci parametru a € C bedgcych pierwiastkami wielomianu
ola) = (1 +1i)a® — (4 — 4i)a — 4 — 4i.
Wyznacz te rozwigzania.

Zadanie 3. (Tp+3p) Wyznacz baze Jordana przestrzeni ma (tj. przestrzeni rzeczywistych wielomia-
now stopnia co najwyzej drugiego) dla endomorfizmu

w:m9am2+bx+c—>(26+4c)a:+b+2c€7r2.

SprawdZ poprawno$é rozwigzania wyznaczajgc macierz endomorfizmu Y w wyznaczonej bazie.

Zadanie 4. (10p) Zbadaj okreslono$é formy kwadratowej

1 0 1
@:R39x—>xT 0 p plxeR
1 p 2
w zaleznosci od wartosci parametru p € R.
Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAILIB Termin 1. 2 lutego 2024 .

Zadanie 1. (10p+5p)
(a) Sprawdz, czy zbior liczb calkowitych Z z dzialaniem

aob=a+ (—1)%

jest grupq. Nastepnie, wykorzystujgc odpowiednie wlasnosci struktury algebraicznej (Z,0), roz-
wiqz réownanie (x 06) o3 = —1.

(b) Niech zy, 21,20 € C bedg pierwiastkami algebraicznymi stopnia trzeciego z liczby —/T + i.
Przedstaw na wykresie zbior wszystkich liczb zespolonych s spelniajgcych warunek

s — 20|* + |s — 21> + |s — 22]* < 18.

Zadanie 2. (3p+3p+4p+5p) Niech
0 1 1 3 1 1 1 00 1 11
A= 11 1), B= 11 0], C= 01 1), D= 1 1 0
1 1 0 1 0 1 1 0 2 1 0 0

(a) Wyznacz macierz A~ metodq macierzy dopetnien algebraicznych.
(b) Wyznacz macierz B~' metodq eliminacji Gaussa.
(c) Wyznacz macierz C~' metodg opartg na twierdzeniu Cayleya-Hamiltona.
(d) Wyznacz macierz D' jako macierz przejscia z bazy V' do bazy b, traktujgc macierz D jako
macierz przejécia z bazy b do bazy V'; jako baze b przyjmij baze kanoniczng przestrzeni mo, .
bi(z) = 1,by(z) = z,b3(x) = 22.
Zadanie 3. (9p+6p) Niech

S

113



Zadania egzaminacyjne

(a) Wyznacz te wartos$é parametru p € R, dla ktérej macierz A jest diagonalizowalna. Nastepnie,
dla wyznaczonej wartosci p, znajdZ macierze diagonalng D oraz nieosobliwg P, dla ktorych
A=P-D-PL

(b) Dla p =4 wyznacz macierz Jordana macierzy A.

Zadanie 4. (8p+T7p) Niech ¢ : R3 > (x,y,2) — 22 + 22y — 222 + 4yz — 822 € R.
(a) Forme kwadratowq ¢ sprowadZ do postaci kanonicznej (tj. przedstaw jako sume kwadratow);
zastosuj metode Lagrange’a. Skomentuj okreslonosé formy kwadratowej .
(b) Czy zbior Vy, = {(z,y,2) € R : p(x,y,2) = 0} 2 naturalnymi dziataniami dodawania wektoréw
oraz mnozenia wektora przez skalar jest podprzestrzenig liniowq przestrzeni R3?  Odpowied?
uzasadnij, a jezeli jest ona pozytywna wyznacz wymiar oraz baze V.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAILIB Termin 2. 9 lutego 2024 .

Zadanie 1. (5p+5p+5p)
(a) Niech Ycosl+isinl = {zg,21,...,29}. Wyznacz warto$é wyrazenia w:

_ |z0| + 2|21 + 3|z2| + 4|z3| + 5|z4]
Z%O + 22%0 + 3,230 + 42%0 + 5230

- (—sin2 + i cos 2).

(b) Rozwigz réwnanie |z|32 = —(2)3; rozwigzania zapisz w postaci algebraicznes.
(c) Na plaszczyénie zespolonej zaznacz zbior {z € C: Re(z?) - Im((2)*) > 0}.
W podpunktach (b) oraz (c) wykorzystaj postaé trygonometryczng liczby zespolonej.
Zadanie 2. (15p) Rozwazmy nastepujgcy problem interpolacyjny: wyznaczyé wielomian L € o spel-
niajgcy warunki

L(-2)=1, I'(-2) =2, L(~1) =0, L(1) =4, L(2) =09.

Zapisz powyzsze warunki w postaci jednego uktadu rownan liniowych. Badajgc rzedy odpowiednich
macierzy sprawdz ile rozwigzan ma rozwazany problem. Jezeli jest to problem niesprzeczny, znajdz
jego rozwigzanie.

Zadanie 3. (9p+6p) Rozwazmy endomorfizm

. 2%2 a b —a+b+2d 2d 2%2
pobas (4 0) L (Torbra 2 Y

(a) Wyznacz baze przestrzeni R?*2, w ktérej macierz endomorfizmu F jest macierzq Jordana.
Sprawdz poprawno$é rozwigzania wyznaczajgc macierz endomorfizmu F w wyznaczonej bazie.

(b) Zapisz macierz jednostkowq Iy w bazie przestrzeni R**? wyznaczonej w poprzednim punkcie;
nastepnie, wykorzystujgc macierzowq reprezentacje endomorfizmu F, wyznacz F1O(1s).

Zadanie 4. (9p+6p) Rozwazmy przestrzen unitarng funkcji cigglych na przedziale [—1,1] z iloczy-
nem skalarnym o okreslonym wzorem

1
fog= / peren

(a) Wyznacz miare kqta utworzonego przez elementy u(z) = —2|z| oraz v(x) = x — |z|.
(b) Wykaz, Ze wielomiany

up(z) =1, u(z) =z, ug(z) =322 — 1

tworzg baze ortogonalng przestrzeni ma; nastepnie wyznacz rzut ortogonalny elementu us na
podprzestrzen my .
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAILIB Termin 8. 16 lutego 2024 r.

Zadanie 1. (6p+9p)
(a) Rozwazmy funkcje

A=z b=t Ha)=1- %
Sprawdz, czy skladanie funkcjio jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze G = { f1, fo, f3} (zbuduj
tabelke tego dzialania). Czy para (G,o) jest grupe? Czy jest grupg abelowg? Odpowiedzi
uzasadnij.
(b) Wyznacz miejsca zerowe wielomianu w(s) = 16 + s2 + 165 + s oraz przedstaw go w postaci
tloczynu rzeczywistych wielomiandow stopnia co najwyzej drugiego.
Zadanie 2. (7Tp+8p) Rozwazimy uklad réwnan

r+y+z = p
T+pytpz = —p .
r+py+2z = -2

SprowadZ macierz uzupelniong uktadu do postaci schodkowej; nastepnie, badajgc rzedy odpowied-
nich macierzy, okresl liczbe rozwigzan ukliadu w zaleZnosci od wartosci parametru p € R. Wyznacz

rozwigzania uktadu dla tych warto$ci p, dla ktérych jest on niesprzeczny.
Zadanie 3. (9p+6p) Niech

110 1 -1 0
A=lo1 1), B=|lo0o 1 -1
00 1 0 0 1

(a) Czy macierze A i B sq podobne? OdpowiedZ uzasadnij, a jezeli jest ona pozytywna wyznacz
nieosobliwg macierz P, dla ktérej A= P -B-P~L.
(b) Wyznacz macierz B0,

Zadanie 4. (5p+10p) Niech ¢ : R3 3 (z,y,2) — 22 + 2y% + 1222 — 20y + 622 — Syz € R.
(a) Zbadaj okreslonosé formy kwadratowej ¢.

(b) Znajdz macierz nieosobliwg P, dla ktdrej macierz D = PT-A¢~P jest diagonalna; macierz A,

to macierz symetryczna formy kwadratowej p. SprawdZ poprawno$é rozwigzania wyznaczajgc
macierz D.
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