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Zestaw 1. Podstawowe struktury algebraiczne

. Ile roznych dziatan wewnetrznych mozna okresli¢ w zbiorze zawierajacym n elementow? Ile sposrod nich
to dziatania przemienne?

. W zbiorze K = {a,b} wprowadzamy dziatania hy i ho:

hl alb hg alb
a |alb a |ala
b |bla b |al|b

Sprawdz, czy

(a) dzialania hy i hy sa: przemienne, taczne, rozdzielne jedno wzgledem drugiego;
(b) istnieja elementy neutralne w K dla hy i ho;

(c) istnieja w K elementy odwrotne dla elementéw a i b wzgledem dziatan hy i ho.
. W zbiorze Z§ = {1, 3,5, 7} wprowadzamy dziatanie og mnozenia modulo 8, tj.
aogb=a-b(mod 8),

gdzie z (mod 8) to reszta z dzielenia = przez 8, np. 6 og 5 = 30(mod 8) = 6. Stworz tabele dziatan
dla dziatania og; nastepnie, wykorzystujac ja, ocen, czy dziatanie og jest wewnetrzne w Z§, wskaz jego
element neutralny oraz elementy symetryczne dla tych elementéw zbioru Zg, ktore je posiadaja.

. Sprawdz, czy zbiér K z okreslonym w nim dzialaniem tworzy grupe/grupe abelowa:

(a) K =7 z dzialaniem a @b =a+ b+ 2,
(b) K =Q\ {1} z dziataniem a xb = a + b — ab,
(c) K={f:A—A: f—bijekcja} z dzialaniem sktadania odwzorowan

o: KxK>(f,g) > fog€eK,

(d) K ={A,0,0} z dziatlaniem

« A OO
ATATONO
O|o|O|A
OlO|A O

(e) K =72, =A{0,...,m — 1} z dzialaniem +,, dodawania modulo m, t;j.

a+mb=(a+b)modm,
(f) K = P (X) — zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X z dzialaniem rdéznica symetryczna, tj.
A=B=(A\B)U(B\A).
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10.

Sprawdz, czy zbior liczb catkowitych Z z dziataniem
ey =(-1)"y+(-1)"x

tworzy grupe. Nastepnie, wykorzystujac odpowiednie wlasnosci struktury algebraicznej (Z, ), rozwiaz
réwnanie ((2xz) —x) *xx = 0.

Sprawdz, czy zbidr liczb catkowitych Z z dziataniem
aob=a+ (—1)%

tworzy grupe. Nastepnie, wykorzystujac odpowiednie wlasnosci struktury algebraicznej (Z, o), rozwiaz
réwnanie (zo6)o3 = —1.

. Niech
f@)=r @) =1-2. fa)=—1 f@)=1-T. K=" fole)=—
r)==x r)=1—x xr)=— r)=1—— x) = x) = .
1 ) 2 ) 3 x7 4 ‘T’ 5 1— x; 6 r—1
(a) Udowodnij, ze zbior G = {fi,..., f¢} z dziataniem o sktadania odwzorowan jest grupa. Czy jest to
grupa abelowa?
(b) Wykorzystujac wlasnosci struktury (G, o) znajdz funkcje g spelniajaca réwnanie
feo(go fa) = fo

. Niech (G, *) bedzie grupa z elementem neutralnym e spetniajaca warunek:

Ya € G : a*xa=e.

Uzasadnij, ze grupa (G, *) jest abelowa.

. W zbiorze K = (0,+00) wprowadzamy dziatania:

a®b=ab, a®b=a""
Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K, ®, ®) jest ciatem.

W zbiorze K = {a, b} wprowadzamy dziatania ¢ i o:

olalb olalb
alal|b alala
blbla blal|b

Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K¢, 0) jest ciatem; nastepnie rozwiaz réwnanie

ao(xo(boa))=(aob)oa.



Zestaw 2. Liczby zespolone, wielomiany

1. Wyznacz czgsci rzeczywiste oraz urojone liczb:

1 1 2+ 1 1+4)"
) 1+Cosg+ising7 ®) ;+2—|__i7 ’ sina+icosa’ W ﬁ’ dlan et
2. Wykaz, ze dla dowolnych z, 21, 25 € C prawdziwe sa nieréwnosci:
(a) Re(z) <[z, (b)) Im(z) <[z, (0 [a+ 2l <zl 4]l (d) [[a] = |2l <z = 2.
3. Zaznacz na ptaszczyznie zespolonej zbiory:
A={zeC :1<|z+2| <4}, B={ze€C :|z+i| =1},
C={z€C :Re(iz—1) <2}, D ={z € C : Re(2%)Im(2?) < 0},
E={z€C :Arg(z+1iz) =7}, F={2€C :7/2 < Arg(z?) < 3n/2},
G={2€C :7/4 <Arg(i/z) < 7/2}, H={2€C:|lz—-1+1i|=|z2—2+2i|},
I={z€C:|z4+1]>2, Im(z+1) <1}, J={2€C:|lz—-1]+|2+i=a}, a€cR

4. Przedstaw w postaci trygonometrycznej i wyktadniczej ponizsze liczby zespolone; w podpunktach d), g)
oraz h) zaktadamy, ze ¢ € (—7/2,7/2):

1 1 1
3—1 b) —— - — d) 1+t
14+t t '
(e) sin — i cos g, (f) 1+cosg+isin%, (g) %, (h) tizi—j
5. Wyznacz czesci rzeczywiste oraz urojone liczb:
1 31 6 6 14
(a) (—\/54—2')10, (b) %, (c) <1+cosg+ising> ,(d) (sin%—icos%) :

6. Wyznacz zbiory

(a) V1 —+/3i, (b) /—64, (c) /(2 —1)8, (d) V=7 + 24i.
. Ile wynosi suma wszystkich pierwiastkow algebraicznych stopnia n z 17
. Niech {zg,21,...,20} = Vcos1+isin1. Oblicz wartos¢ wyrazenia

20| + 2[21] + 3[z2] + 4[z3] + 5]z
220 + 2220 + 3220 + 4220 + 5220

oo

(—sin2 +1icos2).

9. Jednym z wierzchotkéw szesciokata foremnego jest wy = /3 + i. Wyznacz pozostale jego wierzchotki
wiedzac, ze érodek lezy w punkcie: (a) so = 0; (b) so = 2v/3 + 1.
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2+1
2—1

. Znajdz funkcje w : R — R, dla ktorej:

. B Wykaz, ze w ciagu a,, = ( ) nie wystepuja dwa identyczne wyrazy.

(a) cos3z = w(cosx), (b) sinbz = w(sinz), (c) ctgdr = w(ctgx).
. Dlan € N oraz z € R oblicz:

(a) 14+cosx + ...+ cosnz,

(b) sin2x + cos 3z + sin4x + cosbx + ... + sin 2nx + cos (2n + 1) .

. Wyznacz miejsca zerowe wielomianu w(z) = 23 — (2 + 31)°.

. Rozwiaz réwnanie:

(a) 22+ 24+ (i—1)z+i—1=0, (b) 2* + 422 +8 =0,

(c) (22 +1+i)* + (1 +2i)* =0, (d) 22+ (3—2i)z+1—-3i =0,

(e) (z —2)*+2Jmz + 2z =1, ) z+1)"—=(2—1)"=0, neN.
. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu

w(z) = 2%+ 22° + 42 +42° + 522 + 22 + 2,

ktorego podwojnym pierwiastkiem jest zgp = ¢; nastepnie przedstaw wielomian w w postaci iloczynu
wielomianéw rzeczywistych mozliwie niskich stopni.

. Liczby 21, 29, 23 to pierwiastki wielomianu f (2) = —2% + 322 + 1. ZnajdZ warto$¢ wyrazenia
w = (1+1iz)(1 4 i22)(1 +iz3).

. Liczby z1, 29, 23, 24 to pierwiastki wielomianu

f(2)=—2*+(1+0) 2> +iz+ 1.

Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbior liczb A € C spetniajacych warunek
4 4 )
k=1 k=1

. B Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu
w(z)=1+z+22+... +27
nastepnie przedstaw go jako iloczyn rzeczywistych wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

. Rozwigz rownanie:

(a) 2" =z(1—1), (b) zz* = 2|2, (c) z2* = —|2|?23, (d) 2" =n|z|, neN.



Zestaw 3. Przestrzenie wektorowe

1. Sprawdz, czy podana struktura jest przestrzenig wektorowa nad podanym ciatem:

(a) (R™, +,-) nad R, gdzie + to naturalne dziatanie dodawania w R™ oraz dla o« € Ri x = (z1,...,z,)
a-(xy, T, .., xp) = (w1, Ta ..., Tp);
(b) (R™ +,-) nad R, gdzie + to naturalne dziatanie dodawania w R" oraz dla a € R iz = (x1,...,2,)
a-(x1,z9,. .., 7)== (axy,0...,0);

(c) W,+,-) nad R, gdzie W = {w € m, : w(—1) + w(l) = 0}; dzialania to naturalne dzialania
dodawania wielomianéw oraz mnozenia wielomianu przez skalar;

(d) (C,+,)nad R, gdzie C = {z € C: Re(z)—2Tm(z) = 0}; dzialania to naturalne dziatania dodawania
i mnozenia liczb zespolonych;

(e) (C,+,-)nad C, gdzie C = {2z € C: Re(z)—2TIm(z) = 0}; dziatania to naturalne dziatania dodawania

i mnozenia liczb zespolonych

2. Niech (F(R,R),+,-) oznacza rzeczywista przestrzen wektorowa wszystkich funkcji f : R — R z natu-
ralnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez skalar. Ktoéry ze zbioréw tworzy
podprzestrzen wektorows tej przestrzeni?

(a) A={f € F(R,R): f- funkcja parzysta};
(b) B={f e F(R,R): f(1)+ f(2) = 0};
() C={fe FR,R): f(1)f(2) =0}

3. Zbadaj liniowa niezalezno$¢ wektoréw (wszystkie przestrzenie rozwazamy nad ciatem liczb rzeczywistych
z naturalnymi dziataniami):

V1 = ( —1

(a) ,vg = (0,—5,1),v3 = (3,1,0) w przestrzeni (R3, +,-);

(b) v = (1, 2,3
) va
)

v = (1,0,1),v3 = (=1, —2,1) w przestrzeni (R?, +,);

x) = sinz, v3(xr) = cosx w przestrzeni (F(R,R), +,);

a

(c
(d) vi(x) = ,vz(x) = e v3(z) = 2@V w przestrzeni (F(R,R), +, -).
4. Wyznacz wymiary oraz przyktadowe bazy przestrzeni wektorowych z zadania 1.

5. Wyznacz baze przestrzeni wektorowej (wszystkie przestrzenie rozwazamy nad ciatem liczb rzeczywistych
z naturalnymi dziataniami):

(a) {(z,y,2) e R®: 0 — 2y + 2z = 0};
(b) {(z,y,z,w) €R* 1z +y+2+w=0,20— 32+ 2w = 0};

(c) {w e m:w(l) —w'(2) =0}.



10.

11.

12.

Podane wektory uzupehij do bazy przestrzeni X (wszystkie przestrzenie rozwazamy nad ciatem liczb
rzeczywistych z naturalnymi dziataniami):

(a) vy = (1,2,1),09 = (—1,0,1); X = R3;
(b) vy (z) =z(x — 1)(z+1),v(x) =z(x — 1)(x — 2); X = m3;
() vi(z)=22+2; X ={w € m3:w(-1) =0}.

. Niech fo,..., f, € m, beda dowolnymi wielomianami takimi, ze deg fr = k (k = 0,...,n), fo # 0.
Uzasadnij, ze wielomiany fo,..., f, stanowia baze przestrzeni m,.
& Dla dowolnych, ustalonych, parami réznych liczb xq, . .., z, € R definiujemy wielomiany oo, . .., ¢n,
Nor - ,
i (T) = 1=0,...,n.
vi(r)= ] gyt
Jj=0,j#i
(a) Uzasadnij, ze degyr, =n, dlak=0,...,n
(b) Wykaz, ze wielomiany ¢y, . . ., @, stanowia baze przestrzeni wielomianéw ,,.
(¢) Wyznacz wspétrzedne wielomianu v(z) = 2™ w bazie B = (¢o, ..., ¢¥n)-
Zmajdz wspotrzedne wektora v w bazie B:

(a) v=(1,2,1); B=((0,1,1),(-1,2,1),(~1,0,1));
(b) v=(1,2,1); B = ((2,—-1,-1),(—1,4,-3),(—3,2,0));
(c) v(z)=2?-1;B= (L, —2,(z — 2)(z — 3));
(d) v(z) =2% B = (2* — z,2* + z,2° — 1).
Wektory vy, v9,v3 sa baza pewnej rzeczywistej przestrzeni wektorowej. Ktoéry z ponizszych zbioréw
rowniez jest jej baza?
(a) vy + 20 + v3, Vo — v3, v + 3Us;
(

(c) v1 +vg + v3, V] — Vg + V3, U + V3 — V3.

b) v1 + vo + vs, V2 + v, Us;

B 7Zbiory N, Z, Q oraz R posiadaja nieskoniczenie wiele elementéw, jednak nie wszystkie te zbiory sa
rownoliczne. Mozna pokazaé, ze

=#N=H#2L=#Q <#R = ¢

symbol # oznacza liczbe elementéw zbioru.

Rozwazmy przestrzen wektorowa (R, 4+, -) nad Q; dzialania to naturalne dzialania dodawania oraz mno-
zenia liczb. Uzasadnij, ze dimg(R, +,-) > Ny. Nieprzeliczalna baza przestrzeni (R, +,-) nad Q to tzw.
baza Hamela.

Wykaz liniowa niezalezno$¢ wektoréw w przestrzeni (R, +, ) nad Q:

(a) vy = 1,09 = V2;
(b) U1 = \/§,U2:\/§,U3= \/6;



(¢) vy = 1,05 = V2,03 = 7.}
13. Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?

(a) Z dowolnej bazy przestrzeni wektorowej mozna wybraé baze dowolnej jej podprzestrzeni wektorowe;.
(b) Baze dowolnej podprzestrzeni wektorowej mozna uzupetnié do bazy calej przestrzeni.

(¢) Z dowolnego zbioru wektoréw generujacych cata przestrzen liniowa mozna wybraé jej baze.
(d)

)

(e) Kazda rzeczywista przestrzen wektorowa posiada nieskonczenie wiele baz.

Z kazdego zbioru wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej mozna wybrac jej baze.

Liczbe rzeczywista bedaca miejscem zerowym wielomianu o wspétczynnikach calkowitych nazywamy liczbg algebraiczng.
Dowolna liczba wymierna p/q, gdzie p,q € Z,q # 0, jako miejsce zerowe wielomianu o wspdlezynnikach catkowitych z — gz — p,
jest liczbg algebraiczng. Podobnie, liczba v/2, jako miejsce zerowe wielomianu & — x2—2, jest liczba algebraiczna. Mozna wykazaé,
ze zbiér wszystkich liczb algebraicznych z naturalnymi dziatlaniami dodawania oraz mnozenia liczb jest cialem. Przykladami liczb
niealgebraicznych (czyli liczb przestepnych) sa m oraz e. Fakt ten moze by¢ przydatny w rozwiazaniu zadania 12(c).
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Zestaw 4. Macierze

. Sprawdz, czy:

(a) struktura (R™™,+) jest grupa, + to naturalne dzialanie dodawanie macierzy;
(b) struktura (R™™ -) jest grupa, - to naturalne dziatanie mnozenia macierzy;

(c) struktura (R™ ™ 4 -) jest rzeczywista przestrzenia wektorowa, dziatania to naturalne dzialania
dodawania macierzy oraz mnozenia macierzy przez skalar. W przypadku pozytywnej odpowiedzi,
wyznacz przyktadowe bazy tej przestrzeni.

. Sprawdz, czy dla A, B € R™" prawdziwe sg ponizsze zaleznosci:

(a) AB = BA;

(b) AB=0= (A=0V B =0),0cR™

(c) (A+ B)* = A2+ 2AB + B,

(d) AB=BA= (A+ B)’ = A%+ 3A2B +3AB? + B*.
. Niech

1 2 0 -1 2 -1
A_{OB—l] oraz B—[ 11 0].

Zmajdz macierz X spelniajacg rownanie
(a) 4(A-X)+5(3X +B)=A—-B+38X;
(b) BTX =[110]".

. Wyznacz f (A), jezeli f(x) = 2® — 5z + 3 oraz A = [ _g _:1,) }

. B Uzasadnij, ze dla dowolnej macierzy A € C™*" istnieje wielomian rzeczywisty f, taki ze f(A) = 0.

. Rozwiaz macierzowy uktad réwnan

01
o [0

. Oblicz wyznaczniki podanych macierzy:

)y 10 1 -1 2 0 1000 12 0 0
0 1 0 -3 0010 12 0 0
S o R R B N I O R B R
2 3 1 1 0001 00 -1 —1



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Uzasadnij, ze wyznacznik macierzy A € R"*" (n > 1) o wyrazach nieparzystych jest liczba parzysta.

Jaka wartos¢ moze przyja¢ wyznacznik macierzy A € R"*" spelniajacej podane rownanie?

(a) A2 = AT, (b) AT — A1 =0; (c) A2+ A1 =0;

Niech A bedzie macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych. Oblicz det(2A) wiedzac, ze

det(3A4) = 54 oraz det(4A4) = 128.

Liczby 1798, 2139, 3255, 4867 dzielg si¢ przez 31. Uzasadnij, ze wyznacznik

79 8

=~ W N =
o N =
S Ot W
~ Ot ©

rowniez dzieli si¢ przez 31.

Nie obliczajac wyznacznikéw znajdz rozwiazania podanych réwnan:

1+2x 1 1 1 2 4 9

9 9 92 92 1 1—22 —9

@1 4 -4 4 4|70 M4 4 9
6 6 6 z 1 4 g2

Wyznacz macierze odwrotne dla macierzy nieosobliwych z zadania 7.
W zbiorze G = {X € R"*" : det (X — I,,) # 0} wprowadzamy dziatanie
h:GxG>(A,B)—» A+ B— AB € R™V™.
Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania
h(X,A)=2I,
jest X = I, — (A —I,)”". Czy rozwigzanie to nalezy do zbioru G?
Wyznacz rzad macierzy:

Lo-2 =3 -4 1 -3 2 0 3

R L e S ., B= 3 -6 4 -1 6|,
1 -1 2 =3 1 3 3 9 o9 _3
2 —2 4 —6 2

Dla jakich wartosci parametru a € R rzad macierzy

-2 —1—a 1
A: a 0 —a s B:
-1 a+a® 1

— ==
— = =
—Q = =
Q===
Q
I

jest: (a) najwiekszy; (b) najmniejszy?

3

-3

— = Q

3
3

— Q

(d) A3 — 44~ = 0.

=0.

Q=

—_ = =

[ S N =

N O

~ W = =



Zestaw 5. Uklady réwnan liniowych

. Zmajdz rozwiazania uktadéw réwnan:

204+3y—2 = —4 2r+y—2 =1 3v—dy+2z4+4t = 2
(a) —r—y+z =3 ; (b) r—y+2z = —1; (¢ Te—4y+2+3t = 5 ;
r+6y+32z = 8 dr +>by—Tz = 5 Sr+ Ty —4z—6t = 3
r+2y+z = —1 r—y—3z = 2 r+2y—z4+2w=1
(d) ¢ Tx4+6y+52z = 0 ; (e) X 20—5y+6z = —5 ; (f) 2e4+4dy+z—-2w=2 .
3z24+dr+6y = 2 dr —by—8z = 5 —r—2y—2z4+4w =1

. Okresl liczbe rozwigzan uktadu w zaleznosci od wartosci parametru p € R; wyznacz rozwigzania dla tych
wartos$ci parametru, dla ktorych uktad jest nieoznaczony:

G-pr—2y—2z =1 pr+y = 2 r+y+pz = 2
(@) § 2z+@2-ply—22 = 2; (b){ 20—y =p; (0 §r+pytz = —1
—x—2y+(H—-p)z =1 20—y = 1 pr+y+z = —1

. Dla jakich wartosci parametru p € R w rzeczywistej przestrzeni wektorowej (R*, +,-) zachodzi:

(37p - 47p - 57p - 6) € hn{(_p7 17p7p>7 (_p7p727p>7 (_p7p7p7 3)} ?

Zapisz odpowiedni uktad rownan, okresl rzad macierzy uzupetnionej tego uktadu w zaleznosci od para-
metru p oraz wyznacz te jego wartosci, dla ktorych rozwazany uktad jest niesprzeczny.

. Znajdz dowolng baze rzeczywistej podprzestrzeni wektorowej przestrzeni (C3,+,-) rozwigzan uktadu

réwnan
r+y+z2=0
r—2z=0 "

W wybranej bazie podaj wspotrzedne tych z ponizszych wektoréw, ktére naleza do tej podprzestrzeni:
u=(—2i,1,—21), v = (—2i,4i, —2i), w=(2—14,—-4+2i,2—1).

. Rozwazmy nastepujacy problem interpolacyjny: szukamy wielomianu p € 73 spelniajacego warunki

p(—2) =3, p(—1) = 2, p(1) = 6. Zapisz te warunki w postaci uktadu réwnan liniowych ze wzgledu na

nieznane wspo6tczynniki wielomianu p. Stosujac metode sprowadzania macierzy uzupetnionej uktadu do

postaci schodkowej, zbadaj ile rozwigzan ma ten uktad; jezeli nie jest uktadem sprzecznym wyznacz jego
rozwigzania.

. Punkt zg € X nazywam punktem stalym odwzorowania f : X — X jezeli f (xo) = x¢. Zbadaj liczbe
puntow statych odwzorowania

RS (r,y,2) = e+ (a—Dy+22+ 1,2 —y,22+2y+(a+1)z—2) € R?

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.
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Zestaw 6. Odwzorowania liniowe

. Sprawdz, ktore z podanych odwzorowan jest liniowe:

(a) L: R >R L(z,y,2) = (z— Ly +2);
(b) £:R* =R L(x,y,2) = (v +vy,2r — 2,3z +y,0);
(C) ,C R2><2 _>R2><2 ( ):A—I—AT
(d) L:m3—m, (Lp)(x)=zp"(z)+ p(0);
) L

(e

. Dla odwzorowan liniowych z poprzedniego zadania wyznacz baze jadra ker £ i baze obrazu im £ oraz
okresl, ktére z nich jest monomorfizmem, epimorfizmem, izomorfizmem.

cm =, (Lp)(x) = p(a)p(v).

. Odwzorowanie liniowe f: R?® — R? okreglone jest przez warunki

f(1,1,1)=(1,4), f(1,-1,1)=(-1,2), f(1,1,0)=(2,2).
(a) Znajdz ker f oraz im f.

(b) Zbadaj, czy odwzorowanie f jest monomorfizmem, epimorfizmem, izomorfizmem.
. Wyznacz macierze odwzorowan liniowych z zadania 1. w dowolnie wybranych bazach.
. Niech f: R* — R? bedzie odwzorowaniem liniowym postaci

flz,y,2,t) = 3z — 2y + z + at,bx — 8y + 92 + 3t, 2z + y + az — t).

Wyznacz macierz tego odwzorowania w bazach kanonicznych i na jej podstawie okresl dla jakich wartosci
parametru a odwzorowanie f jest: (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmem.

. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L: my — 74,
(Lw)(z) = 2w’ (z) + pw(—x).

Wyznacz jego macierz w bazach kanonicznych i na jej podstawie okresl, dla jakich wartosci parametru p
odwzorowanie L jest: (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmenmn.

.Y, 2) = (2y,x + 2) € R?. Znajdz macierz Mp, p,(f), jezeli

((1,0),(0,1));
((1,1),(0,=1)).

. Rozwazmy odwzorowanie liniowe g : R® — R? o macierzy

. Dane jest odwzorowanie liniowe f: R3 3

(x
(a) B1 =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), Bs
(b) By =1((2,1,0),(1,1,1),(0,0,1)), By

1 2 0
MB1,32(9): {O 1 2:|

Zmajdz warto$¢ g(1,2,0), jezeli w przestrzeniach R3, R? zadano bazy takie jak w zadaniu poprzednim.
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9. Niech X = lin{e®, sinx, cos z,sin 2x, cos 2z}. Wyznacz macierz endomorfizmu L : X — X (w dowolnej
bazie przestrzeni X ), gdzie

(a) L(f) = 1"
(b) L(f) = f+ f".

Podaj wymiary obrazu i jadra tego odwzorowania (wykorzystujac rzad wyznaczonej macierzy odwzoro-
wania) oraz wyznacz ich bazy. Korzystajac z macierzowej reprezentacji odwzorowania L wyznacz wartosé

L(f), gdzie f(z) = 3sinz(1l —4cosx).

10. Rozwazmy baze B = (v, v, v3) przestrzeni wektorowej R? oraz endomorfizm f, taki ze f(v;) = vy — v,
f(v2) = v1 — g, f(v3) = v3 — 1.

(a) Wyznacz macierz Mp(f) i na jej podstawie sprawdz, czy f jest izomorfizmem.

(b) Wyznacz baze B jezeli wiadomo, ze macierz przejscia z bazy kanonicznej By do bazy B ma postaé

0 -1 1
P = 0 0 -1
-1 1 1

(¢) Wyznacz warto$é¢ f(0,1,2) dwoma sposobami: korzystajac z macierzy Mp(f) oraz z macierzy

Mp,(f).

11. ZnajdZ macierz Mg, p,(L) odwzorowania liniowego L: my — w3 postaci (Lw)(z) = zw(—z), gdzie
By =(x*+z,2—1,2+2), By= (2 +z,2° — 2,2 + 1,2* — 1). Ponadto

a) wyznacz wymiar przestrzeni ker L badajac rzad macierzy Mg, p,(L),

(b) wyznacz macierz odwzorowania liniowego L w bazach kanonicznych.

12. 2B Wyznacz baze B przestrzeni R?, w ktérej macierz endomorfizmu L : (2,1, 2) — (v —y,y + 2, —2) ma

postac
1 -1 2
Mp(L)y=0 1 1
0o 0 —1
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Zestaw 7. Elementy teorii Jordana

. Wyznacz wartosci i wektory wtasne macierzy:

1 9 — 0 =2 1 21 -1 1 1
(a) [2 1], | o4 of, ©@l]oz2o], @] 1 -1 1
2 0 — 1 01 1 1 -1

. Wyznacz wartosci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wtasne endomorfizmu

(a) f:R¥> (z,y,2) > (e —y+ 2,0 —y— 222 —2y) € R

(b) f:R3> (z,y,2) > 2x+y+22y+2,22) € R

(¢) f:m 2 ax® +bx+c— (5a+ 9c)x? — (3a+4b + 3¢)x + 3a — ¢ € m;
) f

3R2X29(i b>_><3a+c—d 2a+26—2d> c R22.

(d d

2c a+d

. Dla macierzy

23 0
A= -1 2 1
2 3 =2

oblicz: (a) AiAadz, (D) A2+ X2+ A2 A1, A2, A3 to warto$ci wlasne macierzy A.

. Wielomian ¢4 (A) = —A3 + 4A? + 2\ — 1 jest wielomianem charakterystycznym macierzy A. Wyznacz
wielomiany charakterystyczne macierzy: (a) 24 —I; (b) (A+20)T; (c) A~%

. Wielomian ¢4 (A\) = —A3 43X —1 jest wielomianem charakterystycznym macierzy A. Oblicz wyznacznik
oraz $lad macierzy A% — A% —3A+ 1.

. Niech A, B € C"*™ : det (AB) # 0. Udowodnij, ze jezeli A jest wartoScia wlasna macierzy AB, to A jest
réwniez wartoscia wlasng macierzy BA. Czy zatozenie det (AB) # 0 mozna ostabi¢?

. Sprawdz, czy macierz A jest diagonalizowalna; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierze
diagonalng D oraz nieosobliwg P, takie ze A = PDP~%:

-3 -6 7 3 2 =2 2 10
(a) A= 1 1 =11], (b)A=| -1 0 1|, (¢)A=]|10 20
-4 -6 8 11 0 0 -1 2
Niech
a 0 1 2
A=1]1 -1 0 b oraz v= |0
-2 -1 3 2

Wyznacz te wartosci parametréw a,b € R, dla ktorych wektor v jest wektorem wtasnym macierzy A.
Czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna? OdpowiedZ uzasadnij.
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10.

11.
12.

13.

Rozwazmy endomorfizm f : m3 — 73 okreslony przez warunki:
f@®)=—=2% f@¥)=4"-1, f(x)=—-x, [f(1)=22°+22%-3.

Wykaz, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Nastepnie wyznacz baze B przestrzeni 73, w ktorej
macierz Mpg(f) jest diagonalna. Wypisz te macierz i korzystajac z niej znajdz f°(z® + x).

Dla macierzy A wyznacz jej macierz Jordana .J, oraz macierz nieosobliwg P, taka ze A = PJ,P~!:

NN

2 0 0 1 1
(@A:(éf), (b)Az(_21(1)>, (c) A= 0 -1 2 ), (d) A= 0 2 0

Dla macierzy z poprzedniego zadania wyznacz (a) A% (b) I+ A+ A%+ .- + A9,

—1 2
=0 1),

jej rozklad Jordana PJ,P~ !, gdzie J4 to macierz Jordana, a P macierz nieosobliwa. Nastepnie, wyko-
rzystujac ten rozktad, wskaz cztery rézne macierze B € C?*? speliajace warunek B? = A.

Zmajdz, dla macierzy

Rozwazmy funkcje F : R?*? — R?*2 okreslong wzorem

12 a b R 20 —b+2c—d b+2c—d
’ d 2c b—2c+3d |

(a) Uzasadnij, ze F' jest endomorfizmem.

(b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu F'; wyznacz bazy tych przestrzeni. Czy F' jest monomor-
fizmem, epimorfizmem, izomorfizmem?

¢) W wybranej bazie przestrzeni R**? wyznacz macierz Ap endomorfizmu F.

(d) Wyznacz wartosci oraz wektory wlasne macierzy Ap.

f

(g) Wyznacz baze Jordana przestrzeni R**? wzgledem endomorfizmu F'.

(c)
)
(e) Wyznacz wartosci oraz wektory wtasne endomorfizmu F'.
(f) Wyznacz macierz Jordana macierzy Ap.

)

14



Sprawdz, czy potrafisz. .. Elementy teorii Jordana

Rozwazmy endomorfizm ¢,
@0 :my D ar® +br+c— (5a+9c)2® — (3a+4b+3c)x + 3a — ¢ € .

Pytanie 1. Potrafie wyznaczy¢ macierz A, endomorfizmu ¢ w zadanej bazie przestrzeni ms:

a) eo(z) =1, e(z)=u, ey(v)=2?
b) eo(z) =1+z, e(r)=x+2% eofz)=1+2%

Pytanie 2. Potrafie sprawdzi¢, czy endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny; potrafie wyznaczy¢ jego wartosci
wlasne oraz liniowo niezalezne wektory wtasne.

Pytanie 3. Potrafie sprawdzi¢, czy istnieje baza przestrzeni my, w ktorej macierzg endomorfizmu ¢ jest

4 0 —12 0 —4 —4
a) [ 1 -4 13 B 0o -4 0 |
0 0 8 -8 8 4

w przypadku pozytywnej odpowiedzi, potrafie wyznaczy¢ te baze.
Pytanie 4. Potrafi¢ wyznaczy¢ dowolng naturalng potege macierzy A, endomorfizmu ¢; np. A
Pytanie 5. Potrafie wyznaczy¢ wielomian o'% (—2? + x + 1), gdzie " to n—krotne ztozenie endomorfizmu ¢.

Pytanie 6. Potrafiec sprawdzi¢, czy dwie macierze A, B € R**3 s3 podobne,

1 1 =5 -4 6 7
A=| -1 3 =2 |, B=| -3 5 4 |;
0 0 -1 0 0 2
w przypadku, gdy sa podobne, potrafie wyznaczy¢ macierz P ustalajacg to podobienstwo, tj. taka, ze

A= PBP !
Pytanie 7. Znam odpowiedzi na ponizsze pytania:

a) Czy prawda jest, ze macierz Jordana macierzy o elementach rzeczywistych jest macierza o elementach
rzeczywistych?

b) Czy prawda jest, ze macierze podobne maja ten sam wielomian charakterystyczny?
c) Czy prawda jest, ze macierze, ktére maja ten sam wielomian charakterystyczny, sa podobne?
d) Czy prawda jest, ze dwie macierze podobne maja te same wartosci wlasne?

e) Czy prawda jest, ze dwie macierze podobne maja te same wektory wlasne?
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Rozwazmy endomorfizm 1),

. 2% 9 a b 3a+C—d 2a+2b—2d 2%9
4R 9(Cd)ﬁ< . O

Pytanie 8. Potrafi¢ wyznaczy¢ macierz A, endomorfizmu 1) w zadanej bazie przestrzeni R?*%:

(10 (01 (00 (00
“=\oo) “2"\oo) B \{10) “=\o01)

Pytanie 9. Potrafie wyznaczy¢ wartosci wtasne oraz liniowo niezalezne wektory wtasne endomorfizmu ).

Pytanie 10. Potrafie wyznaczy¢ macierz Jordana endomorfizmu v (bez wyznaczania jego wektoréow wta-
snych).

Pytanie 11. Potrafie wyznaczy¢ cztery liniowe niezalezne wektory gléwne macierzy Ay; potrafie przy ich
pomocy wyznaczy¢ cztery liniowo niezalezne wektory gtéwne endomorfizmu .

Pytanie 12. Potrafie wyznaczy¢ macierz podobiefistwa P, dla ktorej A, = PJ,P~!, gdzie J, to macierz
Jordana dla macierzy A,.

Pytanie 13. Majac zadang baze przestrzeni R?*? potrafie sprawdzié, czy jest ona baza Jordana dla endo-
morfizmu :

Voo (L2 (22 (11 (0 1)

a) U1 = 01 ) Vo = 01 ) V3 = 10 ) Vg = 00 )
11 3 6 2 -2 0 -3

b)wlz(o 1)’ U’?:(o 6)’ w3:<0—1>’ w4:<3 1)'

Pytanie 14. Potrafi¢ sprawdzi¢, czy istnieje baza przestrzeni R?*?, w ktérej macierzg endomorfizmu 1) jest

2 0 00 2 0 00 2 0 00
2) 3 -1 0 3 b) 3 -1 0 3 o) 3 -1 0 3
2 -1 2 1" 2 0 2 1) 1 -1 21
4 -3 0 5 4 -3 0 5 3 =3 0 5

Pytanie 15. Potrafi¢ wyznaczy¢ dowolng naturalng potege macierzy A, endomorfizmu ; np. A2

Pytanie 16. Dla zadanej macierzy A € R?*? potrafie wyznaczy¢ macierz '% (A), gdzie ¥™ to n-—krotne
ztozenie endomorfizmu .
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Zestaw 8. Formy kwadratowe

1. Forme kwadratows zapisz w postaci macierzowej, tj. ¢ (x) = 27 Ax:
(a)

(b)

c)
)
)
)

(21, 12) = 323 + 4129 + 323,

(71, 22) = 23 + 3z109 — 73,
(

(d
(e
(f

(11,22, 73) = 3 + T3 + 21129 + 43173 + 27973,

2
¥
o (1,9, 73) = 102% + w179 + T173 + 22973 + 523 + 223,
¥
(1,9, 23, 04) = —2% — 13 — 5zl + 4wy 73

¥

(71, T2, T3, T4, T3, Tg) = B2 + 8179 + 222 + 523 + 6x374 + 227 + 22 + 127576 + T2
2. Zbadaj okreslonos¢ form kwadratowych z poprzedniego zadania.
3. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej ¢ w zaleznosci od wartosci parametru p € R:

(a) p(w1,22) = 2t + pa172 + 23;
(b) w(a1, 22, m3) = f + 20129 + pr173 + 735
(c) @(z1, T, 3) = 4a? + 4179 + 203 + 2pT 173 + 23
4. Rozwazmy dwie formy kwadratowe:
F(21, 29, 23) = 523 + 23 + 2px123 + 20129, G (21,29, 23) = 2% — 23 — 22129 — T3

Wyznacz te wartosci parametru p € R, dla ktérych nieréwnosé F(xq,xs,x3) > G(x1, 22, x3) jest praw-
dziwa dla kazdego (1,9, x3) € R3, (21, 2, 23) # (0,0,0).

5. Rozwazmy macierz A € R3*3 postaci

1 0 1
A= 2 2a+1 3a
—1 a a+1

Wyznacz zbiér tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R® 3 2 — 27 Az € R przyjmuje jedynie
wartosci nieujemne.

6. Forme kwadratowa ¢ sprowadZ do postaci kanonicznej; zastosuj metode Lagrange’a. Skomentuj okre-
slonos¢ formy kwadratowej . Nastepnie wyznacz macierz symetryczng A, formy kwadratowej ¢ oraz
macierz nieosobliwa P, dla ktérej macierz D = PT A, P jest diagonalna:

(a) p:R®> (z,y,2) = 2%+ 2y* + 1222 — 22y + 622 — 8yz € R;
() ¢:R¥> (z,y,2) > 2* +y* + 22 + oy + 22+ yz € R;
(¢) ¢:R3> (z,y,2) = 2 + 20y — 202 + 4yz — 822 € R.

Sprawdz poprawno$¢ rozwigzania wyznaczajac macierz D.
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Zestaw 9. Przestrzenie euklidesowe

. Wykaz, ze w przestrzeni wektorowej wyposazonej w iloczyn skalarny wektory eq, ..., e, tworzace uktad
ortogonalny (zakladamy, ze e; # 0 dlai =1,...,n) sa liniowo niezalezne.

. Wykaz, ze w dowolnej przestrzeni euklidesowej z iloczynem skalarnym o zachodzi twierdzenie Pitagorasa:
2 2 2
vlwe lvtwl]” ="+ [w]”,
gdzie ||z|]| =z o x.

. Sprawdz, ze w przestrzeni R* wektory

/1111 /111
€1 = 27 2727 92 , €2= 2a2727 9
d

sg ortonormalne, nastepnie znajdz wektory es i e4 takie, aby uktad ey, es, e3, e4 byt jej baza ortonormalna.
W przestrzeni R? przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny.

. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (6, 3, 3) na podprzestrzen liniowa V = {(z,y,2) : 2¢ + y + z = 0}
przestrzeni R®. W przestrzeni R? rozwaz nastepujace iloczyny skalarne:

(a) si(z,y) = Ty;

11
(b) sa(z,y) =2’ | 1 2
0 1

N = O
<

. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u (z) = 22?+1 na podprzestrzen V = ;. W przestrzeni wielomianéw
rzeczywistych rozwazamy iloczyn skalarny

(f.g) = /_lf(ﬂi)g(a:) i

. Rozwazmy przestrzen unitarng funkeji ciagltych na przedziale [—1, 1] z iloczynem skalarnym okreslonym
w poprzednim zadaniu.
(a) Wyznacz miare kata utworzonego przez wektory u(x) = —2|z| oraz v(z) = = — |z|.

(b) Wykaz, ze wielomiany
up(z) =1, uy(z) =, ug(w) = 32> — 1

tworza baze ortogonalna przestrzeni 7y; nastepnie wyznacz rzut ortogonalny elementu uy na pod-
przestrzen my.

. W przestrzeni R?*? iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem Ao B = tr (ATB) , gdzie tr (-) oznacza $lad
macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy I, na podprzestrzen liniowa rozpicta przez macierze

0 1 0 —1
El—<1 o)’ EZ_(l 0 )

18



Zestaw 10. Geometria analityczna w R?

10.
11.

12.
13.

. Sprawdz, czy tréjkat o wierzchotkach A = (1,0,—1), B = (0,2,1), C' = (1,4, 1) jest ostrokatny. Oblicz

jego pole oraz dtugosé¢ wysokosci opuszczonej z wierzchotka A.
Sprawdz, czy punkty A = (1,0,—1), B=(0,2,1), C = (1,4,1), D(2,—3,1) leza w jednej ptaszczyznie.
Oblicz objetos¢

(a) czworoscianu o wierzchotkach A = (1,0,—1), B=(0,2,1), C = (1,4,1), D = (0,0, 1);
(b) réwnolegloscianu rozpietego przez wektory v = (1,1,1), v = (0,1, —1), w = (-2, —1, 3).

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (—1,0, 1) i réwnolegtej do ptaszezyzny 2z +y = 0.

Wyznacz réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkty A = (—1,2,1), B =(2,1,3),C = (2,4, —1).

. Wyznacz réwnanie ptaszczyzny zawierajacej proste

Lh:x=y==z2 oraz ly: 22 =y = —=z.

Dane sa trzy punkty A(1,—5,4), B(—4,3,2), C'(2,1,3). Wyznacz plaszczyzne przechodzaca przez
punkt C' i réwnolegla do wektora AB.
Dana jest prosta

. 20 =2y +42 =2
|l 3x+y—5z—1=0 "

Zapisz jej roGwnanie w postaci parametrycznej oraz kanoniczne;j.

. Na plaszczyznie x — y — z = 0 wyznacz dwie proste przecinajace sie pod katem ¢ = /4.

Znajdz rzut prostokatny punktu P = (2, —1,0) na plaszczyzne 2x + 2y — 2z + 1 = 0.

Wyznacz rzut prostokatny prostej

r=142t
[: y=—at ,teR
z=2

na plaszczyzne x + 2y — z = 1; rozwaz dwa w przypadki: (a) a = 1; (b) a = —1.
Wyznacz réwnanie ptaszczyzny, ktorej punkt (1,2, —1) jest rzutem prostokatnym punktu (0,0, 0).

Zmajdz punkt A symetryczny wzgledem ptaszczyny 7w do punktu przeciecia sie prostych [y oraz [y, jezeli

r=1-—1
-2 3 -1
ll;x _Yto_z : lo: < y=24+2t ,teR; Tir+y+z=-2.
2 -1 3 z=1—1t
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14. Zbadaj wzajemne potozenie prostych [ i k:

= 1-—1 =142t
(a) I: y= 143t ,teR, k: y=3—4t , teR;
z=-3+2t z=2+t
r=-—-3+2t
z+2y—7=0
(b) l:{3y+g_17:0, k- y= 5—t ,t €R.
z= 243t

15. Zbadaj wzajemne potozenie prostej k i ptaszczyzny 7

r= —2
m:3r—y+2—17=0, k: y=1+t ,telR.
z=2—-3t
16. Zbadaj wzajemne potozenie ptaszczyzn
m: —3r+y—2—3=0, my: 6 — 2y + 22 —5=0.

17. Oblicz odlegtosc¢
(a) r—1 y+1 2z2-3
-2 1 2
(b) punktu P = (0, —1,0) od ptaszczyzny 7 przechodzacej przez punkty (0,1,2), (1,1,0) (—1,0,1);
)
)

a) punktu P = (0,0,0) od prostej {:

(c¢) miedzy plaszczyznami m: —3x +y — 2 —3 =0 oraz my: 6x — 2y + 2z — 4 = 0.
(d) miedzy prostymi

r= 1—t¢ r= 2t
l: y=-3—-3t ,teR oraz k: y= 6t ,tekR;
z= 2—2t z= 4t
(e) miedzy prostymi
{ v oraz k: {:1:+y: ;
T4z = z=0
(f) prostej
r=-1+4+1
k- y=1-2t , teR
z=1-—t

od ptaszczyzny m: x +y — 2z = 1.

18. Dana jest ptaszczyzna m: x+2y+32—6 = 0 oraz prosta [: © = y = 2. Wyznacz réwnania parametryczne
prostej [ oraz prostej bedacej jej rzutem prostokatnym na plaszczyzne 7.
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Karta wzoréow

1. (a) sin(z £y) =sinxcosy + coswsiny, (b) cos(z £y) = cosxcosy Fsinzsiny

. . . T+ — : . . - +
2. (a) sinx +siny = 2 sin = 5 Y cos = 5 y’ (b) sinz —siny = 2 sin = 5 Y cos = 5 Y
3. (a) cosx + cosy = 2cosx;ycos$;y, (b) cosx — cosy = —QSinx;—ysinxgy

cos(x — y) — cos(z +y) cos(x —y) + cos(z +y)

(b) cosx cosy =

4. (a) sinzsiny =

2 ’ 2 ’
(c) sinxcosy = sinfz — y) +sinfz +y)
2
tg? 1 t
5. (a) sinx = g—x27 (b) cos?x = ————, (c) sinzcosz = g—xQ
1+tgex 1+tg°x 1+tgex
: 2tg(z/2) 1 —tg*(x/2) 2tg(z/2)
6. __2tel/e) _1-te(@/2) top = _2t8(2/2)
() sine = T2y T Ty 9 BT To(e)2)

7. (a) (a+b)* =a*+2ab+b* (b) (a +b)*=a®+ 3a%b+ 3ab* + b3,

n __ - n kpn—k _ _n n n—1 n n—272 n n—1 n
(c) (a+b) —Z(k>ab =a —i—(l)a b+<2>a b —i—...—l—(n_l)ab +0b

k=0

8. (a) a> —v*=(a—0b)(a+0b), (b)a"—b"=(a—b)(a" ' +a" b+ ...+ab" 2 +b""1)



