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Zestaw 1. Funkcje — wybrane wlasnosci

1. Niech f: X =Y, g:Y — Z, gdzie X,Y,Z C R. Wykaz ponizsze zaleznosci:

(a) f, g — funkcje rosnace (malejace) = g o f — funkcja rosnaca;
(b) f — funkcja okresowa = g o f — funkcja okresowa;

(c¢) f — funkcja okresowa o okresie podstawowym 7', g — injekcja = go f funkcja okresowa o okresie
podstawowym 7.

2. B Niech f,g beda funkcjami okresowymi. Czy f + g jest réwniez funkcja okresowa? Jezeli tak,
jaki jest jej okres?

3. Wyznacz okres podstawowy funkcji:

(a) y = cos(2z — 3); (b) y = colsz; (¢) y =In(|sinz| + 1).

4. Wyznacz funkcje odwrotng do funkeji:

(a)
(b)
c)
)
)

fii[-7m/2,7/2] 5 x —sinx + 1 € [0,2];
fa: (m/2,31/2) 3 x = tgx € R;
(¢) f3:]=3n/2,—7/2] 5 x — sinz € [—1, 1];
(d) fr:R> 2z —sinhz € R;
(e) f5:]0,00) 32 — coshz € [1,00).
5. Naszkicuj wykresy funkeji:

(a) y = arcsin (sinx) ; (b) y = arcsin (cos z) ; (c) y = sin (arcsin x) ;

(d) y = cos (arcsinx) ; (e) y = tg (arctgx) ; (f) y = ctg (arctg z).

6. Rozwiaz réwnanie:

(a) arccos (—x) + arccos (x) = m; (b) arcsin z + arcsin (2z) = ok
(¢) tg(arcsinz) = V1 — a2, (d) arctgz — arcctgx = g

Zestaw 2. Granice ciggow oraz funkcji jednej zmiennej

1. Korzystajac z definicji granicy ciagu, sprawdz rownosci

(a) lim ntl _ 0; (b) lim 2n® = +00; () lim (n+1)(n—1)

= = 2.
n—oo N2 + 2 n—+oom + 1 n—00 2n? + 1




2. Uzasadnij, ze nie istnieja granice (n € N):

(a) lim (1—n)";  (b) lim Y (=1)":  (c¢) & lim sinn.

n—00 n—o0 1. n—00

3. Wykaz zbieznos$¢ podanych ciagéw (w przyktadach (a), (b), (c), (f) dodatkowo wyznacz granice);
wykorzystaj twierdzenie o ciggu monotonicznym i ograniczonym:

(b) by =b>0, bpp =777

@ o= (1rg) o (14 5):

(d) e, = <1+%>n;

1 1
€ fa=14+=+...4+——lnn;
2 n
1 1 1
(f) f1:§7 fn+1=§+§f3-

4. Wyznacz granice podanych ciagéw (n — +00):

logy (n+1)
logs (n+ 1)’

(a)

o) (14

n—+1\" ()1+2+...—|—n
] C
2—n)

(d) siny/n+1—siny/n; (e)n (@3/ 1-— % - 1) ; (f) sin® (mv/n? +n);

© [ () () (0.9...9)"

n+1 dn +1 >
, cosﬁ—l T . x x x x
() — 1 (k) sinisinz-...-sin2—n; (1) COS 5 CO8 7+~ COS 7.
sin —
n

5. Wyznacz podane granice; wykorzystaj twierdzenie o trzech ciagach:

. 2 4
(a) lim ST (b) lim 3" T 4% 1 57

n—oo  3n —1 Nn—00
1 2 n 1 1
lim {/=4+=-+... ; d) li ;
<C>n£5<>\/2+3+ +n—|—1’ ()nggon(lJrn?Jr +n—|—n2)’

_ 1 2 n T
<e)¢}£20(1—|—n2+2+n2+"'+n+n2)’ (£) S s



2n
(g) lim [\/_—}; (h) lim (2cosn — 5)n?
n—o00 n n—o0
N 1 1 1 . logy (2" +1)
i) lim (—+—4=4+... 4+ —|; lim ———=.
(1) 00 (ﬁ V2 \/ﬁ) (i) n—oo log, (47 + 1)
6. Znajdz granice L ciagu obwodéw L, oraz granice S ciagu pol S, wielokatéow foremnych wpisanych
w okrag o promieniu 7, gdy liczba bokéw wielokatow n wzrasta do nieskonczonosci.

7. W stozek obrotowy o wysokosci h i promieniu podstawy r wpisano ostrostup prawidtowy w ten
sposob, ze wysokos¢ ostrostupa jest jednoczesnie wysokoscig stozka, a podstawa ostrostupa jest
n-kat foremny wpisany w podstawe stozka. Przez S, oraz V,, oznaczono odpowiednio pole po-
wierzchni catkowitej oraz objetosé¢ tak utworzonego ostrostupa. Oblicz lim S, oraz lim V,.

n—oo n—oo
8. Uzasadnij, ze nie istniejg granice (z € R):
1
1 : N . : : ‘ w1 :
(a) ilg(l) o (b) xggloo (sinx — cosx); (c) xginoo sin27rx;  (d) xginoo sin [z] .
9. B Uzasadnij réwnosci:
. sinz at—1 ' : 1)z
(a lim = 1; (b) lim = Ina; (c) lim (1+z)'" =e.
10. Oblicz granice:
N2
(a) lim veltlovedl (b limxn_1 n € N; (c) lim (arcsinz)”
20 1—\/I—+1 ’ =1 ¢ —1"° ’ z—1— 1l—a
2 3
V1 -1 8 —
(d) lim M; (e) lim Y221 (f) lim ——
21 1—x 20 x 2—8 sin ()

1 1/x
(h) lim (1 + tgx)c*e®; (i) liir(l) V1 +sinz; (j) lim (1 + —) ;

20+ 2—0 |z|
-9 ] 2T _ 2 1 — 2x
(k) lim( ) ; (1) lim ’ ; (m) lim c.
z—0 x =2 T — 2 z—=0 tgx
In(2° +1) g’V . 1/22
(n) xg@wm, (o) JL%L r (p) 31612% (cosz) ™™ .

Zestaw 3. Cigglosé i r6zniczkowalnosé funkcji jednej zmiennej

1. Wyznacz zbi6ér punktéow ciaglosci (lewostronnej i prawostronnej) funkcji:

ve+1-—1



sin x NG . inl
@fm:{ PSRRI <®ﬂm:{sx’x*0;
1 , =20 0 , =0

arctg (z — 1) +2z* | |z| > 1
77

(e) f(z) :{ T z=0 ;o (f) f(x) =14 y/Incos (27x).

4

2. Wyznacz wartodci parametrow a, b € R, dla ktorych podane funkcje sg ciggte:

[T o
exp (log,2,,e72) , ©#0 Vsin” 2z
(a)f(x):{ p(ga“ ) xio; (b) f(z) = 2 w70
’ a ,r=20
1 —cosx
1 ——— L, #0
<df@»:{(”“””m; o720 (d) f(a) = L
0 , x=0 a?—= Lx=0
2
3. Korzystajac z definicji oblicz pochodne funkcji:
1 :
(@) fl2)=——5 (b gle)=a™ (c)h(z)=tgz; (d) f(z)=arcsina.

4. Wyznacz pochodne podanych funkcji:

<wﬂ@={$wﬁi’x%0- (mfmz{x“”+1,x>1.

0 Lz =0 3a? Jr <1
(c) y=Intg g; (d) y = arcsin v/1 — 5x; (e) y = sin” zi i 1;
(f) y = sin (2'8") ; (g) y = (sinz)*”"; (h) y = arctg <x arctg é) :
) y=a+[z+1" () y=wsgn(a® - 1); (k) y = 2 + e

5. Przypusémy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie . Oblicz granice

lim f(wo+h) = f (20 —h).
h—0 2h

Czy z istnienia tej granicy wynika rézniczkowalnosé funkeji f w punkcie x(?

Zestaw 4. Zastosowanie pochodnych funkcji jednej zmiennej

1. Uzasadnij ponizsze nieréwnosci; wykorzystaj twierdzenie Lagrange’a:

(a) e* > 14z, dlaz > 0;
(b) In(1+2z)—In(1+y)| <|z—yl, daz,y>0;

4



() n(b—a)a™ ' <b"—a"<n(b—a)b" ! dla0<a<bneN.
. Uzasadnij, ze symbolom

0
0-00, 00— 00, 0’ i 1, o, 0°

)

(0. 9]

nie mozna przypisaé zadnej ustalonej wartosci liczbowej (ani nieskoniczonosci). Wyjasnij dlaczego
wsrod symboli nieoznaczonych nie wystepuja symbole 0 oraz co®; tatwo o przyktady pokazujace,
ze im réwniez nie mozemy przypisa¢ na sztywno ani wartosci 0, ani oo.

. Oblicz ponizsze granice; jezeli to mozliwe zastosuj regute de 'Hospitala:

. In(1+2) , Inz , ) . ,
i S e . Jr _ sinz.
(&) i zr (b) xlg& Insinz’ (©) L (e D @ mlg& o
2 L
OF: o (£) 1 DY ot 0" () lm—
e) lim -—=; im (cos—| ; im x ; i) lim :
z=»0 \zsinx 22/’ w00 x) z—r+00 ’ =0 sinx
. Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:
(a) y = 1953 — 42% + 152 — 15; (b) y = 2% (c)y= T
3 ) Y x2 + 1 Y

D) y=a"+[x+ 1+ 20 + [z + 1][11; (e) y = 3v/a2 — 2% (f) y = \/Incos (27x);

‘ T . 1 z+1 '
(h) y = arcsin |$’——1; i)y = <1 + E) ; (j) y = In(log, Inx).

. Wyznacz pochodna funkcji
(z) ; 11—z "
f(r) = arctg —— + arctg x;
g 1 g Y

zapisz ja w najprostszej postaci. Czy funkcja f jest funkcja stata w swojej dziedzinie? Odpowiedz
uzasadnij oraz wyjasénij zaistniaty sytuacje.

. Uzasadnij nierownosci; wykorzystaj monotonicznos¢ stosownie dobranej funkcji:
(a) e* >x+1, dlaxz>0;

t t
(b)ﬁ<ﬂ, d1a0<x<y<z;
T Y 2

(c) 1+2)"21+nzx, dlaxz>0orazn €N (tzw. nieréwnosé¢ Bernoulliego).

. Zmajdz najwieksza i najmniejszg wartos¢ funkeji w zadanym przedziale:

In|z| dlaz#0
(b)yz{

(a) y =sin2z —x, [—7/2,7/2]; ,[—e, €el;

0 dlaz =0
(¢) y =z +/]al, [-1,1]; (d) y==ze", [0,00).

. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji

(a) y = x + 2arctg x; (b) y = ;

3

(c) y = we™; (d) y = (z +1)° — (z = 1)*".



9. Wyznacz katy przeciecia sie krzywych:
(a) y=4—xiy=4-0,52%
(b)

(c) y=e"ixz=0;

(d) 2> +y*=r?iy=1,(r=>1).

Yy =sinxiy=cosx;

10. Dla funkcji f napisz wzor Taylora w otoczeniu punktu xg do rzedu n, tj. z reszta

ro (f,2) = W(:p—xo)n:

(a) y=sinx, xg =0, n = 5;

(b) y=In(1+2x), g =0, n = 4;

(¢) y=-exp(azx), 1o =0,n= N+ 1;
(d) y(b) =(a+b)" zg=by =0, n=4.

11. Oszacuj doktadnos¢ proponowanych przyblizen:

. ‘,L‘S T
(a) sinz ~x — —, dla|z| < —=;

6 6
(b) t +13d1||<1
rrr+ -2, da |z < —;
g 3 ) 10’
1 1 1 1 1
(¢c) n(1+2x)~z— 5172 + §m3 — Zx‘l + 51‘5, dla |z| < 0

3

T 1
i ~x— —.dl —.
(d) sinx ~ x 4,da\x!<10

12. Uzasadnij nieréwnosci; wykorzystaj wzor Taylora dla stosownie dobranej funkcji:

(a) e >z +1, dla z # 0;
(b) (1+2)" 21+ nx,dlaz >0 orazn € N;
() (1+2)™ >1+z+22 dlaz>0.

13. Oblicz wartosci ponizszych wyrazen z zadana doktadnoscia:
(a) e, d=1073; (b) cos0,2,d = 1074 (c) ¥/1,003; d = 1073;

(d) sin10°, d = 1072; (e) B 0,980 d=10"% (f) & (1,01)*", d=10""

Zestaw 5. Calka nieoznaczona

1. Oblicz catki:

@ | @V ) [+ vata © “”‘@;ﬁda @ [

(e) /(1;$)2d9€; (f) %du; (8)( /%dw% (h>/

(1-a)
NG

433_1

dx;

e
et —1

dz.



2. Oblicz podane calki; wykorzystaj twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie:

T T 6r — 7 1 1 '
) /——3_5x2d:ﬁ, (b) /—_1_x4dx, (c) /—3x2_7$+11d$7 (d) /ﬁsm de,

1
(e) /m x; /\/3m + 7dx;  (g) /Sinmxcos3 xdx, m € N,
x x
3. Oblicz podane catki; wykorzystaj twierdzenie o catkowaniu przez czesci:
xarctgx
a arctg /xdx; b In(z+1)dx; c ——du;
@ [actavas 0) [y @ [

(d) / z (arctg 2) da; (e) / ln%dm; (f) / 2?In (1 + ) dz;

T2

(g) /Sin (Inz) dx; (h) /(arccos:c)3 dx; (i) /cos:r;ln (ctgx)d.

4. Oblicz catki z funkcji wymiernych:

(®) / (:v+2)1(x—5)dx; (b) / %dm; (© / 453__13}193?
(d) /#dx; (e) /—2x+3 dx; (f) /x5+2m3+4x+4dx;

A 2 3+ 12 —2¢ x4 + 223 4+ 222

dx 2r + 1 _ dx
(8) / o2 N (h) / ) dz; (i) /T
x (44 22)° (1 + 22) (1—22)(1+x) 202 —x +1
5. Oblicz catki trygonometryczne:
dx dx dx
— (b in2 dxdr; _— d :
(2) /Sin:L’+COS$’ (b) /sm T oS RTAL; (c) /1+4COS$7 (d) /1+tg$7

tg2 2si in*
(e) / & xdx; (f)/ '(281nx—|—3cosx) dr; (g) /sinxsin3xda:; (h) /sm ® da.

tgx sin® x cosx + 9cos3 cos T

6. Oblicz catki funkcji niewymiernych:

x+1 Jr+1 1 ‘ V4 — 2
1__ (b)/,/x_lxﬂdx, (©) ~ i
x . (r —2)dx
V[ = ) [ Ve 0 [
x3 + 2? —I—ld L x d- . \/ 2 2 .
(®) Vo2 —9 ()/\S/x+1—\/x+1 " (1)/ r—1 z+10
/\/1—1——513:1: _1)d ) 222 —i—x+2d 0 —sin 4z
Vi—z 7 V14 2? \/6+20052x



7. Oblicz calki:

? £
(a)/ - Qal"CtgzdiU; (b) /wdﬂf; (c) /v1—$2arcsinxda:.

1+a (22 — 1)?

8. WyprowadZ wzory rekurencyjne (wzgledem n) na podane caltki:

(a) /xo‘ In" zdz, n € N; (b) /sin”:r:da:, n e N; dx, n € N.

xn
C S —
© / Vaz+1
9. Dla calek postaci /:L‘p (ax? +b)" dx, gdzie p, q,r € Q stosuje si¢ nastepujace podstawienia:

e jezelir € Z — podstawiamy z = t°, gdzie s to najmniejszy wspélny mianownik utamkéw p i g;

o jezeli pt € Z — podstawiamy azx? + b = t°, gdzie s — mianownik r;

. ... D
o jezeli

b
+ r € Z — podstawiamy a + == t®, gdzie s — mianownik utamka r.
x

Stosujac powyzsze podstawienia oblicz calki:

(a) / VB ¥ty (b) / —de; (©) / {4/%.

Zestaw 6. Calka oznaczona

1. Oblicz podane catki oznaczone:

™ In3 V3 1
(a) /xsinxdm; (b) /:z:e_xdx; (c) /xarctgmd:z:; (d) /ex sin rxdx;
0 0 0 0
V3/2 2 1 J 2
(f) / arcsinzdr;  (g) /[1‘2]\/1—1-1'611‘; (h) /\/%, (i) /|x]e”1|dx.
—1/2 0 —1 —2
2. Oblicz podane catki; wykorzystaj definicje catki oznaczonej Riemanna:
3 2 4 0 4
dx
(a) /de; (b) /xdx; (c) /(1 — 3z) dx; (d) /emd:v; (e) | —.
x
| 0 1 1 2

3. Wyznacz granice podanych ciggéw:

_ 14—{—24+...+n4.

(a) an




1 1 1
(c) a, = + P S —
VAn?2 — 12 /4n?2 — 22 4n? — n?
1

T 2n+1 2 —|—2

fff

)@= ity ot g
m(. ™ .27 . nm
(g) ap = —|sin—+sin—+...+sin— |;
n n n n
) e+ Ve 44 e
n n I
. V24 yn2 —124n2 =22+ .. 4 y/n2—(n—1)°
(1) an = n2 )
, vn!
(1) a’n_T

4. Korzystajac z definicji zbadaj zbieznos¢ catek:

+o00 d “+o0o “+o0o “+oo
(a) /—xw (b) /Zxdm; (c) /xsinxda:; (d) /I2€x3d$;
(1+x)
1 0 ™ —0o0
[ d [ d [sinl [ d
x x sinlnz x
© [ Ol e O
—1 /2 0 —1
5. Zbadaj zbieznos$¢ podanych catek; wykorzystaj jedno z kryteriow poréwnawczych:
+oo +00o 3 +o00 d 1
—z 2 ) e ) r . e’ )
(a) /6 S11 .le‘, (b) /mdl’, (C) /m, (d) /mdl‘,
0 1 ™ 0
+o0 d T ™ +o00 1
xdx sin x cos T )
) /\/:v5—7—3’ (f) /ﬂ — 1d:c; (2) /71'”3 — 1da:; (h) /xsm de'
5 0 0 1

Zestaw 7. Calka oznaczona — zastosowanie

I. Pole figury ptlaskiej:

(a) Niech I" oznacza krzywa o parametryzacji (z (t),y (t)), t € [t1,ts], gdzie x € C[ltl’h], Y € Cpy 1) OTAZ

2 (t)y(t) # 0 dlat € [t1,ts] (tj. x jest funkcja monotoniczna, a y ma staty znak). Wéwezas pole P figury
ograniczonej krzywa I, osiag O, oraz prostymi x1 = z (t1) , 9 = x (t2) wyraza si¢ wzorem:

P [T ola 0

t1



(b) Niech I' oznacza krzywa o parametryzacji r = f (0), gdzie f > 0, f € Cjo 5 oraz 0 < f—a < 27. Wéwezas
pole obszaru ograniczonego tukiem f oraz promieniami wodzacymi o amplitudach «, § wyraza si¢ wzorem:

B
P=5 [ ey ©)

1. Oblicz pola figur ograniczonych podanymi krzywymi (a,b > 0):

(a)
(b)
(c)
(d)

)

y=a>—6x+7oraz y =3 — x;

(t) = acos(t), y(t) = bsin(t); t € [0, 27];

(1) (2 cos(t) — cos(2t)), y(t) = a(2sin(t) — sin(2t); t € [0, 27];
(¢ 0s’(¢), dla 0 < ¢ < ;

(¢) = (1+cosq§) dla 0 < ¢ < 2.

8

8

d

(e) r

<

)
)
I1. Dtugos$é krzywej:

(a) Niech I' bedzie krzywa o parametryzacji (z (t),y (t)), t € [t1,ts] gdzie z,y € C[tlt ktora nie posiada
punktéw wielokrotnych. Wowczas dlugoéé tuku I wyraza sie wzorem:

o A 3
/

(b) Niech I' bedzie krzywa o parametryzacji r = f (6), f € C[la g)» ktéra nie posiada punktéw wielokrotnych.
Woéwcezas diugosé tuku I wyraza si¢ wzorem:

B
- / O + (7 (0))%do. (4)

2. Oblicz dtugosci podanych krzywych:

III. Objetos$é bryly obrotowej:

Niech I' oznacza krzywa o parametryzacji (z (t),y (t)), t € [t1,ts], gdzie z 7 lub x N\, y # 0,
T,y € C[tlt] Wéwezas objetosé bryly obrotowej powstalej przez obréot I' dookola osi Ox w przedziale
T =2 (tl) To =T <t2) wyraza si¢ wzorem:

V= 7r/ : y* ()2 (t)dt. (5)

t1

IV. Pole powierzchni bryly obrotowej:

Niech ¥ oznacza krzywa o oparametryzacji (x (t),y (t)), t € [t1,ts], gdzie z S lub z N\, y = 0, x,y €
C[t1 L Wéwezas pole powierzchni bocznej bryly obrotowej powstalej przez obrot X2 dookota osi Ox w przedziale
x1 = (t1), 22 = x (t2) wyraza sie wzorem:

s=2r [y OF + v 0 (6)

t1

10



3. Wyznacz objeto$é oraz pole powierzchi (bocznej) figury:

) S
) 22+ (y—b)’=a

o) 223 4 y2/3 = a2/3,
) z(t) = a(2cost — cos2t), y(t) = a(2sint —sin 2t), 0 < ¢t < ;
) z(t) = a(cost + tsint), y(t) = a(sint — tcost), 0 <t < .

N

a;

(a < b);

ST
Do
Il
W
Q
s
o
no

Zestaw 8. Szeregi liczbowe; szeregi potegowe

1. Dla podanych szeregéw wyznacz ich sumy czesciowe Sy:

() ij n21— r (b) Z:l n(n+ 11) (n+ 2); ) Z:l (n+ 1)\/ﬁl+n\/n—+1; (@) Z:lln (1 * %
2. Zbadaj zbieznos¢ podanych szeregéow liczbowych:
(a) nfél n sin %; (b) niozl % sin %; (c) nio:l % sin %; (d) 7?:1 sin an,

§)) iln (1+i)§ (k) i Vil 1) in_?’ln(l—l—n); (m) iarccos"%;

n=1 TL2 n=2 n2 - 1 ’ n=1 n=1
x " &, 1 < (n!)? > 1,
. . —_el/n
WX O oy O % G 0 X 5

< (6—3z)" < 1 o > 3" 0 > (z-2)"
@S CEEL o) Sy @ DS ern @ % U
© 5 MS et @ S 3L j;_f



4. Uzasadnij ponizsze rownosci:

0 £« o<
(b) > na" = %, dla |z| < 1;

n=1 (1—x)

e ) -1 n
(c) > 2(n—|—)1x2n+1 = arctgz, dla |z| < 1.

n=0

5. Oblicz:
> (n+ 1) o 2n —1 o n
b : _n_

WEME w SR 0 f Ty

6. Podana funkcje przedstaw jako sume szeregu potegowego w zadanym przedziale:

1

2
= 1 —: =——— dI 1] < 2;
(@) f2) = 5o, dia Ja] < > () F (1) = g, dla o4 1] <2
(c) f(z) =sin’z, dla z € R; (d) f(x) = sinh®z, dla z € R;
2z + 2 9
(e) f(x):x2+2x’ dla |z + 1] < 1; (f) f(x) =In(2® + 22 +3), dla |z + 1] < V2.

Zestaw 9. Cigglosé i rézniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych

1. Przedstaw graficznie dziedziny (naturalne) podanych funkcji:

vyt

(a) f(xay) - (.CIZ'—Q)’ (b) f(xvy) :longerQ (1—$2—y2), (C> f(xay) - IHCOS(JZ—y).
2. Jakie powierzchnie w uktadzie O,,, opisane sg ponizszymi zaleznoSciami?
(a) y = 2% — 20 + 3; (b) 2* +y? = 1; (c)2r+y—2+1=0; (d) z=1+ a2+ y?

() z=/1—22—9y2% (f)z=422+9y% (g z=1-32% - 3% (h) 22 +y* + 22 = 9.

3. Wyznacz ponizsze granice:

2 2
—y . 7y : Ty
a lim —— b lim ———; c lim ———;
(@) (2,9)—=(0,0) x2+y (b) (2.9)=(0,0) T + y? © (2.9)=0,0) 2% + y*
. . 2 2
@ m S gy EEV) g gy
(29)—(0,0) Y (9)=0.0)  |z] + |y] (2,9)—(1,0)
24y 1 2 1
) lm o () lim o]’ (G)  lim
(@y)=(00) 2> +y (2,y)—(0,0) (@y)—(12) (y — 2)
&) lm sin (x smy); 0 lim cosa:y2; (m) lim 81112(1' —|—2y—i—§)‘
(@y)—(00)  TY @u)—(1.3) (y — 5) (@,,2)20,0,0) %+ Y=+ 2
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4. Zbadaj ciagtos¢ podanych funkcji:

|zly + zly| :r;|y\ z sin(zy)
dla (z, 0,0 ———— dla (z, 0,0
dla (z,y) = (0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)
sin(z? + y ry?
dl
o Ao () 0.0 () pp o g W@ #0.0)
dla (z,y) = (0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)
+
51’2"91 | 3’/| dla (z,y) # (0,0) 0 f (z.) { Vrt+y?2 dlaxz >0
T, Y) =
dla (z,y) = (0,0) rxcosr+y dlaxr <0
5. Wyznacz wartodci parametrow a,b € R, dla ktorych podane funkcje sa ciagte:
siny ry ( + ay)
x+ b dla y # 0 ——— dlaxz#y
flx,y) ; (b) f(z,y) = T =y 7Y
dlay=0 z? dlax =y

bsi
«/a:2+y 1 dlaa? + 2 ST Jla 2y # 0
(c) f(z,y) = b dla 2 + 1 () f(zy) = Y
ar T oy az?+y?< a dla xy =0
6. Wyznacz pochodne czastkowe f; oraz f, podanych funkcji:

z

inz + )
(a) f(z,y) = % +av (b) f(z,y,2) = FENC Y
(c) f(z,y) = I]zyl; (d) f(z,y) = zysen (zy);
Y dla (z,y) % (0,0) 22 +42 dlazy =0
_ 2 2 ’ ’ ) _ Y a Ty
© f(x’y)_{ Y da (z,y) = (0,0) (f) f(x’y)_{ L dlazy#0 -

7. Zbadaj rézniczkowalnosé podanych funkcji:

Y dla (x, 0,0
W) Flay =4 Sy o ew A0

0 dla (z,y) = (0,0)
) £ (@) iy W @0 #0.0
T,y) = )

0 dla (z,y) = (0,0)

2 | ) sin — a (x
(c)f(x,y){ (x +y)s1nx2+y2 dla (z,y) # (0,0) ‘
0 dla (z,y) = (0,0)

8. Sprawdz, czy ponizsze funkcje speiaja warunek f;' (0,0) = f;,. (0,0):

$2y3
<@fmw{ﬁ+¢dh@@%@ﬂ;
0 dia (r,y) = (0,0



zy (22 — y?)
) fay =1 w2rp T @yF00
0 dla (z,y) = (0,0)

9. Wyznacz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach oraz kierunkach:

= Va2 + ¢, (w0.00) = (0,0), T = (=3/5,-4/5);

(a) f(2,y)

(b) f(z,y) =zny+ylnz, (z0,490) = (1,1), ¥ = (1,0);

(¢) f(z,y) =z —yl, (xo,0) = (1,1), T = (3/5,4/5);

(d) f(x,y) =2[x|+[yl, (xo,50) = (0,0), ¥ = (vV2/2,V2/2).

Zestaw 10. Wzér Taylora, ekstrema funkcji wielu zmiennych

1. Dla podanych funkcji wyznacz:

(a) df) (M, he), gdzie f(z,y) = zInly| + zY;
(b) df.00) (hi, o, hs), gdzie f(x,y,2) = vyz + 2%y2* + In(z +y + 2+ 1);
(¢) @ fo0) (hi,he), gdzie f(z,y) =2y +23In(y+ 1) +y*tga.

2. Dla podanych funkcji zapisz rozwiniecie Taylora do rzedu n w otoczeniu punktu A:

(r,y)=2*y+axy+vy3,n=3 A=(0,1);
z,,2) = (x+y+2)° n=3 A=(0,00);
z,y,z) =zylnz 4+ z*cosy, n =2, A=(1,0,1);
r,y,2) =2, n=2 A= (1,1,1).

—~

3. Oblicz przyblizone wartosci podanych wyrazen; wykorzystaj rozwiniecie Taylora do rzedu drugiego
odpowiedniej funkcji:

arctg 0,9
V4,02

4. Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkcji:

(a) . (b) 1,02sin<%+0,1>; () 0,9850%;  (d) In(1,05)tg (46°).

() f(r,y) =3 —1)"+4(y+2)%

(b) f(x,y) = 2%+ 3zy* — Slz — 24y;

(c) f(z,y) =2’ +y° = 3ay;

(d) f(z,y) =2 +2y+y*>—4lnx —10Iny.

5. Wyznacz najwicksza i najmniejsza wartos¢ funkeji w podanych obszarach:

(a) f(z,y) =2 +y° 2]+ ]yl <%
(b) f(x,y) = sinz + siny — sin (z + y) w trdjkacie ograniczonym osiami Oz, Oy oraz prosta
T +y = 2m;
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(©) f(zy)=ay, (z—1)"+2 < L

dxy

. Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f (z,y) = oL
T Y

. Oblicz odlegtos¢ poczatku uktadu wspotrzednych od:

(a) plaszezyzny m: 2 —2y + 32 —6 =0; (b) powierzchni v : 2 = \/(z +2) (y — 1).
. Sposréd wszystkich trojkatow wpisanych w okrag o promieniu r wybierz ten o najwiekszym polu.

. Zmajdz najwieksza wartos¢ iloczynu trzech nieujemnych liczb, ktorych suma ma statg wartosé roéwna
3c.

Zestaw 11. Funkcje uwiklane, ekstrema warunkowe

. Zbadaj, czy podane réwnanie jednoznacznie okresla ciagta funkcje uwiktang y = y ()
w otoczeniu wskazanych punktow:

(a) 2 +2 -y’ —y=0,(2,2);

(b) z¥ =y*, A(2,4), B(e,e), C(3,3);

(c) z —siny =0, A(V2/2,7/4), B(1,7/2);

(d) 22 =42 A(1,1), B(0,0).

. Wyznacz styczne do krzywych we wskazanych punktach:
(a) 2*+o -y’ —y=0, A(2,2);

(b) 22 +y* —3zy+2 =0, B(1,1);

(c) ze¥ +ye® =e™, C(1,0).

. Dla podanych funkcji uwiktanych y = y (z) wyznacz y” (x):

(a) x* +y* — 3zy = 0;

(b) Iny/22 4 y? = arctg Q;
x

(c) ze¥ —y+1=0.
. Zmajdz przyblizenie podanej funkcji uwiktanej y = y (x) wielomianem stopnia n w otoczeniu punktu
(0, Y0); zastosuj wzor Taylora:

(a) e — 2%y —1=0,n=2, (29,90) = (2,0);

(b) e —x=0,n=2, (z9,40) = (1,0);

() In(y+a®+ay®) — a3 =1+ 23, n =2, (x0,y0) = (0,€);

4 4x?
(d) z* + 7 + o 1=0,n=3, (zo,y0) = (—1,—1).

15



5. Zmajdz ekstrema podanych funkcji uwiktanych y zmiennej x:

(a)

(b) 2° 4+ y* = 20zy?;

(c) 2%e¥ —y* +1=0;
(d) 2% — 22y — 3y* +4=0.

2? +y? — oy — 20+ 4y = 0;

6. Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkcji przy zadanych warunkach:

(a) f(x,y) =a®+92 +4a —2, 2% + % = 4;
() f(z,y) =Inz +Iny + 2y, 22> — 2* — 1 = 42® + 622 + 4u;
(c) flz,y)=x+y, ¥ —ay —1=0;

(d) fzy)=y—Inz, 2+ (y—2)"—-2=0

(e) flz,y) =a+2y, 2*+y* =5

) f(zy,2)=c+y+2z, 22 +y>+22=1

(g) f(zyy,2)=zyz,z+y+2=1

(h) f(v,y,2) = +y+z aoyz=1

Zestaw 12. Catki wielokrotne

1. Oblicz ponizsze catki po podanych zbiorach:

o ff s neoasion

//xyln “daxdy, R =[1,¢e] x [1,2];

c) //ew_yda:dy, R — trojkat o wierzchotkach (1,0),(3,1),(2,2);

) //z%zydxdydz, R — czworoscian o wierzchotkach (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0).

) ///\/%,R:[O,l] < [0,2] % [0.3].

2. W podanych catkach zamien kolejnosé¢ catkowania:

1 |zl 4 2z
a) //f (7, y) dydz; / / f (z,y) dydz.
210 0 \Iz—2?
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3. Oblicz podane calki; zastosuj wspotrzedne biegunowe:

@) [ [aydody. D= {(.9) 0> 0.1 <0+ < 2}
D

(b) //:L’2+y2dxdy,Dz{(m,y):y}O,y<x2+y2<x}.

D

4. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:
(a) y? =4z, x +y = 3; (b) 2> +y? =2y =0, 22 +9*> — 4y = 0.
5. Oblicz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
(a) 22 +y*> =2y =0, 2 =2+ 12 2= 0; (b) 22 +y* + 22— 22 =0.
6. Calke potrojna / / / f(x,y, z) drdydz zamien na caltke iterowana, jezeli U jest obszarem ograni-
U

czonym przez powierzchnie:

(a) z =222+ 42, 2 = 6;
(b) 22 +y*+22=252=4 (2 > 4);

(c) z=a%+ 9% 2= +/20 — 22 — 32

7. Oblicz podane catki; wykorzystaj wspotrzedne walcowe lub sferyczne:
(a) ///(a:2+y2+22)2d:cdydz, U:22+9y2<4,0<2<1;
U
(b) ///xyzdxdydz, U: o2+ y? <z< /1 —22—y?%
U
(c) ///x2+y2d:cdydz, U:2?2 4+ 92+ 22 <1, 22 + 92 + 22 < 22
U
dxdyd
(d)/// O U:4<a?+ 2 +22<Y;
/ 12 + y2 + 22
U
(e) ///xdedydz, U:a?+y*+ 22 <A
U

Zestaw 13. Calki krzywoliniowe i powierzchniowe

1. Oblicz podane caltki krzywoliniowe nieskierowane:

(a) /ye’““dl, gdzie K jest brzegiem trdojkata o wierzchotkach: A (0,0), B(—1,1), C'(1,1);

K
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mdl gdzie K jest krzywa: z (t) = 2tcost, y (t) = 2tsint, t € [Q%]?

r—ydl, gdzie K = {(z,y) ER*: 2y —x+2=0, z € [0,4]};

dl, gdzie K jest krzywa powstala w wyniku przeciecia sie powierzchni 422 = 2% + y? oraz

IZ
K/
/4\/_dl gdzie K jest tukiem paraboli y = (z + 1)*, z € [—1, 1];
K
K/
z?

2. Oblicz podane catki krzywoliniowe skierowane:

xdx+ydy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem trdjkata o wierzchotkach A (0, 0)

A
\_/

R /:x\ No— W —

(1,1), C(2,0);
xdr + ydy
2 + y?

2
x
, gdzie K jest elipsa T + y? = 4 zorientowang ujemnie;

=
~—r

reVdr + ye dy, gdzie K jest tukiem paraboli z = y?, y € [—1, 1] zorientowanym od punktu

—1) do punktu (1,1);

zdx +ydz + xdy, gdzie K jest tukiem przestrzennym x (t) =2+ 1, y (t) =t — 1, 2 (t) = ¢,

—
o
N

€ [0, 1] zorientowanym od punktu (2,0, 1) do punktu (1,—1,0);

r*y*dx, gdzie K jest brzegiem kwadratu |z| + |y| < 4 zorientowanym dodatnio.

(e)

N\

3. Oblicz podane calki; jezeli to mozliwe zastosuj twierdzenie Greena:

ydz + (x + y) dy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem figury ograniczonej krzy-

()

gw\

<

mi: = /y, v =0,y =4

2%+ yidedy, gdzie G = {(2,y) 1 1 <2 < 2,22 <y < e}

=
N

1
rydxr + (§x2 + cos y) dy, gdzie K jest krzywa o parametryzacji

N\Q

x(t) =sint
2 arctg (10g3 (2 sin®t + 1)) ;
sint + 1

y(t) =
T ) T
te [0, 5] , zorientowana od punktu (0,0) do punktu <1, Z)’
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(d)

\

/2dxdy, gdzie G jest czworokatem o wierzchotkach A (0,0), B (0,2), C'(1,1), D (1,0);

—ydx + xdy

R gdzie K jest okregiem 2% 4 y? = 1 zorientowanym dodatnio.
22ty

(e)

R—

4. Oblicz podane caltki powierzchniowe niezorientowane:
1

(a) / 2*V/1 + 22dS, gdzie S jest czeécia powierzchni z = 53/2 zawartg miedzy powierzchniami
s
’.CE‘—F‘y’:Q,Z:O,

(b) // xyzdS, gdzie S jest pobocznica walca o promieniu 7 = 2, srodku w punkcie (0,0,0)
s
zawarta miedzy plaszczyznami z = 0 oraz z = 4;

(c) / / 2dS, gdzie S jest czworo$cianem ograniczonym plaszczyznami x +y + 2z = 1, 20 = 1,
s
20=1, 22 = 1;

(d) // 2dS, gdzie S jest powierzchnia (z — a)2 + (y — b)2 + (z — )’ =1,

s
e arctg (2% + y? + 22 — 8) dS, gdzie S jest czescia powierzchni z = /9 — 22 — y2 zawarta
(e)

s

w walcu 22 + y? = 5.

5. Oblicz podane catki powierzchniowe zorientowane:

a ydydz — xdzdr + xydxdy, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnia okreslong
dyd dzd dzxdy, gdzie S jest dodatni i ierzchnig okresl
s
zaleznodciami z = /22 + 32, 22 +¢y? < 1;
(b) / / In xdydz+1Inydzdx +1n zdxdy, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnia okreslong
s
zaleznosciami z =z +y, x> 1,y > 1, x +y < 4;
¢ Tty +z yaz, gdzie S Jest dodatnio zorientowang powlerzchnig okreslong zalezno-
242 + 2°)? dydz, gdzie S jest dodatnio zori ierzchnia okred] les
s
$ciami z = 2y/a2 + 492, 2 + 4y < 4.
(d) / / vy — 2?ydydz +y* zdzdx — (2 — x) ydady, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnia
s

x2+y2—|—22:9,z2\/5.

6. Oblicz podane calki; jezeli to mozliwe zastosuj twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego lub twierdzenie
Stokesa:

(a) 7{ r2dx + zy*dy + yadz, gdzie C jest zorientowanym dodatnio brzegiem tréjkata o wierz-
C

chotkach (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);
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(b) / / rydydz + yzdwvdz + xzdwdy, gdzie S jest wewnetrzng strong powierzchni a2 +y? + 22 = 1,

=0

>0,y=20,2z2=0;

(c)

(x 4+ z)dx + sin (y + z) dy + cos zdz, gdzie C jest zorientowana ujemnie krzywa powstata

Q\S\

w wyniku przecigcia walca x? + y* = 4 i plaszezyzny = +y + 2 = 1;

(d) // (x +y+ 2)dxdz, gdzie S jest brzegiem czworo$cianu o wierzchotkach (0,0,0), (1,0,0),
S
(0,1,0), (1,1,1) zorientowanym dodatnio.

7. Niech S C R3 bedzie zamknieta powierzchnia gtadky. Co mierzy catka

1
3 // xdydz + ydzdx + zdxdy?
s
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Trygonometria

.2 tg? x 9 1 . tgx
sin“r = ———, cos*r=—"%—, sinzcosr=_—r—5—
1+tg“x 1+tgex 1+tg“x
2t 2 1 —tg?(z/2 2t 2
oo 2EE2) o) 2(e)?)
1+ tg*(z/2) 1+ tg?(z/2) 1—tg?(z/2)

sin(z £ y) =sinzcosy + coszsiny, cos(x +y) = coszcosy Fsinzsiny

. . LTty Ty . . Ty Tty
sinx + siny = 2sin cos , sinx —siny = 2sin cos
2 2 2 2
+ - Tty T
cosaz:%—cosy:2coszj ycosx2y cosz—cosy:—Qsmz ysmz2y
. . cos(x —y) — cos(x + cos(x —y) + cos(x + . Si — ) +si +
Smxsmy = (= y)2 (@ y)7 COS T COSY = (@ y)2 (@ y), sinxcosy = in(z y)2 in(z +y)

Calka nieoznaczona
1 1 T 1 1 Tz —k
7x2+k2dzzgarctgg+c, 7x2_k2dx:%1n‘7x+k‘+c

de =ln|z+ V22 + k| +¢,

dx =
xr = arcsin — A +c

| = |

/ 1 @ +2n—3/ L
A+ " @n—2)1+22) 1  2m—2) Qa1

Calka oznaczona

JRETNTED S (R B SRR

i=1

Calka oznaczona — zastosowanie

Pole P figury ptaskiej, dtugosé¢ [ krzywej, pole S powierzchni obrotowej, objetosé V' bryty obrotowej:

b ta B
= [ Wwlas = [ wla = 5 / (r(¢)dp

- / VT (@) = / V@ o)t = KW(@)M(W(@%

b t2
S = 27r/ f@)V1+(f'(z))*de = QW/t y(O)V/ (@' (8))% + (y'(t))2dt

b to
V= / (f(2)de = n / (y(t))2' (1)t

ty

Calki wielokrotne

Wspéblrzedne biegunowe, walcowe, sferyczne:

v reosa T =Tcosa T =rcosa cosf
y:rsina y=rsina y=rcosa sinf
z=2z z=rsina
> ) )
3/_(3] o € [0, 2m) r>0, ac0,2r), zeR r>0, a€l-n/2,7/2], B €0,2m)
o J=r J =r?cosa

Pole figury plaskiej P, objetosé bryly €, masa bryly £ o gestosci p:

\P|:// ldzdy, |Q\:/// ldzdydz, m:/// p(z,y, z)dzdydz
P Q Q2

Pole plata powierzchniowego z = f(z,y) dla (z,y) € D: |S| = // \/1 + (fa(z,9))? + (f)(z,y))*dzdy
D




