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Zestaw 1. Arytmetyka zmiennopozycyjna

. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej x istnieja doktadnie jedna liczba catkowita
c oraz doktadnie jedna liczba m € [$71, 1), gdzie 8 > 2 jest ustalong liczba naturalna, takie ze

x = [°m.

o0
. Niech 8 > 2 bedzie ustalong liczbg parzysta oraz niech m = Ze,kﬁ_k, gdzie e_; # 0 oraz

k=1
e_; €{0,1,...,8—1} dlai € N. Rozwazmy, dla ustalonego t € N, funkcje

t

Ze_kﬂ_k, gdy 0 <e_g41) < g -1
k=1

rd; :m — my = . 8
D eBF+ 57t ady 5 S S -1
k=1

1 gt

Uzasadnij, ze |[rd;(m) — m| < 3

. Sprawdz réwnosci:
(a) fl(a(b+ c)) =fi(ab+ac); (b) fl(a®—b*) =1A0((a—0b)(a+Db)).

. Uzasadnij, ze relacja rownosci w sensie jeden jest relacjg rownowaznosci w zbiorze wszystkich
funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale [1,00).

. Sprawdz, czy zachodza ponizsze réwnosci w sensie jeden (a,b € R, a # 0):
a2t

(a) a27t + 0272 = a2, (b) 1o

= a2t (c) a27% =, 0.
. Przypusémy, ze a1 =1 by oraz ay =1 by. Sprawdz, czy zachodza ponizsze réwnosci w sensie jeden:

(a) ajap =1 byby,

(b) a1 + az =1 by + by,

(c) lai| + laz| = [b1] + [ba.

. Sprawdz, czy zachodza ponizsze rownos$ci w sensie jeden:

(a) t2 4+ 1+ arctgt-27t = t2 4+ 1; (b) sint - 27" + cost - 272 =, sint - 27,

. Wykaz ponizsze zaleznodci:

(a) jezeli 1 + E = (1 +ay) (1 + ag) oraz |a;] < K;27" (1 = 1,2), to |E| < (K + Ka) 275

L I+a
b il+E=
(b) jezeli 1+ T

oraz |a;| < K;27' (i =1,2), to |E| <1 (K7 + K3) 274

K
1nr 3 / —t t —t
- AN 9 AN .



Zestaw 2. Uwarunkowanie, numeryczna poprawnosc¢

1. Wyznacz wskazniki uwarunkowania dla zadan:

(a) w(a,b,c) =ab— 2c;

(b) w(a,b) = a® + b?;

(¢) w(ar,...,an;b1,...,by) = > 7 arbg;

(d) w(b) = A7, gdzie b € R"; macierz A € R™ " jest znang macierza nieosobliwa;
(e) w(a,b) =a—+a®>—b,dlaa®—b>0.

2. Rozwazmy dwa uktady réwnan

r+3y =4 r+3y =4
Uy - Ug -
—2r —6,000ly = -8 ~’ —2r — 6,000y = —8,01

Rozwiazania tych uktadéw to (x1,11) = (4,0) dla uktadu w; oraz (z9,y2) = (—296,100) dla
uktadu us. Pomimo tego, ze macierze uktadow wug,us sa identyczne, a ich wektory prawych
stron réznia sie niewiele, rozwiazania tych uktadéw réznig sie istotnie. Wyjasnij dlaczego tak
sie dzieje.

3. Zaproponuj numerycznie poprawne algorytmy wyliczenia ponizszych wyrazen; uzasadnij nume-
ryczng poprawnos$é wskazanych algorytmow.

(1,2

(a) w(aab) - mv (a’vb) 7£ (070)7
(b) w(a,b,c) =ab+a+c— ac;
() w(a,b,c) = %+§ ab # 0.
4. Rozwazmy ukltad réwnan
a’x —aby =1
br +ay=—-1"

gdzie a,b € R oraz a # 0, ktérego rozwigzaniem jest para (z,y). Zaproponuj numerycznie
poprawny algorytm wyliczenia x; wykaz numeryczng poprawnosé tego algorytmu.

5. Wartos¢ funkeji f w punkcie x obliczono algorytmem numerycznie poprawnym, tj.

f(f () = f(z(1+e)(1+9),

gdzie |e] < K127, 6| < Ko 27!, Zakltadajac, ze funkcja f jest klasy C!, oszacuj blad wzgledny
uzyskanej wartosci.



Zestaw 3. Interpolacja wielomianowa

. Wyznacz wielomian interpolacyjny interpolujacy wezty

{(_2a _1) ; (_]-7 _1) ’ (17 _1) ) (2’ 11)} ;
zapisz go wykorzystujac bazy Lagrange’a oraz Newtona.
. Wielomian p (z) = —2* + 23 +22% — 32 +5 interpoluje pie¢ pierwszych wezléw z ponizszej tabeli:

x| =2|-1]0]1] 2 |3
yi | —5] 8 |5]4][-1]0"

Wyznacz wielomian interpolujacy cata tabele.

. Niech ¢y, ..., ¢, beda wielomianami postaci (3.1) oraz niech ¢; = ¢; (0) (i =0,...,n). Uzasad-
nij, 7e
chxk”“ =(—1)"xg- -2,

k=0

. 7Z jaka doktadnoscia mozna obliczy¢ warto$¢ In 100, 5 przy uzyciu wzoru interpolacyjnego majac
dane wartosci In 100, In 101, In 102, In 1037

. Funkcje f € C[S%b] spelniajaca warunek || f® |, < 1 przyblizamy funkcja ciagla p zdefinio-
wang w sposéb nastepujacy: przedzial [a,b] dzielimy na podprzedzialy punktami x; = a + zb_T“
(1=0,...,n); w kazdym z przedziatéw [z;, z;,1] funkcje f przyblizamy wielomianem interpola-
cyjnym opartym na weztach x;, (z; + x;41) /2, x;11 — sklejenie tych wielomianéw to funkcja p.

Wykaz, ze
V3 [/b—a 3
_ < 2= )
I - ple < % ()
. Wykaz, ze dla parami réznych punktéw xo,...,z, € [a,b] oraz funkcji f : [a,b] — R zachodzi
rOwnos¢é
1 29 - 2t f(x) 1 g -+ xf
1L a2t f(x) |
fl:x()?" 7xn]: : / )
1 z, " f(x,) 1 z, al
nastepnie uzasadnij, ze
(n)
(0) dia f € mor Sy, ] = T,
1 ol
T i=0 T3
(c) jezeli funkcja f jest parzysta, to fl—zo,...,—x,] = (=1)"f[zo, ..., x];
(d) jezeli funkcja f jest nieparzysta, to f[—xg,..., —x,] = (=1)""L flzg, ..., z,].



10.

11.

12.

13.

Niech zy < ... < x, oraz niech ¢; (z) = [] L (i=0,...,n). Rozwazmy wielomiany
j#iti = &g

Ai () =[1=2(x —z) ¢} (z:)] ¢} () oraz B;(z) = (v —x;) ¢} (z),

dlai=0,1,...,n. Wyznacz wartosci 4; (z;), B; (z;), A} (x;) oraz Bj (z;), nastepnie skonstruuj
wielomian p € my,11 interpolujacy funkcje f w weztach xg, z, ..., 2, — kazdy o krotnosci dwa.

. Wyznacz wielomian f € m4 spelniajacy warunki:

x 1
flz) |11
[ (x) 0

f" (x) 6
. Wykaz, ze wielomian w € 7, interpolujacy funkcje parzysta f : R =R w n+1 réznych punktach
weztowych xy, . .., z, potozonych symetrycznie wzgledem zera (tj. jezeli x; jest weztem, to —z;
tez) roéwniez jest funkcja parzysta. Czy podobne stwierdzenie, ale dotyczace wielomianu inter-
polacyjnego Hermite’a interpolujacego funkcje parzysta w weztach xq, ..., x; o tacznej krotnosci

n + 1 i potozonych symetrycznie wzgledem zera rowniez jest prawdziwe? Odpowiedz uzasadnij,
negatywna podajac stosowny przyktad.

Niech f:[0,7] 3 © — cosx € [—1, 1] oraz niech Hy bedzie wielomianem interpolujacym funkcje
f w weztach zy = 0 (podwdjny) oraz x; = «, a € [0,7] (pojedynczy). Wyznacz wartosé
parametru «, dla ktérego oszacowanie bledu interpolacji || f — Hal|, jest najlepsze (tj. przyjmuje
najmniejsza wartosc).

Niech zg € R, niech xy < ... < x, oraz niech v, ...,y, € R. Rozwazmy nastepujace zadanie
interpolacyjne:

Znalezé wielomian H € m, spelniajgcy warunek
H(z)=vy; (i=1,...,n), H (x9) =10 (4.1)

Uzasadnij, ze problem (4.1) ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
w'(xg) # 0, gdzie w (x) = [] (v — o).
k=1

Wykorzystujac idee rozwigzania poprzedniego zadania sformutuj i uzasadnij warunek konieczny
i wystarczajacy dla istnienia doktadnie jednego rozwiazania H € 7, problemu

H(z)=vy; (=1,...,n), H® (o) = Yo,
gdzie k € {1,...,n} jest ustalone.

Wykorzystujac algorytm réznic dzielonych wyznacz wielomian w € my interpolujacy ponizsza
tabele

| -2 -1]1 |
1|0 |4

w;

nastepnie, opierajac sie na rozwigzaniu poprzedniego zadania, zmodyfikuj go tak, aby otrzymac
wielomian A mozliwie niskiego stopnia, ktéry dodatkowo spetnia warunek:



(a) K"(0) = —2;
(b) h"(-2/3) = —2.
14. Wielomian p € m, interpoluje funkcje rézniczkowalng f w punktach zp < ... < z,. Czy

wielomian p’ interpoluje funkcje f'? Jezeli tak, podaj btad tej interpolacji (przy zalozeniu, ze

f c Cn—i—l)'

Zestaw 4. Interpolacja funkcjami sklejanymi oraz trygonometryczna

1. Wyznacz kubiczng funkcje sklejang S spelniajacg warunki:
S0)=1, S(1)=0, S(2)=2, S"(0)=5"(2) =0.
2. Wyznacz naturalng funkcje sklejang S stopnia pierwszego interpolujaca funkcje
flz)=2\/zx(x —2)+1+2—3
w weztach xg = —1, x; = 1, x5 = 3. Sporzadz pogladowy rysunek.

3. Sprawdz, czy naturalna kubiczna funkcja sklejana dla podzialu A = {0, 1,2, 3} interpolujaca
tabele

x| 0]1]2]3
yi |1]1]0]10
jest, dla z € [0, 3|, okreslona wzorem
l+z—a23 dla z € [0, 1]
Sz)y=¢ 1-2(x—1)=3(z—1)2+4(x—1)® dlax e (1,2]

2
4(x —2)+9(z — 2)* — 3(x — 2)3 dla z € (2, 3]
W przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz warto$¢ S(—1).

4. Niech S bedzie funkcja sklejana stopnia pierwszego interpolujaca funkcje f: [—1,3] = R w we-
ztach xg = —1, 1 = 1, 29 = 3. Wykaz, ze jezeli f € 6[27173], to zachodzi nastepujace oszacowanie
btedu interpolacji w normie supremum:

1
If = Sl—13 < §||f"||[—173}-

Czy istnieje warto$é¢ wezta x; € (—1,3), dla ktorej oszacowanie btedu interpolacji jest lepsze?

5. Symbolem §,,(A) oznaczamy zbiér wszystkich funkcji sklejanych stopnia m dla podziatu
A ={xg,...,x,}.

(a) Uzasadnij, ze zbioér S,,(A) z naturalnymi dziataniami dodawania funkcji oraz mnozenia
funkcji przez skalar tworzy rzeczywista podprzestrzen liniowa przestrzeni wszystkich funk-
cji; podaj przyktadowa baze tej podprzestrzeni.



(b) Wykaz, ze kazda funkcje sklejang stopnia m = 1 dla podzialu A = {xzg,...,z,} mozna
zapisa¢ w postaci
S(x) =ax+b+ Zak]x — Tk,
k=0
gdzie a, b, ag, . ..,a, € R.

6. Niech xy < ... < =z, oraz niech yy,...,y, € R. Wyznacz funkcje S spetniajaca nastepujace

10.

warunki:
(wi) S(x) =y, (i=1,...,n);
(wg) S € Cﬂg_l;
a, dlaz <
(w3) S(”)(x):{ b dlax>§ , Ee{xy,...,xn}.

Niech 0 < 21 < ... < 29, < 27. Uzasadnij, ze funkcja

T — Tk
2

2n
ton () = [] sin
k=1
jest wielomianem trygonometrycznym stopnia 2n, tj.
n
ton () = ap + > (g coskz + Py sinkz) ,
k=1

dla pewnych statych aq,...,an, B1,..., 0, € R.

Uzasadnij, ze trygonometryczny wielomian interpolacyjny
ton () = ap + > (o coskx + B sin kx)
k=1

interpolujacy funkcje f w weztach 0 < xp < ... < w9, < 27 mozna wyrazi¢ w postaci

2n
ton () = ;;of (2x) (),
gdzie, dla k =0,...,2n,
sin =52
ve(r) =] s
ik S =5

. Wyznacz trygonometryczny wielomian interpolacyjny interpolujacy funkcje

Y :[0,27) > & — cos®x — |sin2z| € R

2k
w punktach x = ?W, k=0,1,2.

Wielomian trygonometryczny
3 ) T ) 2ix
tQ(ZL') = 5 —+ Zle + 4_16
interpoluje funkcje f(z) = (\/§| sinz| — 2)2 w punktach zo = 0, 1 = 27/3, xo = 47/3. Wyko-
rzystujac te informacje wyznacz wielomian trygonometryczny ¢3 interpolujacy funkcje f réwniez
w punkcie 3 = 7.



11. Funkcje f : [0,27) — C spelniajaca warunek
Vo e (0,2m) : f@r—z)= f(x)
nazwiemy funkcja parzysta; funkcje f : [0,27) — C spehiajaca warunek
Vo € (0,2m) : f@2r —x)=—f(x)
nazwiemy funkcjg nieparzysta.
Jakiej postaci sa wielomiany trygonometryczne bedace funkcjami parzystymi (nieparzystymi)?
12. Niech zp = 2kn/(n + 1), dla k = 0,1,...,n. Niech ¢, bedzie wielomianem trygonometrycz-
nym interpolujacym funkcje parzysta (w sensie definicji z poprzedniego zadania) w weztach
20,21, - . ., ZTy. Czy wielomian trygonometryczny ¢, jest rowniez funkcja parzysta?
Zestaw 5. Aproksymacja

1. Rozwazmy przestrzeni R? z norma ||(z,y)|| = max {|z|, |y|}. Wyznacz elementy optymalne dla
elementu v = (2,0) wzgledem podprzestrzeni V = {(x,y) € R?* : = 0}. Podaj btad aproksy-
macji.

2. Uzasadnij, ze zbiér elementow optymalnych jest zbiorem wypuktym.

3. Znajdz element optymalny w sensie aproksymacji sredniokwadratowej (tj. w sensie normy okre-
slonej przez naturalny iloczyn skalarny przestrzeni X) dla elementu v w podprzestrzeni V' prze-
strzeni X; podaj btad aproksymac;ji:

(a) X = L5([0,1]), V =7, u(z) = 22% + 2;

(b) X =L ([_171]71/\’ 1 _IQ)a V =, U(ZL‘) = (ZE+1)3,
(¢) X =Lo([-1,1],1/V1—12?), V =@y, u € Mpaa;

(@) X =£5 (R ),V =m, u(x) =2

(&) X = La([Le]), V = 71, u(x) = In(x);

(f) X = Lo([-1,1]), V =7, u(z) = sin(z).

4. Niech X = L5 (—a,a) (a > 0) oraz niech u € X bedzie dowolna funkcja parzysta (nieparzysta).
Niech u* bedzie elementem optymalnym w sensie aproksymacji sSredniokwadratowej dla funkcji
u w podprzestrzeni m,. Czy u* rowniez jest funkcja parzysta (nieparzysta)?

5. Wyznacz te wartodci parametrow a, b, c € R, dla ktérych brylta powstata przez obrét wykresu
funkcji f (z) = 423 + ax? + bz + ¢ na przedziale [—1, 1] wokét osi Ox ma najmniejsza objetosc.
Wyznacz te objetosé.

6. & Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia wektorows skonczenie wymiarows, niech V C X

bedzie jej podprzestrzenia liniows oraz niech f € X oraz h* € V beda dowolnymi ustalonymi
elementami. Czy w przestrzeni X mozna zdefiniowaé iloczyn skalarny tak, aby element h* byl
elementem optymalnym (w sensie normy zdefiniowanej przez ten iloczyn skalarny) dla f7

7



7. Znajdz element optymalny w sensie aproksymacji jednostajnej (tj. w sensie normy supremum)
dla elementu u w podprzestrzeni V' przestrzeni X; podaj btad aproksymac;ji:

8. Niech X = Cpp,1;). Wyznacz elementy optymalne wzgledem podprzestrzeni m; w sensie aproksy-

macji jednostajnej dla funkcji uy (z) = 22, up (z) = 2° oraz u (z) = uy (x) + us (z).

9. Niech X = Cj_y,1) oraz niech V =lin {f}, gdzie

[ 2*+1 dlaze[-1,0]
f(x)_{x+1 dla z € (0, 1]

Wyznacz element optymalny w sensie aproksymacji jednostajnej dla elementu u (x) = 1 wzgle-
dem podprzestrzeni V.

10. Niech X = Cj . Uzasadnij, ze element optymalny w przestrzeni V' = m, w sensie aproksymacji
jednostajnej dla dowolnej funkcji u € X jest wielomianem interpolujacym te funkcje.

11. Niech X' = Ci_qq (a>0) oraz niech v € X bedzie dowolng funkcja parzysta (niepa-
rzysta). Niech u* bedzie elementem optymalnym dla funkeji u w skoniczenie wymiarowej prze-
strzeni V' speniajacej warunek Haara. Czy u* réwniez jest funkcja parzysta (nieparzysta)?

Zestaw 6. Kwadratury

1. Znajdz rzad i wyrazenie na btad dla kwadratury interpolacyjnej przyblizajacej catke

1(f) = / f (z) du (6.1)

i opartej na informacji f (a), f (a—;b) f (GTM) ! (CLT—H)) , [ (b).

4
2. Calke I (f) = [ f (z)dzx przyblizamy kwadratura
2

S(f) = Auf (a) + Ao f (3) + Asf (b) + Auf' (),

gdzie a,b € [2,4]. Dobierz wspolezynniki A; (i = 1,2,3,4) oraz wezly a,b, dla ktérych rzad
kwadratury S jest najwiekszy; wyznacz ten rzad.

8



. Calke (6.1) przyblizamy kwadratura interpolacyjna S oparta na weztach: a (podwdjny) oraz
xo € (a,b) (pojedynczy). Znajdz te wartosé wezta xg, dla ktérej kwadratura S ma maksymalny
rzad. Wyznacz rzad oraz btad otrzymanej kwadratury.

. Zbadaj rzad kwadratury S przyblizajacej catke (6.1):

b—a

SN =5 (s =R+ f s+ ),

a+b h_b—a
2 23
1

. Catke I (f) = [ f(z)dx przyblizamy kwadratura interpolacyjna
1

gdzie s =

S(f)=Arf(=a) + Ao f (0) + Asf (a)

gdzie a € (0,1). Co mozemy powiedzieé¢ o rzedzie tej kwadratury?

a) Jest rowny 2 dla pewnego a.

(a)
(b) Niezaleznie od wybory a, rzad wynosi co najmniej 3.
(c) Jest réwny 3 dla pewnego a.

)

(d) Jest rowny 6 dla pewnego a.

1
. Catke I(f) = [ f (z)dx przyblizamy kwadratura
0

S() = g (27(0) +47(1) - ' (1)

(a) Wyznacz rzad oraz btad kwadratury S.

(b) Z jaka dokladnoscia, przy pomocy kwadratury S, mozna obliczy¢ catke I z funkcji f spet-
niajacej warunek m[aX] ‘f(?’) (x)‘ = M?
z€|(0,1

Zestaw 7. Rownania nieliniowe

. Zbadaj zbieznos¢ zmodyfikowanej metody siecznych

{ o = 2
N ) -1

zastosowanej do réwnania 23 — 2 = 0.

. Wykaz, ze metoda Newtona

f (@)
Tht1 = Tk — ke N
! f' (@)
zastosowana do réwnania 27 — a = 0 (a > 0) jest zbiezna do jego rozwigzania niezaleznie od
sposobu wyboru przyblizenia poczatkowego xgy > 0.

9



. Wykaz globalng zbiezno$é¢ metody Newtona stosowanej do funkcji f € C3 majacej miejsce zerowe
i spetniajacej warunek f'(x)f”(x) > 0 dla z € R.

!
Wsk.: wykorzystujac réwnosé exq = %ei pokaz monotoniczno$é oraz ograniczono$é ciagu {zy }.

. B Niech p bedzie wielomianem stopnia n > 2, ktérego wszystkie pierwiastki &, ..., &, sa rze-
czywiste; zatozmy, ze sa one uporzadkowane monotonicznie, tj.

28z 26
Uzasadnij, ze dla dowolnego xy > & metoda Newtona zwraca ciag {zx} zbiezny do &;.

. Zaktadajac zbieznosé ponizszych metod iteracyjnych stosowanych do réwnania f () = 0, wy-
znacz ich wyktadniki zbiezno$ci:

~ f=w)
f" (o)

() Tpp1 = Tp (k € N), gdzie f' (z9) # 0;

(b) Tpy1 =y — rjf/ ((xk)) (k € N), gdzie r to krotnosé a jako miejsca zerowego funkcji f.
Tk
. Wykaz twierdzenie o lokalnej zbieznosci oraz wyznacz wyktadnik zbieznosci metody
f(aw) [ (k)

O TR T )2 = Flan) [ (o)

stosowanej do réwnania f («) = 0. Przyjmij dostateczna regularnosé funkeji f. Jaka to regular-
nos¢?

Zestaw 8. Rownania liniowe

. Wykorzystujac algorytm eliminacji Gaussa w dwoch wariantach: bez wyboru elementu gtéwnego
oraz z wyborem elementu gtéwnego w kolumnie, wyznacz dla macierzy

120
A=12 3 0
011
jej rozktady LU oraz PLU, gdzie L,U € R3*3 to macierze tréjkatne (odpowiednio, dolna oraz

gorna), a P € R*3 to macierz ortogonalna.

. Uzasadnij, ze dla kazdej macierzy nieosobliwej A € R™ ™ istnieje dokladnie jeden rozktad
trojkatno-trojkatny LU, gdzie L € R™ ™ to macierz trojkatna dolna, ktorej wszystkie elementy
diagonalne rowne sg jednosci, macierz U € R™™"™ to macierz trojkatna gorna.

. Niech

10



(a) Wykorzystujac algorytm Householdera wyznacz rozktad QR macierzy A, gdzie Q € R3*3
jest macierza ortogonalna, a R = [r;;] € R**? jest macierza uogélniona trojkatng gorna, tj.
TZJ:0d1a2>]

(b) Wykorzystujac algorytm Grama-Schmidta wyznacz rozkltad QR macierzy A, gdzie
Q € R**? jest macierza ortogonalna (tj. Q7Q = L), a R € R**? jest macierza tréjkatna
gbrna.

4. Wyznacz rozktady ortogonalno-trojkatne macierzy

1 -1 0
A=112 1 -3 |;

2 4 3
zastosuj algorytmy Grama-Schmidta oraz Householdera.

5. Uzasadnij, ze jezeli macierz A € R™" jest nieosobliwa, to istnieje dla niej doktadnie jeden
rozktad ortogonalno-tréjkatny QR, gdzie (), R € R™", w ktorym elementy diagonalne macierzy
R sg dodatnie.
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