WIEIT Cyberbezpieczenistwo Algebra — 2024/2025

Zestaw 1. Liczby zespolone

1. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiory:

A={ze€C:1<|z+2| <4}, B={z€C :|z+i|=z—-1]},
C={z¢€C :Re(iz—1) < 2}, D = {z € C : Re(z?) Im(z?) < 0},
E={z€C :arg(z+iz) =7}, F={2€C :7/2 <arg(z?) < 31/2}.

2. Wykaz, ze dla dowolnych z1, zo € C prawdziwa jest nier6wnosé
|21 + 22| < |21 + |22].

3. Przedstaw w postaci trygonometrycznej i wyktadniczej liczby zespolone

V3 —i

—1—1’

(a) —3+ 3, (b) (c) sina+icosa, (d)1+itga, o # w/2+ k.

4. Wyznacz czeSci rzeczywiste oraz urojone liczb

10 14 /3i . T T\ 6 T T\ 14
(a) (—\/5—1—@') , (b) < > , (c) <1+Cosg+isin—> , (d) (sin——icos—) .

1—1 3 7 7

5. Podane liczby zapisz w postaci trygonometrycznej (n € N, z € R):

(a) — (cosz +isinx)", (b) (sinz +icosx)"”, (¢) (sinz —icosx)"”, (d) (cosx + icosx)".

6. Wyznacz zbiory

(a) \/1—+v3i, (b) V=64, (c) V/(2—4)8,  (d) V3 +4i.

7. Niech n > 2 bedzie ustalona liczba naturalna. W zbiorze liczb zespolonych réwnanie 2™ = 1 posiada
n réznych rozwiazan €g,€1,...,Ep—1. Wyznacz:
(a) wy =¢eg+...+en1;
(b) W2 =0 ... "En-1;
(¢) wg=(i+eg) - (i+epn-1).

8. Niech {20, 21,...,29} = Vcos1+isin1. Oblicz warto$¢ wyrazenia

|ZO| + 2|2’1’ + 3’22| + 4|2’3‘ + 5|Z4|

-(—sin2 + 2cos2).
252)0 + 22%0 + 3230 + 4z§0 + 5z§0 ( )

9. Jednym z wierzcholkéw szeéciokata foremnego jest wg = /3 + i. Wyznacz pozostale jego wierzcholki
wiedzac, ze $rodek lezy w punkcie: (a) so = 0; (b) sp = 2v/3 + 1.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

241
2—1

n
B Wykaz, ze w ciagu a,, = ( ) nie wystepuja dwa identyczne wyrazy.

Wyznacz miejsca zerowe wielomianu W (z) = 23 — (2 + 3i)?.
Rozwiaz réwnanie:

(a) 22+ 2+ (i—1z+i—1=0, (b) 2* +422 +8 =0,
(¢) (2+1+i)'+(1+2)% =0, (d) (z+1D)"—(z—1)"=0.

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu

Wi(z) =25 +225 + 42" + 42° + 522 + 22+ 2,

ktérego podwojnym pierwiastkiem jest zgp = ¢. Nastepnie przedstaw wielomian W w postaci iloczynu

wielomianéw rzeczywistych mozliwie niskich stopni.

Liczba zg = 5 4 2i jest jednym z pierwiastkéw wielomianu

W (z) = (2% — 112% + 39z — 29) (=" — (2 — i)'?);

wyznacz pozostale jego pierwiastki oraz wybierz z nich te, ktore leza w drugiej éwiartce plaszczyzny

zespolonej.
Liczby 21, 22, 23 to pierwiastki wielomianu f (z) = —2z3 + 322 + 1. Znajdz warto$¢ wyrazenia

w=(141iz1)(1 +iz2)(1 +iz3).

Liczby z1, 29, 23, 24 to pierwiastki wielomianu
f(z)==2+(1+0)23 +iz+1.

Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbior liczb A € C spetniajacych warunek

4

4
§:|AA%ZH2<:§:|XA%ZH2.

k=1 k=1
8 Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu

w(z) =142+ 22 +... 4 22
nastepnie przedstaw go jako iloczyn rzeczywistych wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.
Rozwigz réwnanie:

(a) 2" =z(1 —1), (b) z2% = 2|2)?, (c) z2% = |2)?23, (d) |z%z = —iz%
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Zestaw 2. Elementy teorii liczb

1. Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznacz najwieksze wspolne dzielniki NWD(a, b) liczb a, b oraz przed-
staw je jako kombinacje calkowitoliczbowe, tj. NWD(a,b) = a-a+ 3 -b, gdzie o, 5 € Z. Wskaz pary liczb
wzglednie pierwszych.

(a) a=252,b=231, (b)a=924,b=1105, (c)a=2891,b=1589,  (d)a=645b=363.

2. Uzasadnij, ze istniejg liczby catkowite z, y spelniajace ponizsze réwnanie
4122 4+ 119y = 1;
wyznacz przyktadows pare takich liczb.
3. Udowodnij, ze dla dowolnego n € N liczby 5n + 3 oraz Tn + 4 sa wzglednie pierwsze.

4. Uzasadnij, ze liczba naturalna jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr w rozwinieciu
dziesietnym jest liczba podzielna przez 3. Sformutuj i uzasadnij cechy podzielnosci liczby naturalnej przez
9 oraz przez 11.

5. Klasyczna cecha podzielnoéci liczby naturalnej przez 7 jest malo wygodna do sprawdzania: liczba jest
podzielna przez 7, jesli réznica miedzy liczba skladajaca sie¢ z trzech ostatnich jej cyfr, a liczba wyrazona
pozostalymi jej cyframi (lub odwrotnie) dzieli sie przez 7.

Wykaz, ze liczba naturalna jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr w rozwinieciu
6semkowym jest liczba podzielng przez 7. Wykorzystujac to kryterium sprawdz podzielnosé przez 7 liczby
812.

6. Rozwiaz kongruencje:

(a) 7Tz =3 (mod 12), (b) 10z = 13 (mod 23), (¢) 62 =9 (mod45), (d) 12z = 2 (mod ).

7. Rozwiaz uktad kongruencji:

x =4 (modb) 3x =2 (mod4)

x =4 (mod6)
(a) B , (b) z =3 (mod7) , (c) 4r =1 (mod5)
{ z =5 (mod35) z =2 (mod9) x =1 (mod 3)

8. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna, ktéra przy dzieleniu przez 4,13 oraz 7 daje odpowiednio reszty
1,2 oraz 1.

9. Jedli podzieli¢ czekolade na cztery réwne czesci, zostang dwie kostki; przy podziale na pie¢ czesci pozostana
cztery kostki, a przy podziale na trzy czesci pozostanie jedna kostka. Ile kostek pozostanie przy podziale
czekolady na dziesie¢ rownych czedci?
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Zestaw 3. Grupy, pierscienie, ciata
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Sprawdz, czy ponizsze pary tworzg grupe abelowa:

(a) zbiér Z z dzialaniem z oy = (—1)"y + (—1)Y x;
(b) zbiér {x € R:z > 1} 7 dzialaniem a o b = a'*?;
)
)

(c

(d) zbiér C\ {i} z dzialaniem wo z = w + z + iwz.

zbior C z dzialaniem wo z = w + z + twz;

Wyznacz rzad grupy: (a) Ziyy, (b) Zgs,  (c) Ziyy.
Wyznacz element odwrotny dla elementu

(a) 4w Z7, (b) 35w Zjy;, (c¢) 11 w Z3,, (d) 24 w Zsg, (e) 11 w Ziyp-

Znajdz wszystkie podgrupy grupy: (a) Zes, (b) Z§, (c) Z§.

Wypisz wszystkie elementy grupy i podaj ich rzedy: (a) Zf, (b) Z3, (c) Zis.

Sprawdz, czy grupy z poprzedniego zadania sg cykliczne oraz wyznacz wszystkie generatory tych z nich,
ktoére sa cykliczne.

Sprawdz, czy zbiér Z z dzialaniem n o k = n 4+ k + 1 tworzy grupe cykliczna; w przypadku pozytywnej
odpowiedzi wyznacz wszystkie jej generatory.

Wyznacz trzy ostatnie cyfry liczby: (a) 172002 (b) 74004 _ 34004,
Korzystajac z twierdzenia Eulera oblicz: 13%6(mod 20), 774(mod 30), 5°(mod 18).
Korzystajac z matego twierdzenia Fermata oblicz: 15°*(mod 53), 15'6(mod 17).

Sprawdz, ktéra z ponizszych struktur algebraicznych jest pierécieniem, pierécieniem przemienny, pierécie-
niem z jednoscia, pierécieniem catkowitym, ciatlem, cialem przemiennym:
(a) zbiér wielomianéw rzeczywistych z naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia wielomianéw;

(b) zbiér Q(v3) = {a+bV3 : a,b € Q} z naturalnymi dziatlaniami dodawania i mnozenia liczb rzeczywi-
stych;

(c) (A,*,0), gdzie A={x €Q:0< x <1} oraz a*b=min(a,b), a b =max(a,b);
(d) (R[z]1,+,0), gdzie + oraz o oznaczaja dodawanie oraz skladanie funkcji.

Wykaz, ze w dowolnym pierscieniu z jednoscia dzielnikami zera moga by¢ jedynie te elementy, ktore nie
posiadaja elementu odwrotnego.

Wykaz, ze jezeli dzialanie wewnetrzne posiadajace element neutralny jest taczne, to kazdy element posiada
co najwyzej jeden element symetryczny.
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W zbiorze G = {a, b, c} wprowadzamy dzialanie o okreslone ponizsza tabela:

olal|blc
ala|b]|ec
blblala
clclala

Wykorzystujac poprzednie zadanie wykaz, ze dzialanie to nie jest taczne.
Udowodnij, ze

(a) zbiér A = {m+ni:m,n € Z} z dzialaniem dodawania liczb zespolonych tworzy grupe;
(b) zbiér B = {2"3™ : m,n € Z} z dzialaniem mnozenia liczb tworzy grupe;

(¢) grupy A i B sa izomorficzne.
Udowodnij, ze
(a) zbiér A = {a+bV3:a,b€ Z} z dzialaniami dodawania i mnozenia liczb jest pierécieniem;
(b) odwzorowanie f: A 3 a+ byv/3 — a — b\/3 € A jest automorfizmem pierscienia (A, +,-) w siebie.

Niech A = {ep,e1,€2,e3} bedzie pierwiastkiem algebraicznym stopnia czwartego z jednosci, tj. 6% =1dla
k=0,1,2,3.

(a) Wykaz, ze zbiér A z dzialaniem mnozenia liczb zespolonych tworzy grupe. Sprawdz, czy jest to grupa
cykliczna, a w przypadku pozytywnej odpowiedzi wskaz wszystkie jej generatory.

(b) Wyznacz wszystkie homomorfizmy grupy (Z4,+) w grupe (A4, -). Czy ktorys z tych homomorfizméw
jest izomorfizmem?

Uzasadnij, ze kazda grupa cykliczna rzedu n jest izomorficzna z grupa (Z,, +).
Ktére z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?

(a) Kazda grupa, ktérej rzad jest liczba pierwsza jest grupa cykliczna.
(b) Wszystkie grupy cykliczne tego samego rzedu n € N sg izomorficzne.
(c¢) Grupa cykliczna rzedu n € N jest izomorficzna z grupa cykliczna rzedu m € N wtedy i tylko wtedy,
gdy m =n.
(d) Jezeli A jest grupa cykliczna rzedu n € Ny a h : A — B jest homomorfizmem grup, to grupa B
rowniez jest grupa cykliczng rzedu n.
(e) Jezeli A jest grupa cykliczng rzedu n € N, a h: A — B jest izomorfizmem grup, to grupa B réwniez
jest grupa cykliczng rzedu n.
Wykaz, ze odwzorowanie h jest homomorfizmem grupy GG; w grupe Go; nastepnie sprawdz, czy jest ono
izomorfizmem:

(a) h(z) =z], G1 = (C",-), G2 = (R4, );

(b) h(n)=n—3,G1=(Z,+), Go = (Z,0), gdzie mon =m +n + 3;

(c) h(z) =Inz, G1 = (R4,-), G2 = (R, +);

(d) h(z) - Z57 Gi = (C*v '), Gy = (C*7');
) h(
)

&
~—

o
>

e
f

h(p) = Jy pla)de, Gy = (Coa,+). G2 = (R, +);
h(A) = (det A)?, G1 = (M., (R),-), G2 = (Ry,-), gdzie M., (R) to zbiér nieosobliwych macierzy
rzeczywistych wymiaru n x n.

(
(

8 7najdz wszystkie homomorfizmy grupy (Zio, +) w grupe (Zg, +).
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Zestaw 4. Przestrzenie wektorowe

1. Sprawdz, czy podana struktura jest przestrzenia wektorowa:

(a) (R™,R,+,-), gdzie + to naturalne dzialanie dodawania w R™ oraz dla « € Rix = (21,...,zy)
a- (r1,29,...,2,) = (1,22 ..., 2p);
(b) (R™,R,+, "), gdzie + to naturalne dzialanie dodawania w R" oraz dla a € Rix = (z1,...,2y)
a-(x1,29,...,2p) := (ax1,0...,0);

(c) W, R, +,), gdzie W = {w € Rz}, : w(—1) +w(l) = 0}; dzialania to naturalne dzialania dodawania
wielomianéw oraz mnozenia wielomianu przez skalar;

(d) (C,R,+,-), gdzie C = {# € C : Re(z) — 2Im(z) = 0}; dzialania to naturalne dzialania dodawania
i mnozenia liczb zespolonych;
(e) (C,C,+,-), gdzie C = {z € C : Re(z) — 2Im(z) = 0}; dzialania to naturalne dzialania dodawania

i mnozenia liczb zespolonych

2. Niech (F(R,R),R,+, ) oznacza przestrzen wektorowa wszystkich funkcji f : R — R z naturalnymi dzia-
taniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez skalar. Ktory ze zbioréow tworzy podprzestrzen
wektorows, tej przestrzeni?

(a) A={f € F(R,R): f- funkcja parzysta};
(b) B={f € FR.R): f(1) + £(2) = O}
() C={feFR,R): f(1)f(2) = 0}.
3. Zbadaj liniowa niezaleznosé¢ wektoréw:
=(1,2,-1),v9 = (0,-5,1),v3 = (3,1,0) w przestrzeni (R* R, +,");

vy = (1,-2,3),v2 = (1,0, 1),1}3 (—1,—2,1) w przestrzeni (R3 R, +,);

vi(z) = x,v2(x) = sinx, v3(x) = cosx w przestrzeni (F(R,R), R, +,-);

v1(z) = €%, v9(x) = e2*, v3(x) = e2*~ D w przestrzeni (F(R,R),R, +,-).

4. Wyznacz wymiary oraz przyktadowe bazy przestrzeni wektorowych z zadania 1.

5. Wyznacz baze przestrzeni wektorowej (wszystkie przestrzenie rozwazamy nad cialem liczb rzeczywistych
z naturalnymi dzialaniami):

(a) {(z,y,2) ER®: 2 —2y+2=0};
(b) {(:L‘,y,z,w)E]R4:x+y+z+w=0,2w—3z+2w:0};
(c) {weR[z]2: w(l) —w'(2) =0}.

)

(d) lin{(1,2,1,0),(—-1,-2,0,1),(3,0,0,1),(0,0,1,1)}; podaj wspbirzedne wektoréw u = (5,4,2,1) oraz
v =(3,0,1,—2) wzgledem znalezionej bazy.



6. Dane sa dwa uktady wektoréw:
By = ((1,4,1+14), (i,-1,2—1), (0,0,3)) oraz By = ((2i,1,0), (2,—i,1), (0,1+14,1—1)).

Sprawdz, czy ktoéry$ z tych ukladéw stanowi baze przestrzeni C3(C) lub C3(R). ZnajdZ wspéirzedne
wektora (1,0,1) w znalezionej bazie.

7. Sprawd?, czy zachodzi réwnoéé podprzestrzeni w (R*, R, +,-):
lin{(1,3, —5,2), (2, =4, 1, —1)} = lin{(1, —7,6, —3), (=5, —5, 14, —5)}.

8. Dana jest podprzestrzen wektorowa lin{(1,2+1,4,0), (=1 —4,—2,0,1)} w C*(C). Jaki jest wymiar i przy-
ktadowa baza tej podprzestrzeni w C*(R)?

9. W przestrzeni R[z]s dana jest baza By = (1, x, z?).

(a) Wykaz, ze uktad By = (1,7 — 2, (z — 2)?) stanowi baze w R[z]s.

(b) Podaj wspotrzedne wielomianu p(z) = 222 + 3 wzgledem baz B; oraz Bs.

(c) Czy zbiér A = {p € R[z]a : p(1) = p'(0)} stanowi podprzestrzen R[z|2? Jezeli tak, wyznacz jej
przyktadowa baze i wymiar.

10. Niech fo, fi1,..., fn € R[z], beda dowolnymi wielomianami takimi, ze deg fr = k (k= 0,...,n), fo Z 0.
Uzasadnij, ze wielomiany fo, f1,..., fn stanowia baze przestrzeni R[z],,.

11. 2 Dla dowolnych, ustalonych, parami réznych liczb zo,. .., r, € R definiujemy wielomiany ¢, .. ., ©n,

T —x; )
p;i (x) = H _—, 1=0,...,n.

Ty X
i=04#i""

(a) Uzasadnij, ze degpr =n,dla k=0,...,n.

(b) Wykaz, ze wielomiany o, ..., ¢, stanowia baze przestrzeni wielomianéw R[z],,.

(¢) Wyznacz wspolrzedne wielomianu v(x) = 2™ w bazie B = (o, ..., ¢n);

(d) dla zadanej funkcji f : R — R wyznacz wielomian ¢ € R[z], interpolujacy funkcje f, tj. spelniajacy
warunek ¢(x;) = f(x;) dlai=0,...,n.

12. Znajdz wspélrzedne wektora v w bazie B:

v

(a) (17271)7‘8: ((071)1)7(_1727 1)7(_170) 1))7
(b) v=(1,2,1); B = ((2,-1,-1),(—1,4,-3),(-3,2,0));
(c) v(@)=2>-1;B= (1,0 —2,(z —2)(z - 3));
(d) v(z) =2% B = (2? — z,2% + z,2% - 1).
13. Wektory vy, v2,v3 sa baza pewnej przestrzeni wektorowej. Ktéry z ponizszych zbioréw réwniez jest jej
baza?
(a) v1+ 2v2 +v3, vo —v3, V1 + 3vs;
(b) v1 + v2 + v3, U2 + VU3, U3;

(¢) v1 + vy + w3, v1 —v2 +v3, v] + vy — V3.



14. B Zbiory N, Z, Q oraz R posiadaja nieskoficzenie wiele elementéw, jednak nie wszystkie te zbiory sa
réwnoliczne. Mozna pokazaé, ze

No =#N=#Z =#Q < #R = ¢;

symbol # oznacza liczbe elementéw zbioru.
Rozwazmy przestrzen wektorowa (R, Q,+,-); dzialania to naturalne dzialania dodawania oraz mnozenia

liczb. Uzasadnij, ze dim(R, Q, +, ) > Ry. Nieprzeliczalna baza przestrzeni (R, Q, +, -) to tzw. baza Hamela.

15. Wykaz liniowa niezalezno$¢ wektoréw w przestrzeni (R, Q, +, -):

(a) v1 = 1,09 = V/2;
(b) v1 = V2,v2 = V3,v3 = V6;
(c) v =1,v93 =V2,v3 =7}

16. Ktoére z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?

a) Z dowolnej bazy przestrzeni wektorowej mozna wybraé baze dowolnej jej podprzestrzeni wektorowe;j.

(
(b) Baze dowolnej podprzestrzeni wektorowej mozna uzupelnié¢ do bazy calej przestrzeni.
(c
(d

(e) Kazda rzeczywista przestrzen wektorowa posiada nieskonczenie wiele baz.

)

)

) Z dowolnego zbioru wektoréw generujacych cala przestrzen liniowa mozna wybraé jej baze.

) Z kazdego zbioru wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej mozna wybraé jej baze.
)

Liczbe rzeczywista bedaca miejscem zerowym wielomianu o wspétczynnikach catkowitych nazywamy liczbg algebraiczng. Dowolna
liczba wymierna p/q, gdzie p,q € Z,q # 0, jako miejsce zerowe wielomianu o wspodlczynnikach catkowitych = — gz — p, jest liczba
algebraiczng. Podobnie, liczba /2, jako miejsce zerowe wielomianu & — 2 — 2, jest liczbg algebraiczng. Mozna wykazaé, ze
zbioér wszystkich liczb algebraicznych z naturalnymi dziataniami dodawania oraz mmnozenia liczb jest cialem. Przyktadami liczb
niealgebraicznych (czyli liczb przestepnych) sa w oraz e. Fakt ten moze by¢ przydatny w rozwigzaniu zadania 11(c).



WIEIT Cyberbezpieczenistwo Algebra — 2024/2025

Zestaw 5. Macierze

1. Sprawdz, czy:

(a) struktura (M,xmn(R),+) jest grupa abelowa, + to naturalne dzialanie dodawanie macierzy.

(b) struktura (M, x,(R),-) jest grupa abelowa, - to naturalne dzialanie mnozenia macierzy.

—
o
~—

struktura (Mpxm(R), R, 4+, -) jest przestrzenia wektorowa, dzialania to naturalne dziatania dodawania
macierzy oraz mnozenia macierzy przez skalar. W przypadku pozytywnej odpowiedzi, podaj wymiar
tej przestrzeni.

2. Niech B € Msy2(R) bedzie ustalona macierza. Czy zbiér
(a) Vg = {A S M2><2(R) :A-B= O},
(b) W ={A € Myx2(R): A- B=B- A}

z naturalnymi dzialaniami dodawania macierzy oraz mnozenia macierzy przez skalar jest rzeczywista
przestrzenia liniowa? Jezeli tak, wyznacz jej baze przyjmujac

e

1 2 0 -1 2 -1
A_[O3—1] oraz B—[ 11 0].

Znajdz macierz X spelniajaca rownanie

3. Niech

(a) 4(A—X)+5(3X +B) = A— B +8X;
(b) BTX =[110]".
2

-3
zalezno$é, znajdz macierz B, dla ktérej A-B=B-A=1.

4. Wyznacz f (A), jezeli f (z) = 22 — 5z + 3 oraz A = _:1)) ] Nastepnie, wykorzystujac otrzymana

5. 8 Uzasadnij, ze dla dowolnej macierzy A € M, «,(C) istnieje wielomian rzeczywisty f, taki ze f(A) = 0.

6. Rozwiaz macierzowy uktad réwnan

01
xor=[0 1]

1
10
2X—|—3Y[0 1

7. Sprawdz czy zbidr

N:{[;% f}:xeR\m%

z dzialaniem mnozenia macierzy jest grupa abelowa.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Oblicz wyznaczniki podanych macierzy:

5 10 1 -1 2 0 100 0 12 0 0
0 1 0 -3 00 10 12 0 0
(@) _;gé’(b):a2—24’(C)0100’(d) 00 1 -1
2 3 1 1 0001 00 -1 -1

Uzasadnij, ze wyznacznik macierzy A € M, x,(R) (n > 1) o wyrazach nieparzystych jest liczba parzysta.
ZnajdZ mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A € M, «,(F) spelniajacej réwnanie:

(a) A2=AT; (b)) AT —A71=0; (c)A2+A71=0; (d)A>-164"1=0;
rozwaz dwa przypadki: F =R oraz F = C.

Niech A bedzie macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych. Oblicz det(2A) wiedzac, ze det(3A) = 54
oraz det(4A) = 128.

Liczby 1798, 2139, 3255, 4867 dziela sie przez 31. Uzasadnij, ze wyznacznik

1 79 8
2139
3 2 5 5
4 8 6 7

rowniez dzieli sie przez 31.

Nie obliczajac wyznacznikéw znajdz rozwigzania podanych réwnan:

14z 1 1 1 22 4 9 3
2 2 2 2 -1 1—-22 -9 -3

@1 4 6 s 4 4|70 ® 4 9 3 |~
6 6 6 x 1 4 2 3

Wyznacz macierze odwrotne dla macierzy nieosobliwych z zadania 8.
W zbiorze G = {X € M,xn(R) : det (X — I,,) # 0} wprowadzamy dziatanie

h:GxG>(A,B)— A+ B—AB € M,xn(R).

(a) Uzasadnij, ze dzialanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.
(b) Sprawdz, czy para (G, h) jest grupa.

(c) Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania
h(X,A) =21,
jest X =1, — (A — In)_l. Czy rozwiazanie to nalezy do zbioru G?
Niech A bedzie macierza kwadratowa. Wykaz, ze jesli A¥ = 0 dla pewnego k > 1, to

(I—A) P =T+ A+ A2+ AL

10



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Rozwiaz réwnanie AX = BT, w ktérym

3 0 142 0
1— 24 0 2 0 11 0 0 0
A= 0 2i—1 0 24 ’ B_< i 0 0 O)’
0 31 0 2t +1
Wyznacz rzad macierzy:
1 -2 -3 —4 4 2 111
1 -3 2 0 3
A 0 1 -1 1 -3 . B- 3 _g 4 1 6. o= -3 2 01
1 -1 2 -3 1 _3 3 _9 9 _3 1 4 2 3
2 =2 4 —6 2 2 1 1 4

Wyznacz rzedy (metoda minoréw) nastepujacych macierzy w zaleznosci od parametru rzeczywistego p:

1—p 2 1 P p—1 p—1 1 1
A= 1 2-p 1 0|, B= 1 p? -1 1 p-1
1 2 1—-p »p 1 p—1 p—1 1

Obliczajac wyznacznik odpowiedniej macierzy sprawdz, czy wektory u = (2 +,4,2), v = (1 — 24,1, —2i),
w = (0,14, 0) sa liniowo niezalezne w (C3,C, +,-).

Dla jakich wartosci parametru a € R rzad macierzy

2 —1-a 1 ‘fiii a 1 11
A= a 0 —a |, B= , C=1]11a 1 1
-1 a+a® 1 blaed 11 a1
1 1 1 a
jest: (a) najwiekszy; (b) najmniejszy?
Sprawdz, dla jakich wartoéci parametru p € R macierz
L ppop
4_|p Loy
pp 1lp
ppp 1

jest nieosobliwa.

Wyznacz wymiar rzeczywistej przestrzeni wektorowej

lin{(1,p,p,p), (p, 1,p,p), (p,p,1,p), (p,p,p,1)}

w zaleznosci od wartosci parametru p € R.
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WIEIT Cyberbezpieczenistwo Algebra — 2024/2025

Zestaw 6. Uklady réwnan liniowych

1. Metodg Gaussa rozwigz uklady réwnan:

1+ a0+ a3+ T +25 = 8 ( 1+ a0+ a3+ Ts+25 = 8
1 —x2—x3+x4+x5 = 0 1 —x2—x3+x4+x5 = 0
(a) 201 — T9 + 223 — x4 + 225 = 7 (b) 2x1 — T9 + 223 — x4 + 225 = 7
r1 —4dxo+x3—2x4 —25 = —9 r1 —4dxo+x3— 214 —25 = —9
—r1+axy—r3taxstas = 2 [ 1 F+re—a3+tas—a5 = —2
3r1 —2x9 + 223 +2x4 = 2
201+ Txo+3x3+24 = 6 2x1 4+ 32+ 223 +5x4 = 3
(c) 31+ 5w +223+2x4 = 4 ; (d) 911 + a0 +4w3 —Hx4 = 1 ;
91 +4xo+ 23+ T4 = 2 201 + 22904+ 33 +4x4 = 5
Tx1+2To+6x3—24 = 7
2x1 + o+ 2x3 — x4 + 22 = —2 U +y — —3
(e) 201+ 2o+ 2203 — T4+ = 0; (f) 3p 44y = 1
—221 — 29— 323+ 34+ 25 — 226 = 3 br—y —
—4.%1—2:62—:]}3—4:]34—3335—21’6 = 3
3 —5y+2z+4t = 2
(g){_3x+63_3z - 2 () { To—dy+z43t = 5
ToaytE = - Br+Ty—dz—6t — 3

2. Zmajdz baze podprzestrzeni wektorowej przestrzeni R? rozwiazan ukladu réwnan

r+2y—z = 0
20 +Ty—2z = 0
—x+3y+z = 0

3. Okredl liczbe rozwigzan uktadu w zaleznosci od wartoéci parametru k € R

kr+y+z = 1
r+ky+z = k ;
r+y+kz = k?

w przypadku, gdy uktad jest oznaczony znajdz jego rozwiazanie stosujac: (a) wzory Cramera, (b) metode
macierzy odwrotne;j.

4. Okresl liczbe rozwiazan uktadu w zaleznosci od wartosci parametru p € R; wyznacz rozwigzania dla tych
wartosci parametru, dla ktérych uktad jest nieoznaczony:

G-pr—2y—z = 1 pr+y = 2 r+y+pz = 2
(a) { 204+ (2-ply—2z = 2 ; (b) ¢ 20—y = p; (¢ z+py+tz = —1
—x—2y+bB-pz = 1 2r—y = 1 pr+y+z = —1

12



. Wyznacz te wartoéci parametru p € R, dla ktérych w przestrzeni wektorowej (R*, R, +,-) zachodzi
(37p - 4>p - 57p - 6) € hn{(_p7 1>p7p)7 (_p7p> 27p)7 (_p7p7pv 3)}
. Zmnajdz dowolng baze podprzestrzeni wektorowej przestrzeni (C3, R, +, -) rozwigzan ukladu réwnan

r+y+z=0
r—2=0

W wybranej bazie podaj wspélrzedne tych z ponizszych wektoréw, ktére naleza do tej podprzestrzeni:

w=(=2ii,—2), v=(-24i,-2i), w=(2—i,—4+2i,2—1i).

. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan

z+(1l—a)y—iz = 0
(1—i)z+B+i)y—(1+d)z =
ar+y—2z = 0

o

dla wartosci parametru a € C bedacych pierwiastkami wielomianu
ola) = (1 +1i)a® — (4 — 4i)a — 4 — 4i.
Wyznacz te rozwiazania.

. Rozwazmy nastepujacy problem interpolacyjny: szukamy wielomianu p € R[x]s spelniajacego warunki

Zapisz te warunki w postaci uktadu réwnan liniowych ze wzgledu na nieznane wspétczynniki wielomianu p.
Stosujac metode sprowadzania macierzy uzupelnionej uktadu do postaci schodkowej zbadaj ile rozwiazan
ma ten uklad; jezeli nie jest ukladem sprzecznym wyznacz jego rozwigzania. Sprawdz, czy wyznaczony
wielomian istotnie spetnia pozadane warunki.

. Punkt z¢p € X nazywam punktem stalym odwzorowania f : X — X jezeli f(xg) = xo. Zbadaj liczbe
puntéw stalych odwzorowania

fiR S (1,y,2) = Qe+ (a—D)y+224+ 1L,z —y22+2y+(a+1)z—2) €R3

w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.
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WIEIT Cyberbezpieczenistwo Algebra — 2024/2025

Zestaw 7. Przeksztalcenia liniowe

1. Sprawdz, ktore z podanych odwzorowan jest liniowe:

(a
(b

) L:R3 = R2 L(z,y,2) = (x— 1,y + 2);
)
c)
)
) L

‘R RY, L(x,y,2) = (v +y,22 — 2,3z +9,0);
( : M3y3(R) — Msy3(R), L(A)= A+ AT;

(d) L:Rz]s > Rlzla,  (Lp)(x) = zp”(z) + p(0);

(e) £:Rlz] = Rz], (Lp)(z) = p(x)p'(z).

2. Dla odwzorowan liniowych z poprzedniego zadania wyznacz baze jadra ker £ i baze obrazu im L oraz
okresl, ktore z nich jest monomorfizmem, epimorfizmem, izomorfizmem.

5oL

3. Odwzorowanie liniowe f: R? — R? okreélone jest przez warunki

f(1,1,1)=(1,4), f(1,-1,1)=(-1,2), f(1,1,0)=(2,2).

(a) Znajdz ker f oraz im f.
(b) Podaj rzad odwzorowania f.

(c) Zbadaj, czy odwzorowanie f jest monomorfizmem.

4. Niech f:U — V bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech (u1,ug,us) i (v1,v2) beda bazami rzeczywi-
stych przestrzeni wektorowych U i V. Wiedzac ze

f(ur) =201, f(u2) = —va, flur+us) =v1+wva, flur —us)=3v1 — vy,
wyznacz ker f.
5. Wyznacz macierze odwzorowan liniowych z zadania 1. w dowolnie wybranych bazach.
6. Niech f: R* — R3 bedzie odwzorowaniem liniowym postaci
flx,y,z,t) = Bz — 2y + z + at,5x — 8y + 92 + 3t,2x + y + az — 1).

Wyznacz macierz tego odwzorowania w bazach kanonicznych i na jej podstawie okresl dla jakich wartosci
parametru a odwzorowanie f jest: (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmem.

7. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L: R[z]s — R[z]4,
(Lw)(z) = 2w’ (z) + pw(—=z).

Wyznacz jego macierz w bazach kanonicznych i na jej podstawie okresl, dla jakich warto$ci parametru p
odwzorowanie L jest: (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmem.

8. Dane sa nastepujace odwzorowania liniowe: f: R?® — R%  f(z,y,2) = (—2 +y + 2,0 — y + 2) oraz
9: R 5 R% g(a,y) = (y, 2,2 +y).

(a) Znajdz ker f, ker g, im f, im g, ich bazy i wymiary.

14



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(b) Podaj macierz zlozenia go f w bazie kanonicznej (wykorzystaj macierze odwzorowan f i g) i odczytaj
z tej macierzy przepis tego odwzorowania.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R i niech B = (e, ea, e3) bedzie jej baza.
Udowodnij, ze B' = (e1,e1 + ez, €1 + e2 + e3) tez jest baza w V. Wyznacz macierz przejécia P = Pg_.p/
oraz wspolrzedne wektora e; — 2es + 3ez w bazie B’.

Dane jest odwzorowanie liniowe f: R3 3 (z,y,2) — (2y,z + z) € R% ZnajdZ macierz M (B, B2) tego
przeksztalcenia w bazach Bi, Bs:

(a) B1=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), Bz =((1,0),(0,1));

(b) By =((2,1,0),(1,1,1),(0,0,1)), B2=1((1,1),(0,—1)).

Jaka zaleznos¢ taczy macierze uzyskane w powyzszych podpunktach?

1 20
01 2
9(1,2,0), jezeli w przestrzeniach R3, R? zadano bazy takie jak w zadaniu poprzednim.

Rozwazmy odwzorowanie liniowe g : R? — R? o macierzy My(B1, B) = [ ] Znajdz wartodé

Niech X = lin{e”,sinx, cosx, sin 2x, cos 2x}. Wyznacz macierz endomorfizmu L : X — X (w dowolnej
bazie przestrzeni X), gdzie

(a) L(f) = f"
(b) L(f) = f+ "
Podaj wymiary obrazu i jadra tego odwzorowania (wykorzystujac rzad wyznaczonej macierzy odwzoro-

wania) oraz wyznacz ich bazy. Korzystajac z macierzowej reprezentacji odwzorowania L wyznacz wartosé
L(f), gdzie f(z) = 3sinz(1l —4cosx).

Rozwazmy baze B = (v1,ve,v3) przestrzeni wektorowej R? oraz endomorfizm f, taki ze f(v1) = vy — v3,
f(v2) = v1 —wa, f(v3) =v3 — 1.

(a) Wyznacz macierz M;(B) i na jej podstawie sprawdz, czy f jest izomorfizmem.

(b) Wyznacz baze B jezeli wiadomo, ze macierz przejscia z bazy kanonicznej By do bazy B ma postaé

0 -1 1
P= 0 0 -1
-1 1 1

(c) Wyznacz wartoé¢ f(0, 1,2) dwoma sposobami: korzystajac z macierzy My (B) oraz z macierzy M(By,).

Znajdz macierz My, (B1, B2) odwzorowania liniowego L: R[z]s — R[z|3 postaci (Lw)(z) = zw(—x), gdzie
By = (2*+2,0—1,2+2), Bo= (23 4+ 2% — 2,22 + 1,22 — 1). Ponadto

(a) wyznacz wymiar przestrzeni ker L badajac rzad macierzy My (Bi, B2),

(b) wyznacz macierz odwzorowania liniowego L w bazach kanonicznych.

Rozwazmy rzeczywiste przestrzenie wektorowe U, V, W oraz odwzorowania liniowe f : U - Vig:V — U.
Niech

50 1 -1 1
Mp(Bi,By)= |2 1|, My(Bs,B1)= .
- 2 01

Znajdz macierz Myoq(Bo, Bo) jesli wiadomo, ze By = (u1,u2), Ba = (v1,v2,v3), B3 = (w1, w2, ws3), gdzie
w1 = 2v2 + v3, Wy = —V1, W3 = —V2 — V3.
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16. B Wyznacz baze B przestrzeni R3, w ktérej macierz endomorfizmu L : (x,y,2) = (z — y,y + 2, —2) ma

postaé
1 -1 2
Mp(B)y=10 1 1
0 0 -1

17. Rozwazmy endomorfizm ®,, : R[z], > f — f' € R[z],.

(a) Wyznacz ker ®,,, im ®,, oraz bazy tych przestrzeni.

(b) Wyznacz macierz Mg, (B) odwzorowania ®,, w bazie B = (by,...,by,), gdzie
bo(x) =1, bi(x)=1+4z, bylz)=14+z+2% ..., bylz)=14z+...4+2"

(c) Rozwazmy baze C = (co, ..., cp) przestrzeni R, [z], gdzie cx(z) = 2* (k = 0,...,n). Wyznacz macierz
przejécia P z bazy B do bazy C oraz macierz P~ 1.

(d) Wykorzystujac macierzowa reprezentacje endomorfizmu ®3 oblicz (1 + 2% + 6:1:3)/.
18. Rozwazmy endomorfizm F' : Mayo(R) — Maoyo(R) postaci

.l b . 20 —b+2c—d b+2c—d
e d 2c b—2c+3d |’
(a) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu F'; wyznacz bazy tych przestrzeni.
(b) W wybranej bazie B przestrzeni Max2(R) wyznacz macierz Mp(B) endomorfizmu F.

(c) Sprawdz, czy F jest izomorfizmem; w przypadku odpowiedzi pozytywnej wyznacz odwzorowanie
odwrotne F~1.
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WIEIT Cyberbezpieczenistwo Algebra — 2024/2025

Zestaw 8. Wartosci i wektory wlasne, diagonalizowalnos¢

1. Wyznacz wartosci i wektory wlasne macierzy:

L i 0 -2 12 1 11 1
(a)[. ” | o4 o], @]|o20f, @] 1 -1
! 20 —i 10 1 1 1 -1

2. Wyznacz wartos$ci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wtasne ponizszych endomorfizméw. Czy
te endomorfizmy sg diagonalizowalne?
(a) f:R3> (z,y,2) = (x—y+ 2,20 —y— 222 —2y) € R
(b) f:R3> (z,y,2) = 22 +y + 2,2y + 2,22) € R,
(¢) f:R[z]a 2 az? +bx +c — (5a + 9c)x? — (3a + 4b + 3c)x + 3a — ¢ € R[x]s;

b 3a+c—d 2a+2b—2d
@ £idma®s (40 ) (T R )

3. Przypuéémy, ze macierz z zadania 1(d) jest macierza endomorfizmuf: R[z]s — R[z]s w bazie (1,z,22).
Wyznacz wartosci wlasne endomorfizmu f oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne; wskaz baze B
zlozong z jego wektoréow wlasnych oraz wyznacz macierz My (B).

4. Rozwazmy endomorfizm f: Rlz]s — R[x]2 okreslony przez warunki:
flx)=—z, f@*+1)=222+2, f(2x+1)=0.

Wyznacz jego wartosci wlasne oraz baze przestrzeni R[x]|s, w ktorej macierz endomorfizmu f jest dia-
gonalna. Wykorzystujac te macierz wyznacz wielomian f*(1 + z 4+ 22) dla k € N; f* oznacza k-krotne
zlozenie endomorfizmu f.

5. Sprawdz, czy macierz jest diagonalizowalna; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierze dia-
gonalna D oraz nieosobliwa P, takie ze A = PDP~!.

-3 —6 7 32 -2 2 10
@A=| 1 1 —1], ®MA=|-10 1|, (A=]0 2 0
—4 —6 8 11 0 0 -1 2

Wykorzystujac otrzymany rozktad macierzy A wyznacz macierz A0

6. Niech

A=

S b~ W

0 0
1 2
0 3

Znajdz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych macierz A jest diagonalizowalna. Dla wyznaczonych
wartosci a znajdz taka macierz nicosobliwa P, dla ktérej macierz P~'AP jest diagonalna.
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7. Niech

a 0 1 2
A= -1 0 b oraz v= 1|0
-2 -1 3 2

Wyznacz te wartoéci parametréw a, b € R, dla ktérych wektor v jest wektorem wtasnym macierzy A. Czy
otrzymana macierz jest diagonalizowalna? OdpowiedZ uzasadnij.

8. Rozwazmy endomorfizm f : Rlz]s — Rz]s okreslony przez warunki:
f@®) = =2, f@?)=2>—1, f(z)=—-=z, [f(1)=22"+22"—3.

Wykaz, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Nastepnie wyznacz baze B przestrzeni Rg[x], w ktorej
macierz My (B) jest diagonalna. Wypisz te macierz i korzystajac z niej znajdz f19(z® + z).

9. Rozwazmy przestrzen wektorowa U o bazie B = (sinx, cos x, sin 2z, cos 2x) oraz endomorfizm L : U — U
spelniajacy warunki: L(sinz — cosz) = cosz —sinz, L(sinz + cosz) = cosx + sinz, L(sin2z — cos2z) =
cos 2 — sin 2z, L(cos2z) = cos 2x. Oblicz L' (sin z cos ) oraz L~!(sin? 2 — cos? z).
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