Cyberbezpieczenstwo WIEIT AGH Wybrane zagadnienia matematyki wyzszej — 2024,/2025

Zestaw 1. Granica i ciggltosé funkcji wielu zmiennych

1. Przedstaw graficznie dziedziny (naturalne) podanych funkcji:

1 2 2 _
(a) f(x,y) = (l’— 2) (y+ 1)? (b) f(x,y) = loga:2+y2 (4—1’ -y )7 (C) f(‘r?y) = y/Incos (I_y)

2. Jakie powierzchnie w uktadzie O,,, opisane sg ponizszymi zaleznoSciami?

(a) y = 2% — 22 + 3, (b) z* +y? =1, (c)2r+y—2+1=0, (d)z=1- 22+

(e) z=+/1— (22 + y?), (f) z = 4a® + o2, (h) 2 =1—32% — 3y?, (i) 22 +y*+22=0.

3. Dla podanych funkcji wyznacz granice iterowane w punkcie (xg, o) = (0,0):

1
— 2 2 rsin— +y
(a) f(z,y) = |z |\$y|!:|ﬂ;|+y ) f(a:,y):x—fy, (c) f(x’y):mtgi
@ F ) = @t L) S = 0 Sl = A,

Co na podstawie wyznaczonych granic iterowanych mozemy powiedzie¢ o granicy podwojnej?

4. Wyznacz (lub uzasadnij, ze nie istnieja) ponizsze granice:
22 — 12 2 2

. Yy : Ty . Ty
a lim —— b lim ——— ¢ lim ———
(&) (@.9)=(00) 2% + y? (b) (2.9)(00) 2% + y? ) (2.9)=(00) 2% + y*
. . 2 2
(d) lim Y () lim STty () lim (2 +y)"
(z.49)=(00)  TY (@y)=00) ||+ |y] (z.9)—(1.0)
z24y? 1 2 _ 1
(h)  lim = i) lim |2 G) lim ———
(zy)—=(00) 2*+y (,y)—(0,0) (zy)=(12) (y — 2)
®  lim sin (x siny) O lim cos Y 2 (m) - 2sm (:gyz) :
(2,y)—(20,0) xy (2)—(1,%) (y — g) (2,y,2)—=(0,0,0) T + y= + 2



5. Zbadaj cigglo$¢ podanych funkeji:

Jely + ely]
@) fay)=d 221, (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)
sin(z? + y?)
(© f@y) ={ a1 da@y#00
1 dla (z,y) = (0,0
(e) f(x,y) = || + |y dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)

)
)

(b) f (z,y) = %(Zyz) dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)
xy® dla ( 0,0)

@) flr,y) =4 22+t z,y) # (0,

0 dla (z,y) = (0,0)

Vrt+y? dlaz >0

recosx+y dlaxz <0

6. B Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametréw a,b € R, dla ktérych podane funkcje sa ciagtle:

vy (x + ay) (z + by)
(a) f(.r,y): ZEQ—yQ

$2

ax + by

(b) f<x7@/) = {

dla [xz] # [y|

dla fa| = o

V2t —1 dlaa?+¢2>1

dla 2 +9y? < 1
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Zestaw 2. Rézniczkowalno$é funkcji wielu zmiennych

1. Wyznacz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach oraz kierunkach:

(a
(b
(c
(d

= 22+ 12, (w0, 50) = (1, =1), T = (=3, —4);

=zlny+yhnz, (z,y) = (1,1), 7 = (1,0);
[ =yl (@o,90) = (1,1), T = (3,4);

= 2[a| +y|, (z0,50) = (0,0), T = (1,1).

) f(x,y)

) f(x,y)

) [l y) =

) f(x,y)

2. Przypusémy, ze funkcja f posiada pochodna kierunkowsa a%(po) w punkcie py w kierunku wektora o # 0.
Uzasadnij, ze

. fpo+tT) — flpo) _ Of
fim o] = v P

Wykorzystujac wykazana zaleznos¢ wyznacz ponownie pochodng kierunkows wybranej funkcji z poprzed-
niego zadania.

3. Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie Jezeli funkcja f : R” — R ma ciggle wszystkie pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu w otoczeniu pewnego punktu pg € R”, to dla dowolnego wersora K4 mamy

0
% (po) = o ograd f (Po),

gdzie grad f (py) = ( Joy (Po) sy fa (po)) to gradient funkcji f w punkcie pg, a o to

naturalny iloczyn skal(un} W prZ(,strZ(,m R™.

Wykorzystujac powyzszy fakt, wyznacz ponownie pochodne kierunkowe z zadania 1.

4. Wyznacz pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f:

sinx + cosy b

. + :L‘y2+2y7 b x? 7Z = —’
sinz — cosy (b) fz.9,2) x4+ y?+ 22

(a) f(z,y) =

(¢) f(z,y) = I]zyl, (d) f(z,y) = rysgn (zy),

W dla (x,y) # (0,0) 22+ 9% dlaxy =0
— 2 2 ’ ’ f - .
A {x T S {1




5. (a) Niech g(z,y) = f(zy,2? + y?), gdzie funkcja f : R? — R jest klasy C'. Wyznacz

dg dg
Yo, (z,y) — way(:ﬁ,y)-

(b) Wykaz, ze funkcja g(x,y) =y + f(2? + y?) spelnia réwnanie

dg dg -
xa_y(xay) - y%(l‘,y> =T,

funkcja f : R — R to dowolna funkcja rézniczkowalna.

6. Wyznacz macierze Jacobiego oraz rézniczki zupele podanych funkcji we wskazanych punktach:

(a) f(x)=2*+x+1,20=1;

(b) f(z,y) =2y + vz, (w0,50) = (0,1);

(c) f(z)=(v,2* + 2,20 —1), 79 = 1;

(d) f(l‘ﬁya 2) = (:Ey + yzaxz +y2)’ (x07y0720) = (_1727 1)'

7. Zbadaj rézniczkowalno$é podanych funkcji:

2?93 zy (2% — 4?)
(a) f(x,y) _ m dla (I,y) ?’é 0,0) (b) f(x,y) ZL’2+y2 dla (:E,y) 7& 0,0
0 da (z,y) =(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0
2 dia (.9) # (0.0) P e (o
(©) fmy) = Vi*tu ’ @ Fay) - Fag W @£ 00
0 dla (z,y) = (0,0) 0  dla (z,y) = (0,0)

8. Sprawdz, czy ponizsze funkcje spetniaja warunek f; (0,0) = f;. (0,0):

W He =L mr W @200 g R e e £ 00
0 dla (z,y) =(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)

9. Wyznacz réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkeji f(x,y) = arctg(y/x) w punkcie (1,1).
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Zestaw 3. Ekstrema lokalne, warunkowe, globalne

1. Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkcji:
(w,9) =3(z —1)* +4(y +2)%
(x,y) = 2 + 3zy* — 5lx — 24y;
(z,y) = 2® +y° — 3ay;
(z,y)
(z,y)

—~ o~~~
8
=
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2. Wyznacz ekstrema warunkowe podanych funkcji przy zadanych warunkach:

(a) flz,y)=a®+y* +4z—2, 222 +y* =4
(b) flz,y)=z+y, e —zy—1=0;

) f(z,y)=y—Inz, 224 (@y—2>-2=0;

) f(z,y)=x+2y, a*+y*>=05;

(e) f(my,2)=x+y+2z, 22+9y*+22=1;

(f) f(z,y.2) =a2yz, x+y+z=1;

(g) fo,y,2)=x4+y+z ayz=1;

(h) f(z1,...,2n) = 2In]2, Zol, 224 .. 42t =1;

) flzy,.., o) =20+ ... 4x), s1+za+... +x,=n

(
3. Wyznacz najwieksza oraz najmniejsza wartos¢ funkcji f w podanym obszarze:

() f(2,9) = 22+ 92, [l + |yl <2
(b) f(z,y) =sinx+siny —sin (z 4+ y) w trojkacie ograniczonym osiami O,, O, oraz prosta x +y = 2;
() f(wy) =ay, (x=1)" +¢* < 1;

(d) f



. Niech

11
A= < . 1), 0:R*>3 2 — 2TAx e R.
Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$é funkcji ¢ w zbiorze {(z1,22) : 2% + 23 = 1}. Poréwna]

otrzymane wyniki z wartoSciami wlasnymi macierzy A.
. Sposrod wszystkich trojkatéw wpisanych w okrag o promieniu r wybierz ten o najwiekszym polu.
. Oblicz odlegtosé punktu A = (0, 1,0) od powierzchni o réwnaniu y = zz.

. Oblicz odlegtos¢ poczatku uktadu wspotrzednych od:

(a) plaszczyzny m:x —2y+ 32 —6 =0; (b) powierzchni v : 2z = +/(z +2) (y — 1).
. Wyznacz te wartosci parametréw a € [—3, 3], b € [—1, 1] dla ktérych wykres funkeji
fi[-L,1]32—52"~ar—beR

obrocony wokét osi O, ogranicza bryte o najmniejszej objetosci.
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Zestaw 4. Ciagi i szeregi funkcyjne

1. Zbadaj zbieznosé punktowa oraz jednostajna ciagéw funkeyjnych { f,, }nen, gdzie:

1 nx
n = ) 2 07 b n = T o 07 1 ) 274 )
@) @) = 7y @ b) fule) = sy e 01], ae{24)
2 n*—n""
(©) falt) = T w20 @ folo) = e
1 2.2
— 2 > (- — 2T .
(©) Julz) = +x+n, P20 () fule) = e w e 0,1]
(8) fnlz) = Z - T €0,1]; () fu(z) =32 77, @ €[0,+00).
=0 k!’ =0 k!
2. Zbadaj zbiezno$¢ punktowa, bezwzgledng oraz jednostajna’ podanych szeregdéw funkcyjnych
(@) S weR () S psnt, we[-11]
= 1+ k6x27 T ) = L ka x » L1
e o0 2% 1n®
(c) & Yo we(-1,1); (d) > (=1)* , 2 € (0,1];
k=1 k=0 k!
) _]_)k 00 2
k) ( R; f —_ R.
(e)Nkz::le—l—k TER ()kzzjl(l—i-x?)k’ Te

@ §o (;_EZ o (b 2181H%($+1) (c) Ti%(asm)”, (d) 22(_1)71”{;”,
= nlz® > (22 -3)" oo Fntlyn o (z|z|+3)"
(€ & X - (O X — @ p WX

4. Wyznacz promien i zbiér zbieznosci danego szeregu oraz oblicz jego sume w kazdym punkcie wyznaczo-

nego zbioru:

@ Smane-2n B) 5 © X T @ s

< (n+2)(x+1)" e " x 2" Iin
) ng(] 6™ o0 ,;04”(n+1)(n+2)’ (&) 7LZZ()R+1($_§) '

W zadaniach oznaczonych symbolem & pojawiaja sie pewne trudnosci jedynie przy badaniu zbieznosci jednostajnej.

7



5. Uzasadnij ponizsze réwnoSci:

o0 n - _1 .
(a) > o In(1—2), dlalz| < 1; nastepnie wyznacz wartos¢ sumy » (=1 :
n=1 N Z o
(b) Yona" = ———, dlale] < 1;
n=1 (1 — gj)
(c) io: (-1)" "l = arctgz, dla |z| < 1; nastepnie wyznacz warto$¢ sumy i (—=1)" .
n=0 2n -+ 1 2 —Qn n 1

6. Oblicz sumy podanych szeregéow liczbowych:

) S O S CI e IO v

2 n(n+1) ® 2n—1 n x, 1

OETE— OLTS ®igimy O Lmoge

7. Funkcje f przedstaw jako sume szeregu potegowego o srodku w punkcie xg, oblicz promien zbieznosci
otrzymanego szeregu oraz wyznacz wartosé f1%)(x):

1 1

<a)f(x):2+3x’ T = 0; (b)f(x):$2+2x_3u Ty = —1;
<C> f (33) = Sin2 T, To= O; (d) f (1’) = em’ Lo = 2;
(e) f(z) = 3:22x+—+22x’ o = —1; (f) f(x) =cosz, xy=m/2;

(g) f(@)=In(z*+2x+3), zo=-1; (h) f(x)=In(2?2+32+2), z7=0.
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Zestaw 5. Szeregi Fouriera

1. Wyznacz szeregi Fouriera podanych funkcji i narysuj wykresy sum szeregéw dla:

(a) f(x)=az+1, z€[-2,2] (b) f(x)=|z|+1, =z€][-2,2];
(c) f(x) =2% «x€[-m (d) f(z) =|sinz|, =€ |-m, xl;
1—2 dladog<x <1
(e) flz)=lz+2|, zel[-31]; (f)f(fl?):{ 0 da —1l<z<

Wskaz punkty, w ktorych szeregi te sa zbiezne do funkcji f.

2. Dla funkeji f(z) = sgn(z + g) okreslonej na przedziale [—7, 7] znajdz jej szereg Fouriera;

do jakiej funkcji ten szereg jest zbiezny punktowo?

3. Rozwin w szereg Fouriera funkcje f(z) = z dla z € (—7, ), a nastepnie oblicz sume szeregu liczbowego

— ()"
Z 2n+1

n=1
4. Podane funkcje rozwin w szereg sinusow:
(a) flx)=1—|z—1], x€]0,2]; (b) f(x) =¢"—1, =z € (0,m);
z dla0 <z < T
() f(x) = cosw, € (0,7); () f (x) = .
0 dla—<x<nm
2
5. Podane funkcje rozwin w szereg cosinusow:
(@) f@)=1-le =1, z€[0.2; () f@)=coss, x€(0.5):
T_ z dla0 <z < T
() f(x) = sinz, € (0,7); (@) f(@)=1 .
0 dla 5 <x<mw



. Rozwin w szereg sinuséw funkcje f(x) = z(m—x) dla z € (0, 7) oraz naszkicuj wykres sumy tego szeregu.
Nastepnie korzystajac z tego rozwiniecia znajdz sume szeregu liczbowego

Z 2n—1

n=1

. Rozwin w szereg cosinuséw funkcje f(z) = 72 — 22 dla € (0,7) oraz naszkicuj wykres sumy tego
szeregu. Nastepnie korzystajac z tego rozwiniecia znajdz sume szeregu liczbowego

O (—1)nt1
>

. Wykaz, ze dla z € (0, 7) zachodzi

. cosnx 1
E = — (32 — 67z + 27%).
2
—~ n 12

1
. Rozwin w szereg Fouriera funkcje f(z) = 5(% —z) dla z € (0,27).

10
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Zestaw 6. Ciala Galois

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

. Wykaz, ze zbiér Q(v2) := {a +bv/2: a,b € Q} z dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.

Czy zbiér {a +bv/2 : a,b € Z} z dziataniami dodawania i mnozenia jest piericieniem catkowitym?
A czy jest cialem?

Czy zbior {a +ib: a,b € Q} z dzialaniami dodawania i mnozenia jest podpierscieniem w C?

. Zmajdz wszystkie dzielniki zera w pierscieniu (M,.,(R), +,-).

Zmajdz wszystkie idealy w nastepujacych pierécieniach: Zg X Zo, Z7, Q.
Podziel z resztg wielomian 7 + 2% + 2! + 2 + 1 przez 2 + z + 1 w Zy[z].
Podziel z resztg wielomian 22° + x* + 223 + 22 + 2 przez 2® + 2x + 2 w Zs[z].

Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw a(x) = x* + 23 + 3x — 9 oraz b(x) = 22> — 22 + 62 — 3

w Q[z].

Znajdz najwigkszy wspoélny dzielnik wielomianéw a(x) = x* + x + 1 oraz b(z) = 2 + 22 + v w Zs[z],
a nastepnie przedstaw NWD(a(z), b(x)) w postaci tozsamosci Bézouta, czyli jako wyrazenie a(z)p(z) +
b(z)q(x) - podaj wielomiany p(z),q(x) € Zs[x].

Znajdz najwickszy wspolny dzielnik wielomianéw a(x) = z* + 2 oraz b(x) = 2° + 3 w Zs[z],
a nastepnie przedstaw NWD(a(z), b(x)) w postaci tozsamosci Bézouta, czyli jako wyrazenie a(z)p(z) +
b(x)q(x) - podaj wielomiany p(z), q(z) € Zs[z].

Roztéz wielomiany na czynniki nierozktadalne we wskazanym pierscieniu:

(a) z +1 w Zs[z];
(b) 2° + 1 w Zs|x].

Zmajdz nierozktadalny wielomian stopnia 2 nad Zs.

Zmnajdz nierozkladalny wielomian stopnia 3 nad Z;.

Czy wielomian 42° + 322 + z + 1 jest nierozkladalny w pierScieniu Zs[z]?

Ktore z nastepujacych pierécieni sa ciatami: Zg/(3)?, Zolx]/(2® +1)?, Zs[z]/(z* + 22 + 2)?
Oblicz sume i iloczyn danych elementéw we wskazanym pierécieniu:

(a) 3z + 4 oraz bx — 2 w Q[z]/(z* — 7);

11



17.

18.
19.
20.
21.

(b) 22+ 1oraz z + 1 w Zy[z]/ (2 + 2+ 1).

Wykaz, ze Zs[z]/(2® + 2z + 1) jest 27-elementowym cialem i znajdz w nim odwrotno$¢ elementu z?
stosujac algorytm FEuklidesa.

Skonstruuj ciato GF(9) i oblicz w nim sume oraz iloczyn wybranych dwéch wielomianéw stopnia 1.
Skonstruuj ciato GF(8) i oblicz w nim sume oraz iloczyn wybranych dwoch wielomianéw stopnia 2.
Podaj rzad i charakterystyke ciata Zs[z]/(2? +2+2), a takze stopien rozszerzenia [Zs[x]/(2*+x+2) : Zs).

Jaka jest charakterystyka ciala GF(32)?
Mamy GF(32) & Zy(a), gdzie a® + o* + 1 = 0. Znajdz element odwrotny do a w tym ciele.

12
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Zestaw 7. Krzywe eliptyczne

1. Punkty P = (-3,9) i Q = (—2,8) leza na krzywej eliptycznej y* = 23 — 36z. Znajdz P + Q oraz 2P.
Wryliczenia zinterpretuj graficznie.

2. Kazdy z zadanych punktéw na krzywej eliptycznej nad Q ma skonczony rzad. Znajdz ten rzad.
(a) P = (0,16) na krzywej y*> = 23 + 256,
(b) @ = (%, %) na krzywej y? = a3 + ix-

3. Wypisz wszystkie punkty krzywej eliptycznej E : y? = 23 —2 (mod7). Oblicz (3,2) + (6,5) oraz 2- (3, 2).

4. Wypisz wszystkie punkty krzywej eliptycznej E : y? = 23 + x + 6 (mod11). Z jaka grupa krzywa E jest
izmorficzna? Wskaz generator.

5. Wypisz wszystkie punkty krzywej eliptycznej E : y? = 2° 4+ + 28 (mod71). Wykaz, ze E nie jest grupa
cykliczng. Podaj maksymalny rzad elementu grupy F i wskaz element tego rzedu.

13



Karta wzorow

Trygonometria
Lo tglx 9 1 . _ tgax
sin“r = ——5—, cos®r=-——73—, sinzcosr=_——5—
1+tgex 1+tgx 1+tgex
2tg(z/2 1—tg?(z/2 2tg(z/2
g 2BED 1) 2t
1+ tg?(xz/2) 1+ tg?(x/2) 1 —tg?(z/2)

Calka nieoznaczona
1 1 x 1 1
[t =g v [ e = gl

r=Inlr+ Va2 +kl+c,

— arcsin — —|— c

1 1
—d —dx
/\/xQ—i-k /\/kQ—aU2 k

/ L z +2n—3/ 1
A+ ™ " @n—2)(1+22) ! 2m—2) (T+a2)n 1"

Szeregi funkcyjne

T _ o 2" R: sing — - (=)™ ont1 R: _ - (=D)" 4, R:
e —Z ‘,xE 3 Slnx—Zmﬂf ,J;E 5 COSCL’—Z(2n)!$ 7.1;6 ;

1n(1+x)zzn+1x"+1,xe(—1,1]; (14 z)° Z( > ze(-1,1), aeR;
n=0

n=0

o0

a nmw .nT
+ (an Cos (T.'L‘) + b, sin (Tx))

f@) ==

n=1
1 / 1 /
an:l/f(af)cos (nl—ﬂx)dm, n=20,1,2,... bn:l/f(x)sin (nl—wm)da:, n=123,...

-l -l

14



