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Zestaw 1. Istnienie i jedyno$¢ rozwigzania

Zadanie 1. Sprawdz, czy podane funkcje spetniaja warunek Lipschitza:

(a) f:]0,1] 32 — 2P € R, gdzie p > 0;

(b) fRoz—=> " alr—ux]eR;

(c) f:[0,1] x[0,1] 3 (z,y) = xy*> + 2%y € R;

(d) f:R?> (2,y) = (22 —3y+1,—x + 4y — 2) € R
(e) f:R">x— Ax+be R™, gdzie A € R™*" b e R™.

Zadanie 2. Czy a) suma, b) iloczyn, ¢) ztozenie funkcji speliajacych warunek Lipschitza jest
rowniez funkcjg spetniajacg warunek Lipschitza?

Zadanie 3. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Wykaz, ze funkcja f spekia
warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stata L > 0, taka ze

sup |f'(z)| < L.
x€(a,b)

Zadanie 4. Podane réwnanie zapisz w postaci 2z’ = f (2):

(a) o' =1* + 2%

(b) 2" +2t%2" + (sint) x = t* + 1;
(c) 2/ =2y+tx, y =+t

(d) z(t) = [Ja(s)ds+t+1.

Jaka postaé, dla uzyskanego rownania z punktéw (a)—(c), przyjma warunki poczatkowe
wyjéciowego réwnania?

Zadanie 5. [komp.] Wyznacz przedzial na ktérym ponizszy problem poczatkowy ma rozwia-
zanie:

(a) ' =2te™™, 2(0)=0;

(b) o’ =222 —t, z(1)=1;

(c) 2/ =t+e", x(1)=0;

(d) 2" =t+e", x(1)=0,2'(1)=1;
(e) 2/ =1/cosz, x(0)=0.



Zadanie 6. Wykaz, ze jezeli funkcja f: R"™ > (t,2) — f(t,2) € R jest ciagta i ograniczona
dla (t,z) € [a,b] x R", to zagadnienie poczatkowe z’'(t) = f(t,z(t)), z(a) = z, ma
rozwiazanie na przedziale [a, b].

Zestaw 2. Rzad oraz zgodnos$¢ schematu jednokrokowego

Zadanie 1. Zbadaj rzad oraz oszacuj bad lokalny schematu jednokrokowego (ozn. fr = f (tx, zx)):

(a) jawnego schematu Eulera: xpq = xp + hfy;
(b) niejawnego schematu Eulera: zj,1 = xy + hfri1;
(c) zmodyfikowanego schematu Eulera: xpyq = xp + hf (tk + %, T+ %hfk) :
(d) schematu Heuna: zj1 = xp + & (fi + f (ter, o + hfr));
(e) schematu Taylora: xy1 = x5 + hfi + %2 (fer + forfe),
gdzie fip= f] (tk,xx) oraz for = fl (t, xp).

Zadanie 2. Wyznacz rzad schematu xpy1 = xp + h(afy + Bfri1) jako funkcje parametréw
a, B eR.

Zadanie 3. Pokaz, ze numeryczne rozwiazanie zagadnienia

znalezione jawnym schematem Eulera nie przybliza funkeji z (1) = (3¢) 3/2 bedacej rozwig-
zaniem tego zagadnienia. Wyjasnij zaistniala sytuacje.

Zadanie 4. Udowodnij, ze zmodyfikowany schemat Eulera

h 1
Tpy1 =2 +hf (tk + 5Tk + §hfk)

daje dokladne rozwiazanie (tj. e, = 0, dla k € N) zagadnienia poczatkowego

' = —2at, x(ty) = xo.

Zadanie 5. [komp.] Schematy z zadania 1 zastosuj do konstrukeji rozwiazania przyblizonego
podanego zagadnienia poczatkowego na zadanym przedziale. Metoda potowienia kroku
catkowego, wyznaczajac btedy lokalne oraz btedy globalne, zbadaj eksperymentalnie rzedy
tych schematéw. Czy uzyskane wyniki eksperymentalne zgodne sg z wynikami teoretycz-
nymi?

(a) o' = Q(f:ll), z(0) = 1 na przedziale [0, 10];
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(b) 2/ =x— (1+t)>—(1+t)"", z(0) = 2 na przedziale [0, 1].

Zadanie 6. [komp.] Wykorzystujac dowolnie wybrany zbiezny schemat jednokrokowy, stablicuj

w przedziale [0,5] (z krokiem h = %) wartosci dystrybuanty standardowego rozktadu

normalnego
1 T
F(x :0,5+—/ e U244,
(z) e ),

Poréwnaj wyniki, przedstawiajac na wspolnym wykresie uzyskane rozwigzania numeryczne
oraz funkcje x —CDF [NormalDistribution[],x].

Zadanie 7. Zbadaj zgodno$é: a) jawnego i niejawnego schematu Eulera; b) schematu Heuna.

Zadanie 8. Rozwazmy jawny schemat jednokrokowy xji1 = x + h®s (h, ty, ). Wykaz, ze
jezeli schemat ten jest zgodny oraz funkcja % jest ciaggla, to rzad tego schematu jest nie
mniejszy niz jeden. Jakie zatozenie dotyczace funkcji ®; nalezy dolozy¢, aby otrzymac

podobny wynik dla schematow niejawnych?

Zadanie 9. Wykaz, ze dla dowolnego p € N istnieje jednokrokowy schemat rzedu p, ktory nie
jest zgodny.

Zadanie 10.* Cgzy istnieje jednokrokowy zgodny schemat zerowego rzedu?

Zestaw 3. Schematy Rungego—Kutty

Zadanie 1. Dany jest schemat dwupoziomowy typu Rungego-Kutty
Tl = T + h (blKl + szg) s

w ktérym
Ky = f(ty +ahyxy), Ky = f(ty + coh, 2 + ahKy) .

Jakie warunki musza spehiac stale a, by, by, 1, co, aby schemat ten byt rzedu 27

Zadanie 2. Zbadaj zgodnos¢ schematu Rungego-Kutty

Ti+1 = Tk + thZKZ (h7 tka $k) )

=1
Kz‘ (h, t, I‘) = f <t + Cih, T+ hZaUKj (h, t, 13))
j=1
zaktadajac, ze
(a) a;; =0dlai < j (tj. jest to schemat otwarty);
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(b) aij:()dlai<j.

Zadanie 3. Udowodnij, ze schemat Rungego-Kutty postaci

h
Ik+1 :$k+g(K1+2KQ+2K3+K4), (31)
gdzie
Ky = f(te, z1),

Ky=Ff (tk + %h, Tk + %hKl)
Ky = f (te + 3h,xp, + 3hK>) |

Ky = f(tk + h, 2 + hK3)
daje doktadne rozwiazanie (tj. e, = 0, dla k € N) zagadnienia poczatkowego

)

v (t) = o(t), x(to) = o
dla dowolnego wielomianu ¢ € 3.

Zadanie 4. [komp.|

(a) Przypus$émy, ze funkcja f nie zalezy od z; uzasadnij, ze schemat (3.1) jest rzedu 4.

(b) Zastosuj schemat (3.1) do znalezienia przyblizenia rozwiazania zagadnienia poczatko-
wego

=tln(t+1), z(0)=1

na przedziale [0, 10]. Stosujac metode potowienia kroku, wyznacz eksperymentalnie
rzad schematu.

Zadanie 5. Jedna z metod konstrukcji schematow jednokrokowych opiera sie na nastepujacym
pomysle: rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

¥=ft), x(t) =m0

spelnia nastepujace rownanie catkowe

2 (tpr1) = x (tx) + / o f(s)ds.

ti

(3.2)

Zastepujac catke wystepujaca w powyzszym wyrazeniu jej przyblizeniem wynikajacym z za-
stosowania kwadratury Simpsona

[ r0a=quen="5" (1w e (50) + 1),

2

zaleznosé (3.2) prowadzi do nastepujacego schematu jednokrokowego

T = 2 + Q (f, L, trgr) -

Wykaz, ze schemat ten generuje ciag przyblizen {z} identyczny z ciggiem wynikajacym
z zastosowania schematu (3.1).



Zestaw 4. Absolutna stabilno$sé¢ schematéow jednokrokowych

Zadanie 1. Wyznacz obszary absolutnej stabilnosci podanych schematéw jednokrokowych:

(a) otwartego i zamknietego schematu Eulera;
(b) schematu trapezéw;

(c) schematu Taylora x, 1 =z + hfy + % (fer + forfe),
gdzie fip = f{ (s k) s for = [o (tes T) ;
(d) zmodyfikowanego schematu Eulera: zy.1 = x5 + hf (tk + %, T+ %hfk) :
(e) schematu Heuna: zj1 = x) + % (fx + f (tee1, o + R f1)) ;
(f) schematu Rungego-Kutty: zj41 = zp + & (K1 + 2K, + 2K5 + Ky) , gdzie

Ky = f(te, vr), Ko=f(tp+2 2 +2K),
Ky=f(tp+2 2+ 2K)), Ki=f(tx+h,x,+hKs);

(g) schematu Rungego-Kutty: 41 = ), + 2 (K + 3K, + 3K;3 + Ky) , gdzie

Ky = f (tg, z1) K, :f(tk—i-%,xk—i-%Kl),
Ky =f(ts+%, o — K1+ hKs), Ky= f(ty+ h,z, + hKy — hKy + hK3) .

Zadanie 2. [komp.] Rozwazmy uklad liniowy:

[
(a) { i/l _ gil ’ Z; z warunkiem poczatkowym (z; (0), 2 (0)) = (1, 2);
2 = Tt T R

/ _ —
(b) { 2 ; $12i14ﬂ;2$2 z warunkiem poczatkowym (z7 (0), 22 (0)) = (1,2).

7 jakim krokiem mozna catkowaé ten uktad stosujac schemat Heuna, aby uzyskane roz-
wiazanie przyblizone zbiegato do zera (wraz z k — 00)? Przeprowadz obliczenia z krokiem
catkowym nalezacym oraz nienalezacym do obszaru absolutnej stabilnosci tego schematu.
Poréwnaj wyniki tego eksperymentu szkicujac wyznaczone rozwigzania przyblizone oraz
rozwiazanie doktadne.

Zadanie 3.* Udowodnij, ze jezeli r < 4, to obszar stabilnosdci absolutnej dla r—poziomowych
otwartych schematéw Rungego-Kutty rzedu r, zaleza jedynie od r, tj. sa takie same dla
schematow o takiej samej liczbie poziomow.

Zadanie 4. Wykaz, ze schemat Rungego-Kutty
h
Tpy1 = Tg + 5 (K1 + Ky),
gdzie Ky = f (ty, ) oraz Ky = f (tk + h,x, + % (K1 + Kg)) jest A-stabilny.
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Zadanie 5. Uzasadnij, ze otwarte schematy Rungego-Kutty maja ograniczone obszary abso-
lutnej stabilnosci.

Zestaw 5. Rzad liniowych schematéw wielokrokowych

Zadanie 1. Rozwazmy liniowy schemat g—krokowy

q q
> ariey =hY  Bjfess. (5.1)
j=0 j=0

Uzasadnij, ze schemat ten jest rzedu p wtedy i tylko wtedy, gdy
60201:...:Cp:07£0p+1,

gdzie

q

q q

1 , 1 e

0= 0 o= g2ty 20 dla k= 1,23,
Jj= = J=

Zadanie 2. Zbadaj rzad:

(a) schematu punktu $rodkowego: xpio = xp + 2h fri1;
(b) schematu jyo — T1 = 5h (3fri1 — 2/k);

(c) schematu Milne’a-Simpsona: xio — o) = %h (frao + 4 ki1 + fr) -

Zadanie 3. Udowodnij, ze rzad liniowego schematu g—krokowego postaci (5.1) jest réwny p wtedy
i tylko wtedy, gdy jego lokalny btad

Tk (Iﬂfk, h) = Z [%‘x (tk + hj) - hﬁjx/ (tk + h])]
§=0

jest réwny zero dla kazdego x € m, oraz 1 (x,t, h) # 0 dla pewnego z € myi;.

Zadanie 4. Wyznacz takie state a i 3, aby schemat

Thts — T + & (Tpyo — Tpy1) = hB (fe1 + fror2)

byt rzedu czwartego.



Zadanie 5. Rozwazmy dwa liniowe ¢—krokowe schematy postaci

q

q q q
E Aizpri = h E Bifrvs  oraz E aiTrpyi = h E bi frtis
i=0 i=0 i=0

i=0
o rzedach réwnych odpowiednio P oraz p. Przy ich pomocy konstruujemy schemat S, g

q

k
Z (adA; + pa;) Ty = hz (aB; + Bb;) frti
i=0

=0

zalezny od parametréow «, 5 € R. Co mozemy powiedzie¢ o rzedzie schematu S, 37 Czy,
dla pewnych wartoséci parametréw, moze on by¢ wiekszy niz max {p, P}? Odpowiedz po-
zytywna uzasadnij podajac przyktad.

Zadanie 6. [komp.] Stosujac schemat

1
Thio — Thg1 = gh (3fe1 — 2fk)

znajdz rozwiazanie problemu poczatkowego 2’ (t) = tz(x — 1), x (0) = 1/2 na przedziale
[0,1]. Przeprowadz obliczenia z krokiem h, = 277/10, p = 0,1,2,3. Uzyskane wyniki
przedstaw na wspolnym wykresie. Co, na podstawie wynikoéw numerycznych, mozna po-
wiedzie¢ o rzedzie zastosowanego schematu?

Zestaw 6. Zbieznos¢ schematéow wielokrokowych

Zadanie 1. Zbadaj zbieznos¢ schematu

Phs + (0= 1) ks — 0z = R ((0+3) fipa + (B + 1) fi)

w zaleznosci od wartosci parametru o € R.

Zadanie 2. Rozwazmy rodzing otwartych schematow 2—krokowych

Thto + Tpr1 + aoxy = h (Bofe + Fifes1) -

Wyznacz wartosci g, By oraz 1 w zaleznosci od «q, tak aby otrzymac¢ schemat mozliwie
wysokiego rzedu. Zbadaj stabilno$¢ otrzymanego w ten sposéb schematu w zaleznosci od
wartosci parametru a;.



Zadanie 3. Rozwazmy tzw. przeksztalcenie Mobiusa M : u — Z—ﬂ Wykaz, ze

lu| <1< Re(M(u)) <0 oraz Re(u) < 0& M (u)| < 1.
Nastepnie uzasadnij, ze wielomian P € m, jest stabilny w sensie Schura wtedy i tylko

wtedy, gdy wielomian ) € 7,
s+1
=P —1)"
Q) =r () -1y,

jest stabilny w sensie Hurwitza.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze rzeczywisty wielomian stopnia drugiego jest stabilny w sensie Hur-
witza wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wspotezynniki sa tego samego znaku. Na-
stepnie, wykorzystujac poprzednie zadanie, scharakteryzuj rzeczywiste wielomiany stopnia
drugiego stabilne w sensie Schura.

Zadanie 5. Wyznacz przedziat absolutnej stabilnosci schematu

h
Thtz ~ Tkl = 5 (Bfrs1 — fr) -

Zadanie 6. Wyznacz przedzialy absolutnej stabilnosci podanych schematow w zaleznosci od
parametru « lezacego w podanym obszarze jego zmiennosci:

(a) zrpe — (1 +a)zpp +azy =5 (B —a) fan — (L+a) fr), ac[-1,1)
(b) s + a (Tprz — Tpg1) — 2 = £ B+ @) (frrz + fer1), @€ (=3,1).

Zadanie 7. Wyznacz, jezeli istnieja, te warto$ci parametru « dla ktérych schemat

h
Tpyo + axpy — (1 + @)z = 5 (—afrre + (44 3a) frr1)

jest jednoczesnie zbiezny, A—stabilny i rzedu drugiego.

Zadanie 8. Rozwazmy liniowy schemat g—krokowy

q q
Z Ty = h Z Bj fr+ss
§=0 §=0
ktorego wspotezynniki o, a1, ..., o, Bo, b1, - - ., By € R spelniaja warunek
O = —0g—j, ﬁjzﬁq—j (]:OaLaq)a
schematy takie nazywamy schematam: symetrycznymi. Udowodnij, ze wyrazenie

ple)
o (ei@)’

gdzie p oraz o to wielomiany charakterystyczne schematu, jest dla wszystkich wartosci
a € [0,27) czysto urojone. Co na tej podstawie mozna powiedzie¢ o obszarze absolutnej
stabilno$ci schematow symetrycznych?



Zadanie 9. Udowodnij, ze wielomiany charakterystyczne p oraz o liniowego schematu g—kroko-
wego symetrycznego spetniaja rownania: p (s) = —sip(1/s) oraz o (s) = s%0 (1/s).

Zadanie 10. Uzasadnij, ze wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu charakterystycznego
p odpowiadajacego zbieznemu schematowi symetrycznemu leza na okregu jednostkowym.

Zadanie 11. Przypusémy, ze wielomiany charakterystyczne p oraz ¢ pewnego schematu S maja
wspélny dzielnik ¢ € m,, tj. p(s) = p*(s)p(s) oraz o (s) = o (s)p(s). Wielomiany
p* oraz o* wyznaczaja pewien nowy schemat S*. Zaktadajac, ze ¢ (1) # 0 wykaz, ze ze
zbieznosci schematu S wynika zbiezno$é schematu S*. Czy mozna co$ powiedzie¢ o rzedzie
tych schematow?

Zadanie 12.* SprawdZ poprawno$¢ ponizszych stwierdzen (dla dowolnego k > 1):

(a) nie istnieje k—krokowy liniowy schemat rzedu 2k + 1;
(b) istnieje doktadnie jeden (niejawny) k—krokowy schemat rzedu 2k;
(c) istnieje doktadnie jeden jawny k—krokowy schemat rzedu 2k — 1.

Zadanie 13.* Udowodnij, ze nie istnieje schemat symetryczny nieparzystego rzedu.
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